
Доклады Академии наук СССР
1975. Том 220, № 5

УДК 519.46 МАТЕМАТИКА

ю. В. дзядык
К ОПРЕДЕЛЕНИЮ СПЕКТРА ИНДУЦИРОВАННОГО 

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ НА КОМПАКТНОМ СИММЕТРИЧЕСКОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ

(Представлено академиком В. М. Глушковым 26'VII 1974)

Задача о спектре ипдуцпровапного представления — одна из основных 
задач теории представлений групп. Важнейшими из ее частных случаев 
являются задачи определения спектра представлений групп Ли в вектор­
ных полях и в функциях на однородных пространствах; последняя задача, 
согласно (*), является основной в теории представлений групп Ли.

В настоящее время задача о спектре индуцированного представления 
полностью решена только для класса нильпотентных групп Ли (2). Что 
касается компактных групп Ли, то здесь на протяжении последних 45 лет 
■были получены лишь отдельные частные результаты (3_6).

В этой статье излагается общий метод, который позволяет с помощью 
некоторых результатов Э. Картана (3) и Д. Желобепко (’, *) получить все 
отмеченные выше результаты, а также ряд новых результатов.

1°. На протяжении этой статьи все векторные пространства, за исклю­
чением алгебр Ли, рассматриваются над полем комплексных чисел.

Пусть G — связная односвязная компактная группа Ли, о — ее инволю­
тивный автоморфизм, К — подгруппа неподвижных точек автоморфизма о, 
<р — конечномерное представление подгруппы К линейными преобразова­
ниями векторного пространства V, Ind ср — представление группы G, ин­
дуцированное представлением ср подгруппы К. Спектр представления 
Ind ср будем обозначать через 7(<р).

Содержание этой работы — указание правила для вычисления некото­
рого множества /(ср), содержащего спектр /(ср). Во всех рассмотренных 
автором случаях (в частности, для всех сфер и комплексных проективных 
пространств) эти два множества совпадают.

Введем обычные обозначения (4, 8, 9): Мс-К — стационарная подгруппа 
точки общего положения в окрестности полюса o—{K}^G/K, Н — такая 
о-инвариантная картановская подгруппа в G, что В=К(\Н — подгруппа 
Картана в М, g, t, tn, 1>, Ь — алгебры Ли, соответствующие группам G, К, 
М, И, В; p=g©f, а=ф©1>, где © — ортогональное дополнение относительно 
формы Киллинга. Как обычно, отождествим пространства I) и ty* и выберем 
в I) упорядочение, лексикографическое относительно базиса Xt,..., Хр^ 
еа, Хр+1,..., Х,-^Ь. Через /(0) будем обозначать спектр представления 
группы G в функциях на симметрическом пространстве G/К, через X, v — 
старшие веса неприводимых представлений алгебр g, m в векторных про­
странствах V>., Vv. Под объединением множеств всегда понимается ди­
зъюнктное объединение: {a} U {а} = {а, а}.

Теорема о спектре (слабая форма). Пусть

y=yvi+ ... +rVn, (1)

п=п(ф),— разложение пространства V на неприводимые компоненты от­
носительно подалгебры и.
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Тогда существуют такие п старших весов Af,... ,А„ алгебры д, что мно­
жество

: 1(ф)= U {Л4+Х,^/(О)} (2)
г = 1

содержит спектр 7(ф) индуцированного представления. Веса Ai, 
можно упорядочить таким образом, что для всех i будет выполняться 
равенство

Л;|б =Vj. (3)
2°. Лемма о старшем векторе. Пусть Л — произвольный стар­

ший вес алгебры g, щ — старший вектор модуля Ух. Тогда

Щ1)щ=Ух, . (4)'
где U (I) — универсальная обертывающая алгебра подалгебры t.

Следствие. Пусть V — произвольный t-модулъ, Ух — произвольный 
неприводимый ^-модуль, v=X|b — старший вес неприводимого представле­
ния подалгебры Ш в подпространстве U (ш) щс: Отображение

' Л-Л | и nt >4^ (э)’

определяет мономорфизм

Нот{ (Ух, У)->Нотш(Уу, У). (6)

Отображение определяет мономорфизм Homs (Ух, У)->У. Справед­
ливы неравенства

dim Homj (Ух, y)^dim Нотт(Уу, y)s?dim У; (7)
в частности,'

dim Homj (Ух, С)С1. (8)

3°. Пусть а — корень алгебры д. Обозначим через да наименьшую под­
алгебру в д, инвариантную относительно инволюции о, комплексификация 
которой содержит корневое подпространство д“. Положим

f«=fnga, МПда. (9)

Предложение. Подалгебра да изоморфна одной из трех полупро- 
стых алгебр At, А2, D2.

Если корень а простой, то подалгебру д« легко определить из схемы 
Сатаке пространства G/К (4,8). Будем называть корень а компактным, 
если и некомпактным в противном случае. Ясно, что если корень а
компактен, то ga—А,. Пусть теперь а —простой некомпактный корень 
алгебры д. Будем говорить, что-простой компактный корень связан с кор­
нем а, е(сли все корни между а и на схеме Сатака компактны. Пусть 
а' — единственный простой корень алгебры д, определенный условием 
оа+а'еЕПЬ (8). Обозначим через П.а множество простых корней, содержа­
щее корни а, а' и все простые компактные корни, связанные с а. Схема 
Сатаке системы простых корней Па является схемой Сатаке некоторого 
симметричного пространства ранга 1; обозначим это пространство 
через Ма.

Теорема. Подалгебра ga однозначно определена пространством 
Соответствие между Ма и ga описывается следующей таблицей:

Ма Sz Sn, n>3 Р"(С), P"(Q), Р"(О), п>2

ga Z?2 А 2

4°. Пусть X — произвольный старший вес алгебры g, V — произвольный 
1-модуль. Обозначим через ТУ(Х) пространство таких векторов w^V, для 
которых выполняются следующие эквивалентные условия;
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(.1) Вектор w является старшим относительно подалгебры И, и для 
любого простого корня а существует {«-мономорфизм

U(la)w-^U(ta)vK-, (Ю)

(II) для любого простого корня а алгебры g существует {«-гомомор- 
физм 

(И)
переводящий щ в w.

Заметим, что, согласно лемме о старшем векторе, имеет место изомор­
физм 

(12)
где Х«=Х |$я — старший вес неприводимого д«-модуля U (да) щ.

Через ср мы обозначим представление группы К в векторном простран­
стве V, через I (ср) — множество старших весов группы G, которое каждый 
вес % содержит столько раз, какова размерность пространства ГК(Х).

Следующая теорема утверждает, что каждое неприводимое подпро­
странство сечений Vj.^Ind ср однозначно определено своим старшим весом 
X и значением старшего вектора в полюсе щ(0), причем вектор щ(0) со­
держится в подпространстве РГ(Х). (Полюсом o^GIK мы назвали образ 
подгруппы К при естественной проекции G-^G/K.)

Основная теорема. Отображение

JT '«ГС 1? (13)
-определяет мономорфизм векторных пространств

Ноше (71, У)-*1У(Х). (14)
Следствие. 7(<p)s7(<p).
5°. Обозначим через W подпространство векторов из V, старших отно­

сительно подалгебры Ш:

W—(vsV: Xav=Q для всех а^ПП1>}. (15)

Пусть вектор w^W обладает свойством: для каждого простого корня а^П 
существует вес Х« подалгебры д« такой, что существует {«-мономорфизм

, (16)

Поскольку dim ({)аПш)=1, то для каждого фиксированного а такие веса 
линейно упорядочены; обозначим через Х«(ш) наименьший из них.

Предложение. Существует единственный старший вес Л=А(гг) 
алгебры g такой, что для всех а

ЛИ1ба = ^«И- (17)
Теорема о спектре (сильная форма). В пространстве W сущест­

вует такой базис {wj,..., wn}, что

7(<р) = и {ЛЫ+Ч V^(0)}. (18)
1=1

6°. Найдем теперь спектр 7(0) представления группы G в функциях 
на симметрическом пространстве G/K.

Пусть «4,..., — такой набор простых некомпактных корней алгебры
д, что при г=^7 имеем =0. Пусть ^—наименьший ненулевой стар­
ший вес подалгебры д«., для которого

n°Wa;(F>.a;,C)^0. (19)

Определим старший вес X, алгебры g условиями ■
^1 1ц = ^ai’ = ' (20)
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(21)

Теорема
р

г = 1

Используя одну из теорем Э. Картапа ((3), п. 27°) можно доказать 
равенство Z(0)=/(0).

7°. Используя результаты Д. Желобенко (7), легко пайти явный вид 
спектра Z(<p) индуцированного представления в случае, когда G/К— 
=SO(t?+1)/SO(ra) и SU(re+l)/U(n). Сравнивая спектр Z(<p) с множест­
вом I (ср), мы получаем следующую теорему.

.Теорема. Пусть G/K=Sn или Z”‘ (С). Тогда для любого представления 
ср подгруппы К (K=SO(n), U (п) соответственно) справедливо тождество

(22.)

8°. Изложенные результаты можно частично распространить на не­
сколько более общий, чем рассмотренный нами, случай. В самом деле, не­
трудно заметить, что все они опираются на лемму о старшем векторе- 
(п. 2°) и теорему о подалгебрах g.,: (п. 3°). Лемма о старшем векторе ис­
пользует лишь тот факт, что для алгебры д®С имеет место разложение 
Ивасава. Аналог разложения Ивасава, как можно показать, имеет место 
также для пространств SU(n+l)/SU(n), Sp (ra+l)/Sp (ri) -SO (2) 
Spin (7)/G2 (по не имеет места уже для Sp (2)/Sp (1)). Для всех этих 
пространств справедливы также аналоги теорем п.п. 1, 2, 6.

Автор выражает благодарность А. Л. Онищику за постановку задачи,, 
внимание и ряд ценных указаний.
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