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О МУЛЬТИПЛИКАТОРАХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ФУРЬЕ

(Представлено академиком Н. И. Мусхелишвили П VI 1974)

В настоящем сообщении продолжаются исследования работ (1_4) 
о мультипликаторах преобразований Фурье в различных функциональных 
пространствах.

Пусть Rn — эвклидово пространство п измерений, х= (xit х2,..., хп) — 
точка в 7?", | х | = (xt2+x22+ ... +хп2)1/!, S (7?п) — пространство Шварца основ­
ных функций на Rn, т. е. бесконечно дифференцируемых функций, убы­
вающих быстрее любой степени |ж| (при | ж| -*«>), S'— пространство не­
прерывных линейных функционалов (обобщенных функций) над S(Rn). 
Рассмотрим разбиение пространства (R\{0)) ”=(7?\ {0}) X ... X (7?\{0}). 
Пусть А=(А,1, Кг,... ,K„)<=Rn и пг2,... ,mn) — точка с целочислен­
ными координатами, причем каждое из чисел тп{ может принимать значе­
ния 0, ±1, ±2,... Положим Qm = {K: 2m,< |А,| <2™'+1, i=l, 2,...,/г}. 
В дальнейшем (рт(х') будет обозначать функцию, преобразование Фурье 
которой сосредоточено в Qm и там совпадает с преобразованием Фурьр 
функции ф(ж)'

В качестве весов будут рассматриваться функции класса Ар (5). Изме­
римая, неотрицательная функция w^Ap, 1<р<+°°, если существует такая 
постоянная СР, w, что для произвольного интервала 7<=7?‘ имеет место нера­
венство

j w-l,^-l\x)dx^ ^CPiW. (1)
I I

В работе (s) доказано, что для ограниченности одномерного преобразо­
вания Гильберта в пространстве LPrW, 1<р< + °°, необходимо и достаточно, 
чтобы w^Ap.

Пусть Р=(Р1, Рг, • • • ,Рп), 1<Л< + °°, W=(wi,lV2,...,Wn), W,<sAPi)
1=^0<+<». Положим Lp, w(/?") = {/: ||/||р, »<+°°}, где

Можно доказать, что для сре5(7?")

< + °°. (2)

Пополнение пространства S(Rn) по норме (1) будем называть про­
странством .Ар, w,e. Если pi=p2=.. .—рп—р, то введенное пространство бу­
дем обозначать через Лр, w,e. При Wi(i)^l, г=1, 2,..., и, р1=р2=.. .=рп=р 
пространство ЛР, w,e было введено и изучено П. И. Лизоркиным (*,2).

2* 19



Можно показать, что каждый /еЛР) w,e (7?п) является элементом S', 
представимым в виде ряда

/=£1/т,

где fm — целые функции со спектром, сосредоточенным в Qm, с условием

т

Далее, каждый линейный непрерывный функционал над Лр,0, 
l<Pi<+°°, К0<+°°, w^APi, представляется в виде

>

где -ф= ’I’m — некоторый элемент из AP-,w',e, w'=(wi,w2',...,wn'),
т

Wi i=l,2, ...,п.
Отсюда следует, что сопряженное к Л„, w, 0(А"), 1<р,<+°о, 1^6<+°°, 

w.sAPi, пространство изоморфно с пространством Лр-, е (Rn), причем 
при Kpi<+°°, 1<0<+<» Лр,«, а(Пп) является рефлексивным простран­
ством.

В дальнейшем преобразование Фурье f функции /<=ЛР, w, в (7?п) пони­
мается как преобразование Фурье элемента S', g — прообраз Фурье функ­
ции g.

Измеримая функция Ф (Z,) =Ф (М, Л2,... ,Л„) называется мультиплика­
тором в S^Ap.w, е, если найдется такая постоянная сй, что

I ФД Лр, w, е (-йп) | ^Со |/, Лр, w, в (#") | •
Теорема 1. Пусть 1<р(<+°°, w^APi, i=i, 2,. .., п, 1<0<+°°. 

Предположим, что функция Ф (X) в каждом Qm представима в видех х< п
Ф(Х)= J ... Jdp,m, (3)

— ОО — 00

где цт — конечные меры, с условием

var цго
со

= J |с/цт|^7И.

Тогда найдется такая постоянная с, что
/\

| Ф(Л)/ (Л) , Лр, W. е (Пп) | /, Лр, W, в (Пп) | •
При pi=p2=... =Рп=р, и>;=1 теорема 1 обращается в результат 

П. И. Лизоркина (').
Доказательство теоремы 1 использует метод, предложенный Дж. Швар­

цем (6) и идущий от И. Марцинкевича (7). Упомянутый метод, развитый 
дальше в работах С1,2,8,9), состоит в представлении довольно широкого 
класса операторов, инвариантных относительно сдвига, в виде суперпози­
ций некоторых «элементарных» преобразований. Наиболее важные, среди 
упомянутых преобразований, изучаются в теоремах 2 и 3.

Теорема 2. Пусть 1<р;<+<», и;^АР{, г=1, 2,Тогда кратное 
преобразование Гильберта

п 1
... хп) = J/(* ,12,... ,tn) JJ—-——dttdtz.. ,dtn

Rn i~i

является ограниченным преобразованием в LPi„(Rn).

20



В частности, при р1=рг=■ ■ ■ рп для определенного класса .весовых 
функций вопрос об ограниченности кратного преобразования Гильберта 
рассматривался в (10).

Пусть далее Lp, w,(Ze)—пространство вектор-функций F(x)., Z?(z}=» 
= [Fk (x)} “=1, для которых

IF, Lp,w (Ze) I = || ( Gr) 10)1/91| <+«>.

k=i ₽,w

Лемма. Кратное преобразование Гильберта является ограниченным 
оператором в Lpv(le) при 1<р{<+°°, иц^Ар, 1С0<+<».

Обозначим через S совокупность вектор-функций <р (ж) = (ф1 (ж).... 
. ,.,фп(ж),...), где <pfteS.

Теорема 3. Пусть 1<р,< + °°, l<0<+°°. Предположим, что

ФДА)= J ... J dju,

где ]л.л — конечные меры равномерно ограниченной полной вариации.
Тогда отображение S, определенное на SflLp, W(Z9) как

£F=\&jA °°
I * ft=i,

может быть продолжено до ограниченного отображения в LPiW(le), причем 
найдется такая постоянная с, не зависящая от j, что

\SF,Lp,v(l^\^cM\F, Lp,w(Ze)|, = Sup var
k

Из теоремы 3 известным путем (*,2) выводится теорема 1.
Следствие. Пусть функция Ф (Z) непрерывна вне координатных 

плоскостей и обладает там производными дкФ/дКк'...дКпкп, O^kt+... 
... +кп=к^п, к{=0,1, с условием

Тогда фе^"Лр, w, е, l<Pi<+°°, w^APl, 1<0<+°о.
В работе (8) найдены достаточные условия, которым удовлетворяет 

функция Ф (Z), для того чтобы оператор, заданный в образах Фурье фор­
мулой (А/)Л=Ф(Х)/(А,), действовал ограничению из Lp(Rn) в Lq(Rn'), 
Kp^g<+«>. Далее будем рассматривать аналогичную задачу в Лр, », 0.

Измеримая четная функция w^N.;(T-,), если она положительна и воз­
растает (убывает) на (0,+°°), причем найдется такое число а, 0<а<'{, 
что w(x) •ж_а1(га(ж)жа1'). Имеют место включения Np-^Ap, ТЛ<=-АР.

Теорема 4. Пусть функция Ф(X) в каждом Qm представима в виде

®(»-j ...J (Л» ^2, • - * , tn)
1 (4)

где р,-=1 — 1/р,+ 1/<р, г=1,2,..., п, рт— конечные меры равномерно огра­
ниченной полной вариации.

Если Kpt^qi<+«>, w=(wt, w2,. ..,wn), wi^NPi_l[]TPil , p=(p1,p2,... 
...,p„), pi=wT^Pi , то тогда оператор К ограничен из ЛР, w, 0(Л”) в 
А,, р, в (Rn), причем найдется постоянная с, не зависящая от f, такая, что

I Kf, Лч, р, е (Rn) | ^сМ | /, Ар, w, е (Rn) |, M=Sup var pm.
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Следствие. Пусть функция Ф(Х) непрерывна вне координатных 
плоскостей и обладает там непрерывными производными

с^Ф/дЛ?'... д'/,,*", O^Ai+/c2+ .. ,+kn=k^n, (с;=0, 1,
с условием

Тогда оператор К является ограниченным из Ар, w, е(-Я") в Л,, р, »(Я), 
причем норма этого отображения мажорируется числом М.

Замечание. Все приведенные выше результаты справедливы, если 
рассматривать разбиения /?в\{0} на «коридоры» Гт, m — целое число, 
rm=£»m\Dm-!, Dm={k^Rn: |Л(|<2т, 1=1, 2,..., п}. (При pi=pa=... =/ь, 
и^р;=1 см. (2).)

Далее исследуется вопрос о мультипликаторах в пространствах Лорен­
ца с весом. Пространством Лоренца Lvs называют (см., например, (“)) 
множество измеримых функций / (ж), для которых

||/||р<= |—J [/’*(£)< + °о, ls£p<+°o, ls£s<+°°,

где

Г (t) = ~ J /‘ {х) dx,
О

f* — убывающая функция, равноизмеримая с /.
Пусть w(x) — неотрицательная, измеримая функция на R1 и ||/||р., „=

Н/Нр..
Положим Lwps={f: ||/||ps,
Теорема 5. Пусть w<^N1/p'UTt/q, l<p<q<+«>, р'=р/(р—1). Далее 

предположим, что pm(t) —конечные меры с условием

J \dpm\^M.
— со

Если функция Ф(А.) в Qm представима в виде

то тогда оператор К является ограниченным, как оператор, действующий 
из Lwps в Lwqr при произвольных s и г, г<+°°, причем найдется такая 
постоянная с, не зависящая от функции, что

m\qT,a^cM\\f\\PS,w.
В качестве веса, удовлетворяющего условиям теоремы 5, можно брать, 

например, функцию к>(а:) = |ж|“, где —l/q<a<l/p'.
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