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Настоящая работа принадлежит к тому направлению теории общих 
дифференциальных операторов, которое изучает условия доминирования 
(см. (1_9)). Здесь установлены необходимые и достаточные условия спра­
ведливости следующих оценок для дифференциальных операторов в полу­
пространстве R+"={(.r; t): ^=R"-!, 75г0}:

я
\\R(D)u\\^C (£ ||^UW2+£«2ft(#)u>2), heC0”(R+”); (1) 

j=i h— i
N 

WR^uW^C^PAD)^, 1геСото(В+"), 

j=l

Qk(D')u(x; 0)=0, k=i,...,r. (2)
Через C„“(R+n) обозначено пространство сужений на R+" функций из 
C0”(R”); II-II, < ■ > — нормы в 7L2(R+n) иЛ2(<?Н+”);

||<72={ВДЩ^)|2^,
Rn-1

где М (|) — измеримая, почти всюду положительная функция на R"-1 и 
u(g; i) —преобразование Фурье по х функции и(х; t) <^Сс” (!* "); D= 
= (d/i dxt,. .., dll dxn_t; д/i dt).

1°. Введем несколько обозначений, которые будем использовать при 
описании результатов. Пусть 7?(g; т), Pj(^, т), т) — полиномы пере­
менной т-R1 с локально ограниченными измеримыми коэффициентами, 
растущими при |^|->°о не быстрее некоторой степени |£|. Термины «по­
рядок полинома» (ord), «корень полинома», «сравнение» и т. п. относятся 
к полиномиальной зависимости от т. Будем считать, что ord Жтах ord Р„ 

max ord (А<тах ord Р} для почти всех |eRr’T Предполагается, что все 
ft . 3

встречающиеся далее равенства и сравнения выполнены при почти всех 
s^R-1.

Положим
N

^|РДВ;т)|г=Я+а;т)Я_(?;т), (3)
j=l

где Я+(Н; т) — полином (по т), корни которого расположены в полупло­
скости Im £>0, и Я_(§; т)=Я+(ё; т). Обозначим через П+(В, т) общий 
наибольший делитель полиномов Я+(£; т), РД^', т),..., Пх(|; т).

Лемма. Для любого полинома В(%; г], т) переменной teR1 такого, 
что B(g; т], r)^0(mod П+(§; т)) и ordZ?<maxord/’j при почти всех

3
(g; T])eR”, существуют и определяются единственным образом полиномы 

т], т) (от т), ord Я2<тах ord Pj, 7=1,. . . , N, удовлетворяющие следу­
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ющим условиям:
0,(1; ц, (modll+(g; т)), (4)

Р,(^; T)Z>j(g; т], т)=РД£; т)2Л(£; т], т) (modII+(£; т)Я+(£; т)), (5)

8<Х, Т],т)Я-(£; r) = ^Pj(g; т],т). (6)
J=1

Эта лемма доказана в (9), лемма 1.
Следующие две теоремы содержат необходимые и достаточные условия 

справедливости оценок (1), (2).
Теорема 1. Оценка (1) верна в том и только в том случае, если вы­

полнены следующие условия:
1) существуют функции ц), fc=l, . . . , г, такие, что

f У1, l^(^; n) I2 ( J1,л) I2) (7)

— 0О k=l J=1

P(g;n,T)= (Л-т)-*[Р+(^;Л)7?(^;т)-Я+а;т)Р(^;п)]-

- лЖ( = : т)=0 (mod П+Q; т))
k— 1

при почти всех (£; rj) eR”;

(8)

2) 
f inf

Л ”)

~ л, т) I d?
f ^4----------------- + I-

SIX; т) I2
>1

£ IX; т) I2

для почти всех (g; t)eR”, где D, — полиномы, удовлетворяющие условиям 
(4) — (6), и инфимум взят по всем наборам {|3j, обладающим свойствами 
(7), (8).

Теорема 2. Оценка (2) верна в том и только в том случае, если вы­
полнено условие 1) теоремы 1 и для почти всех (§; t)eR’ справедливо 
неравенство

Z <Х ОС

И и
SIX; л, т) I2

SIXX2
dr

dv\

SIX; л) I2

1Я(Ы2

SIX; т) I2

а полиномы Dj и функции — те же, что и в теорем.е 1.

Следствие 1. Пусть Рт) =Тт—/?>(§), /= I,. . . , V, и 2 | £j(s) | ^0 
3=1

почти всюду в R1'-1. Оценка 

ds N||-~|| uX”(R+”), »=о,1, (И)
*Л1/2 j=l

верна тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:
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Д' Л'
1) Е ЫЮ МО для почти всех £е=Г| {g: Re g,(g) <0};

j, Л=1 3=1

2)
N __s N N

(ImgXgblmg^g))^ lReg3U)l2]

;=1 jh=l J=i

для почти всех geR'1 3 ■'
Следствие 2. Пусть P (g; т) --/т д('5), 2?(g; т) = &(£).

Оценка 

(12)

s=O,1,(13)u^C^. (R+")>

верна тогда и только тогда, когда
(l+lg(^)l2s)(Reg(^)+l)-2[l+ 1 (14)

L Ife(g) l +Re gURlJ Af(g)
для почти всех {^: длИ” '. Re g(g) >0} и

с
W) 

(15)
для почти всех ge {g:BsR”-‘,Reg(£MO}.

2°. Остановимся на важном частном случае оценки (1):
\\R{D)urM^C{\\P{D)u\V+\\uT), keC0“(R+"). (16)

Отметим, что при #(g)=l неравенство (16) эквивалентно вложению 
D(P)3xD(/{). где D(P), D(R) —области определения максимальных опе­
раторов, определяемых в L2(R+n) дифференциальными выражениями 
P(D),R(D) соответственно.

Теорема 3. Пусть |Р(£; т) |2+1=/Д.(§; т)Я_(|, т) — факториза­
ция типа (3). Оценка (16) верна в том и только в том случае, если

!/?(£,; т)12 + “с <• |Д1(ь;11,т)|2+В7Л(^;ц.т)12 < с
1+!Р(^;т)|2 J J(lPQ;T)l2+l)(lP(g;T])|2+l) M(g) (17)

для почти всех (g; t)eR”, где
7ЛМ i], t) = (i]-t)-1[7?(s; i])(P(s; x)-P(g; 1]))-

-Я+(§; Tl)(T(g; T>-T(g; г]))], 
Oz(g; i], т) = (т]-т)-1[7?(^, q) (1+P(B, т)/’(|, r]))- 

-7?(g; т)Я_(£; т)// Л;:; i])+P(g; т)Я+(^; ц) iTOp т])) ],
а Т (g; т) — частное ‘при делении 7? (£; т) // (g; т) на Р ; т).

Это утверждение выводится из теоремы 1.
Для некоторых конкретных типов операторов P(D) в случае, когда 

jR(£; т) =rs, критерий теоремы 3 допускает более простую переформули­
ровку. Рассмотрим полипом

Р(1; т) = а^а‘ ■ ■ ■ Т*", (18)

удовлетворяющий следующим условиям: 1) т>, .. . , т„ ^, т„—натураль­
ные числа и тп= max 7ПР; 2) q = (q,, . . . , g„_i, д„), где q^mlnip, р= 1,..., п;

3) (a, q) =сс1<71+. . .+ап_1дп_1+а11дп; 4) суммирование в правой части (18) 
ведется по всем мультиипдексам a=(ai,. . ., a„~i, a„) таким, что (a, q) '
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(19)

Полином (18) будем записывать также в виде
т п

fe=0

Пусть P0(g; т)= Е Д“2]'тя".
(a,g)=m

Полином (18) называется к в а з и э л л и п т и ч е с к и м, если для всех 
(§; t)eR" справедлива оценка |Р0(^; т) |^c(<g>™+T"!,“), где <£>'" =

п — 1

= Е | gP |’“.о. Полипом (18) называется полиномом о п р е д е л е и и о г о т и- 
р=1

и a Z, если для всех JjeR”'1\{0} число т-корпей полинома Ро(^ г) в П(ь 
луплоскости 1т £>0 равно I.

Следствие 3. Пусть Pit,; т) —полином (18), удовлетворяющий 
условиям 1) — 4), и д0(£) =1. Если для почти всех geR"-1

47(g) (l + <g>2sm/u‘")=+c, ' (20)
то имеет место оценка

||^||2 <С(|!Р(ПМГ2+||<), »eC/(RT’J, (21)

где s=0,. . . , пг„. Если P(g; т) — квазиэллиптический полином определен­
ного типа Z>1, то неравенство (20) является также необходимым условием 
справедливости оценки (21).

В частности, если гиперплоскость t=0 не является характеристической 
для оператора P(D), то оценка (21) верна, когда для почти всех ) R : 
выполняется условие

M^(i+\^)^c, (22)
где $=0, . . . , пг,=тп. Для правильно эллиптического оператора четного по­
рядка неравенство (22) является также необходимым условием справед­
ливости, оценки (21).

Следствие 4. Пусть Р (g; т) =тт+рх (g) тт~1+. . .+р„, (g) — одно­
родный полином порядка т>1, х-корни которого z, (g), . . . ,zm(g) попарно 
различны для всех gelV-4\{0). Пусть для, каждого р = 1, . . . , пг функция 
Im z,,(g) либо тождественно равна нулю, либо сохраняет определенный 
знак на единичной сфере S^'eR11-1.

Оценка (21), где s=0,. . . , тп, верна тогда и только тогда, когда выпол­
няются следующие условия-.

1) для почти всех g Н . при, которых существует хотя бы один номер 
p(g), Kp(g)Cm, такой, что Im . z()(5)(g)>0, имеет место Неравенство (22);

2) для почти всех 2К. при которых Imz!,(g)<0, р = 1, . . . , ш. вы­
полняется неравенство

47(g) (l+|g|)2(s-m'<c. (23)
5. Пусть Р(^; т) = — T2+g(g) и Img(g)=0 для всех 

(21), где s=0, 1, 2, верна тогда и только тогда, когда
Следствие

eR" '. Оценка
47(g) (l+|g(g) р)Сс 

для почти всех + I! ’.
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