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Теории неподвижных точек различных классов многозначных отобра­
жений посвящены многие работы. В работах (2~4) построены различные 
топологические характеристики для замкнутых многозначных отображе­
ний с выпуклыми и ациклическими образами. В последние годы исследо­
вались неподвижные точки новых классов многозначных отображений: 
имеющих е-асферические образы (5), гомотопически постоянные образы 
(6) и др. С,s).

В настоящей заметке для многозначных замкнутых отображений с про­
извольными компактными образами вводится новый топологический инва­
риант — топологическая характеристика многозначного отображения, изу­
чаются свойства этого инварианта, даются приложения к теоремам о не­
подвижных точках.

1. Основные определения. Отображение F, переводящее то­
пологическое пространство X в топологическое пространство Y, называет­
ся многозначным, если Yx^X его образ F(х) — непустое подмно­
жество в Y. Отображение F называется замкнутым, если график 
Г= (J (ж; Р(ХУ) замкнут в XXY (подробпее см., например, (8)).

хеХ
Пусть F: T-^En+l, где Г —шар в эвклидовом пространстве En+i, a F — 

замкнутое многозпачпое отображение с компактными образами. Предпо­
ложим далее, что на Sn (границе шара 71) отображение F не имеет непод­
вижных точек, т. е. F(x) Фх Yx^Sn. Тогда векторное поле Ф (х) =x—F(x) 
не имеет на Sn особых точек, т. е. таких точек, образы которых содержат 
0-пространства En+l. Очевидно, что Ф (ж) — также многозначное замкнутое 
отображение с компактными образами.

i — отображение вложения сферы Sn в шар Т.
Рассмотрим коммутативную диаграмму, которая индуцируется диа­

граммой (1) в когомологиях размерности п. В дальнейшем будем рассмат-

Обозначим через ГТ(Ф) график векторного поля Ф над шаром Т.
Определим следующие отображения: t: ГТ(Ф)->Г — проекция на шар 

Т, г: Гт(Ф)+£"+1 — проекция в Er>+i. Очевидно, что оба эти отображения 
непрерывны, а в силу замкнутости ГТ(Ф) отображение t является замкну­
тым.

Аналогично можно рассмотреть ГЯ(Ф) — график поля Ф над сферой 
Sn и отображения £ | гК(ф) и г| г8<ф). В силу того, что поле Ф на Sn пе имеет 
особых точек, получаем, что г| Гв(Ф)_>Еп+1\0. В дальнейшем будем обозна­
чать /|гВ(Ф) и г|г«(ф) буквами ts н rs соответственно. Кроме того можно рас­
смотреть отображение вложения/: Г8(Ф)~*Тт(Ф). Справедлива коммута­
тивная диаграмма

i rs
Гг (Ф)^-Гй (Ф) En+1 \ 0,

|‘ . ps (1)
I г 1
Т <------sn
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i*

ривать когомологии Чеха с коэффициентами в Z-группе целых чисел. 

ffn (Гт (Ф)) -L Нп (Г8 (Ф)) Л- Нп (Еп+1 \ 6).

Ъ* | is*

Нп(Т)---------->ЯП(5")
г*

Обозначим через коядро отображения Z*, т. е.

ЛФ=ЯИ(Г8(Ф) )/Im Г.

Обозначим через /’ проектирование группы Я"(Г8(Ф)) на группу ЛФ:

Я.'(Г,(Ф))^Я'‘(Гк(Ф))/1тг*=ЛФ. (2)

(!')

Рассмотрим гомоморфизм у: Hn(En+i\Q')-^A<s>, определенный по правилу

Т: Яп(Яп+1\0)Хяп(Г3(Ф)) Длф. (3)

Определение 1. Если гомоморфизм у, определенный равенством 
(3), является нулевым гомоморфизмом, то будем говорить, что векторное 
поле Ф имеет топологическую характеристику, равную О, 
и обозначать ч(Ф; Т) =0. В противном случае будем говорить, что поле Ф 
имеет топологическую характеристику, равную 1, и обозначать 
7(Ф;Т)=1.

Теорема 1. Если векторное поле Ф не имеет в шаре Т особых точек, 
то у (Ф; Т) =0.

Доказательство. Так как Ф не имеет в шаре Т особых точек, то 
справедлива следующая коммутативная диаграмма:

—->Я'г(Гг(Ф)(
Я"(Е”1+1\0) — р*

~ГЯп(Гд(Ф)).

Следовательно, rs*(Нп(En+i\0')) czlm I* (Нп (ГТ(Ф))) и гомоморфизм 7 ну­
левой. Теорема доказана.

Следствием теоремы 1 является
Теорема 2. Если топологическая характеристика векторного поля 

равна 1, т. е. Ф)=1, то в шаре Т поле Ф имеет особую точку.
2. Гомотопия многозначных в е к т о р п ы х полей.
Определение 2. Два многозначных векторных поля Фо и Ф,, опре­

деленных на шаре Т, со значениями в En+l назовем гомотопными, 
если найдется такое семейство векторных полей с компактными образами 
Ф (Z; х): [0; l]XEn+i-+En+1, для которого выполнены следующие условия:

1) Ф(0; ж)=Фо(ж), Ф(1; х)=ФДх);
2) Ф (i; х) замкнуто по совокупности переменных и не имеет особых 

точек на [0; 1JXS”1.
Лемма 1. Для того чтобы два векторных поля Ф( в Фо были гомотоп­

ны, необходимо и достаточно, чтобы существовало такое векторное поле 
Ф: T-^En+i, без неподвижных точек на Sn, что ФЬрФик; и Ф(ж)=> 
-->ф,(ж) VxeT.

Пусть Ф и Ф — многозначные векторные поля, переводящие Т в Еп+1‘, 
при этом выполняется следующее условие: Ф(ж)=зф(ж) Посмотрим,
как связаны между собой 7(Ф; Т) и у (Ф; Т). Имеет место коммутативная 
диаграмма

Гу (Ф) «—
\/гг

Гг (Ф) -5—

~ rs
Ts (Ф) -

rs (ф) -
-> Е^1 \ 0. (4)
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Диаграмме (4) соответствует диаграмма

Нп (Еп+1 \ 9) -

гомоморфизм Г естественно возникает из коммутативности диаграммы (4). 
Теорема 3. а) Если гомоморфизм Г является мономорфизмом, то 

7(ф; ^)=7(ф; Г).
б) Если у (Ф; Т) =1, то и ц (Ф; Т) =1.
Доказательство этой теоремы непосредственно следует из ком­

мутативности диаграммы (4) и определения топологической характери­
стики.

Конкретизируя теорему 3, можно доказать следующее утверждение.

Л е м м а 2. Если Ф (я)-Ф (ж) VхегТ, сквозной гомоморфизм H”(Sn) ->■
1 s з*
-Я"(Г.Ч(Ф))-^ЛФ является изоморфизмом и "[(Ф; 7’)=!, то ^(Ф; 71) = 1 

fs Р

l*s ?“
Я’1(5п)->Я’’(Г8(>Ф))-> Аф (5)

не был пулевым.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности мы можем считать, 

что 0еГ. Рассмотрим тогда многозначное замкнутое отображение Р= |J t- 

■F(x). Очевидно, что F: Т-^Т без неподвижных точек на границе и F{x)xj 
x>F(x) для Vx^T.

Рассмотрим поле Ф (.г) =.т—F (х). Ф (х) — ациклическое множество для 
VxeТ. Тогда отображения Гч: T.s(Ф)-*-Sn и i: Гт(Ф)-+Т порождают изо­
морфизмы /г-мерпых когомологии (см. (10)).

Очевидно, что А~ мх Нп (Г8(Ф))Нп (5”), и мы получили, что 

j*ts* является изоморфизмом. Для того чтобы воспользоваться леммой 2, 
нам осталось проверить, что у(ф; 7’)=.!, но это вытекает из теоремы 36), 
так как поле Ф содержит единичное поле 1(х)=х. Это доказывает полно­
стью теорему 4.

Рассмотрим некоторые применения этой теоремы.
Следуя (10), введем ряд обозначений.

МГ1={х^Т\Н°Д-Дх))^г}-,
(6)

Mii={xeT\Hh(t~'(x'))zAO}, k^l,
где t: Гг(Ф) -+Т. Через dk обозначим относительную размерность множест­
ва Mk в Т; если MltA=0, положим dk=— <».

тогда и только тогда, когда гомоморфизм Я'1(5")->Я'г(Г;3(Ф))-^.4ф нену­
левой.

3. Некоторые теоремы о неподвижных точках. Пусть, 
как и раньше, F: Т~+Еп+' — многозначное замкнутое отображение с ком­
пактными образами. Справедлива

Теорема 4. Пусть F — многозначное замкнутое отображение, ото­
бражающее шар Т в себя, без неподвижных тдчек на границе. Для того 
чтобы у (Ф; Т)=1, где Ф = J/F, необходимо и достаточно, чтобы гомомор­
физм
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Теорема 5. Пусть F: Т-+Т, причем множества Мк, где 0^к^п—1, 
удовлетворяют условию 1+ max (dk+k) <п, а множество Мк, если оно не 

O^k^n-i
пусто, состоит из конечного числа точек лежащих внутри Т и та­
ких, что Ух^Мп, Яе0>0:

1) Отображение вложения F (,Xj) <^Fc(,Xj), где F„(xj) - ъ-раздутие мно­
жества F(x)) индицирует изоморфизм п-мерных когомологий, если е=СЕ0.

2) ЭХ; такое, что сфера радиуса Хд с центром в точке х, отображается 
F в ациклическое в размерности п множество Oj—F^x.). где гАщ.

Тогда отображение Ф имеет в Т неподвижную точку.
Доказательство этой теоремы основано на подсчете гомоморфиз­

ма (5) с помощью обобщения теоремы Вьеториса — Бегла
Определен и е 3. Будем говорить, что многозначное отображение F 

имеет гомологически постоянные образы, если Ух^Т и 
VgCeo (достаточно малого числа) найдется окрестность U (х0) такая, что 
V.ret7(x), F(х) (х0) п отображений вложения индицирует изоморфизм 
групп когомологией до размерности п включительно.

Теорема 6. Многозначное отображение F с гомологически постоян­
ными образами, отображающее шар Т в себя, имеет неподвижную точку.

Доказательство этой теоремы вытекает из непосредственного 
подсчета групп когомологий Я"(ГТ(Ф)) и Яп(Гя(Ф)) и гомоморфизма 
(5) с. помощью спектральной последовательности Лере непрерывного ото­
бражения (см. (“)).

Заметим, что предыдущие теоремы связаны с теорией совпадений од­
нозначных отображений.

Пусть fug — непрерывные отображения, отображающие компакт К в 
тар Т<=Еп-', где Sn=dT.

на
Теорема 7. Если й.К-+Т, причем IIn(K')=Q и гомоморфизм 

f*: Hn(Sn)-+Hn(f~i(Sn')) ненулевой, то существует совпадение отображе­
ний f и g, т. е. точка х^К, что 1(х) =g(x).

Доказательство этой теоремы основано па применении теоремы 
4 к отображению F=gf~l: Т-+Т.

В заключение я хочу выразить свою искреннюю признательность 
10. Г. Борисовичу за интерес, проявленный к работе, п цепные замечания.

Поступило 
25 IX 1974
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