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1. Как показано в работе (*), самосопряженные расширения минималь­
ного оператора, порожденного эллиптическим формально самосопряжен­
ным выражением в конечной области, могут быть описаны с помощью неко­
торых граничпых условий. Для некоторого класса дифференциальных вы­
ражений с операторными коэффициентами в гильбертовом пространстве, 
охватывающего как эллиптические, так и многие неэллиптические выра­
жения, описание самосопряженных расширений минимального оператора 
дано в (2). Описание в терминах граничных условий других классов расши­
рений (разрешимых, вполне разрешимых, максимально диссипативных 
и др.) для определенных классов дифференциальных выражений, в част­
ности эллиптических, имеется в работах (1_3). Что касается общих неэллип­
тических выражений, то даже для классического выражения Даламбера 
(d2u/dt2—д2и/дх2) этот вопрос мало исследован; здесь имеются лишь отдель­
ные результаты (см., например, (4, 5)).

В данной заметке рассматривается дифференциальное выражение

l[y\=y"+Ay+q{f)y, (1)

где y(t), fe[0, 6], 0<6<°°, — вектор-функция со значениями в гильбер­
товом пространстве Н, А — полуограниченный снизу самосопряжепный 
оператор в Н (можно сразу считать А^Е, Е - тождественный оператор), 
p(i) при каждом [О, Ь] — ограниченный самосопряженный оператор в Н, 
причем д(1) как функция от t слабо измерима и ограничена по норме на 

m
[О, Ь]. На множестве Do' элементов вида p(i) = D фД1)Д, где ДеО(А), 

<р&(^)финитные на [О, Ь] бесконечно дифференцируемые функции, опре­
деляется оператор Lo': Е0'у=1[у], у^В». Этот оператор эрмитов; его замы­
кание La в пространстве- (И, (О, Ь)) называется минимальным операто­
ром, порожденным выражением (1). Сопряженный к Lo оператор■ L* назы­
вается максимальным. Для минимального оператора Lo описываются все 
максимально диссипативные (в том числе самосопряженные) расширения 
с помощью граничных условий.

В случае, когда оператор А имеет дискретный спектр, среди самосопря­
женных расширений оператора Lo имеются как расширения с дискретным 
спектром, так и расширения, спектр которых непрерывен. В этом случае 
в терминах граничных условий дается описание всех самосопряженных 
расширений с дискретным спектром. Кроме того описываются и другие 
классы самосопряженных расширений, обладающих некоторыми наперед 
заданными свойствами.

Ввиду неограниченности оператора А в выражении (1), полученные 
результаты можно применить к исследованию граничных задач для опре­
деленного класса уравнений в частных производных (например, для урав­
нения Даламбера).
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2. Обозначим через Нх, — 1^т=^1, гильбертову шкалу пространств (4), 
порожденную оператором А. Тогда оператор А можно рассматривать как 
непрерывно действующий из Нх в Н. Сопряженный к нему оператор А дей­
ствует из Н в H-i ('*). Наряду с выражением (1) введем выражение

i[y]=y''+£y+q(t}y. (2)

Как показано в работах (6_8), область определения ЭФ (Ьф) оператора Ьф 
состоит из тех и только тех вектор-функций из З'-ДН, (0, 6)), которые 
сильно непрерывны в Н на [О, 6], имеют первую производную в Н-'ь, эта 
производная абсолютно непрерывна в Нл и (О, fe)). При этом
вектор-функция y(/)e4Zi(L0*) принадлежит 0(LO) тогда и только тогда,, 
когда она сильно непрерывна в Я>/2, сильно непрерывно дифференцируема 
в Я на [0, &] и у(О)=у'(0) =у(Ъ)=у'(Ь) =0.

Таким образом, всякая вектор-функция из 3) (То*) на концах интервала 
[0, принимает значения в Я, а ее производная — в Я_У2. В связи с этим 
возникает вопрос, при каких условиях на элементы Д, g4=H, f2, 
существует вектор-функция у (i) ^=3 (Ьф) такая, что

у(О)=А, /(0)=/2; y(b)=gl, y'{b)=gz. (3)
Ответ дает

Лемма- 1. Для того чтобы для fa, gi^H, Д, £2еЯ-Уг существовала век­
тор-функция у (i) е^(Л0*), удовлетворяющая (3), необходимо и достаточ­
но, чтобы принадлежали пространству Я векторы cos 1 Abg2+ 
+А‘,г sin VAbgt—fa и —sin УЛ bg2+A''2 cos VAbg^A^fa.

Для любой вектор-функции у (t) ^3 (Ьф) положим

г/о= sin УA bA~'ky' (&) +cos УA by (&) +у (0)),
У2

1 — — 
уь= ——(—cos У A bA~'hy' (6)—sin У A by(b) —A~'l2y' (0)), 

У2
1 _ , „ _

уф = -г;-(cos У A by’ (&) +А,г sin У A by (&) —у' (0)), 
У2

уф= ——(—sin У A by' (&) +А',! cos У A by (Ь) —А'/гу (0)); 
У2

Y={yb,-yb}, Г^{уф.уф}. (5).

Из леммы 1 вытекает, что для любой вектор-функции y(t)<^3(Lg) 
векторы Y и Y', построенные по формулам (4), (5), принадлежат простран­
ству Я® Я. Из однозначной разрешимости системы (4) относительно у(0), 

(0), y(b), у'(Ь) и леммы 1 следует
Лемма 2. Для произвольной пары векторов Y, Y'^H®H существует 

вектор-функция уД)^Э(Ьф) такая, что Y={yb, уф}, Д'={уф, уф}.
3. Для любых дважды непрерывно дифференцируемых в Я вектор- 

функций у (t), z(t) (Ьф) имеет место формула

<Ьфу, z>-<y, Lo3>=[ (у' (i), z (i)) - (у (£), z' (0) ] |, (6)
0

b 
где <y, z> = J (y(t),z(t))dt.

0

Так как правая часть формулы (6) инвариантна относительно преоб­
разований (4), то, учитывая обозначения (5), ее можно переписать в виде

<Ь0*у, z>-<y, Ь0-г> = (Г, (7)
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Лемма 1 позволяет утверждать, что формула (7) справедлива уже для 
любых вектор-функций y(t), z(t)^2)(L0*).

Расширение L минимального оператора La называется диссипативным 
(аккумулятивным), если 1ш<£г/, у>^=0 (^0) для любой вектор-функции 

Это расширение называется максимально диссипативным 
(аккумулятивным), если оно не имеет в ЕДН, (0, Ь)) собственных дисси­
пативных (аккумулятивных) расширений. Расширение L является само­
сопряженным в том и только том случае, когда оно одновременно макси­
мально диссипативно и максимально аккумулятивно.

Исходя из формулы (7) и леммы 2 и используя технику бинарных отно­
шении (а, 9), получаем следующее утверждение.

Теорема 1. Каково бы ни было сжатие К в пространстве Н®Н, гра­
ничные условия

(E—k)Y'+i{K+E)Y=0, (8)

(E—K)Y'—i(K+E)Y=0 (9)

определяют в Дб'ДН, (0, Ь)) соответственно максимально диссипативное 
и максимально аккумулятивное расширения оператора Lo.

Обратно, всякое максимально диссипативное {аккумулятивное) расши­
рение в 9?-ДН, (0, &)) оператора Lo порождается операцией Г[у] и гра­
ничным условием вида (8) ((9)), где К — сжатие в Н®Н. Максимально сим­
метрические расширения Ls в 22(Н, (0, Ь)) описываются условиями (8) и 
(9), в которых К — изометрический оператор в Н®Н. Эти условия задают 
самосопряженное расширение Ья в 2ГДН, (0, Ь)) тогда и только тогда, 
когда К — унитарный оператор в Н®Н.

4. Обозначим через Rk{Lk) резольвенту максимально диссипативного 
(аккумулятивного) расширения LK оператора Lo, соответствующего гранич­
ному условию (8) ((9)) (предполагается, что X — регулярная точка для 
оператора LK). Учитывая, что для любой /г(()е2?2(Я, (0, Ъ)) вектор-функ­
ция у {t) вh(t) является решением уравнения I[у ] =h, удовлетво­
ряющим условию (8) ((9)), можно показать, что в случае д(^)=0

ЖММ {К—Е) Th (i)-iU {К+Е) A ~'hSh (f) +

г sin У A— \E{t—х)
+ ------- -------- h{x)dx, (10)

J 1А-1Е
о

где U — линейный оператор, непрерывный из Н®Н в S’, (II. (0, &)), Т, S — 
операторы, непрерывные из 2’2(Н, (0, Ъ)) в Н®Н, 
причем оператор TU непрерывно обратим в Н®Н.

Теорема 2. Пусть оператор А имеет дискретный спектр. Для того 
чтобы оператор RK{LK) был вполне непрерывным в 3?г{Н, (0, &)), необхо­
димое достаточно, чтобы оператор К—Е был вполне непрерывным в Н®П. 
Если же Л~'‘ — оператор Гильберта — Шмидта в Н, то для того, чтобы опе­
ратор RK{LK) был оператором Гильберта — Шмидта в 3?2{Н, (0, &)), необ­
ходимо и достаточно, чтобы К—Е был оператором Гильберта —Шмидта 
в Н®Н.

Первое утверждение теоремы в случае q{t)=Q следует из равенства 
(10) в силу полной непрерывности второго и третьего слагаемых. Если же 
q{t) ^0, то нужно воспользоваться соотношением

R,{LK) =R,{LK°) ~Rk(Лк)QRk,Ж-’’7'
где LK° — максимально диссипативное (аккумулятивное) расширение опе­
ратора Ло, соответствующего случаю, когда в выражении (1) q{t)=O, а 
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Q (Qy=Q(t)y) — ограниченный оператор в 572(Я, (0, &)). Аналогично до­
казывается и второе утверждение теоремы.

5. Через С{НХ, (0, &)) обозначим пространство сильно непрерывных на 
[О, &] вектор-фупкций со значениями в Нх. В частности, <2>(L0)e 
еС(Я.А,(О,6)),^(£о’)еС(Я, (0, &)).

Будем называть расширение L оператора LQ в ^2(Я, (0, &)) т-гладким, 
если 2) (L) еС (//т, (О, Ь)). Имеет место

Теорема 3. Для того чтобы максимально диссипативное {аккумуля­
тивное) расширение LK было х-гладким (О^т^’Д), необходимо и достаточ­
но, чтобы оператор АДК—Е) был непрерывен в Н®Н.

Отсюда и из теоремы 2 вытекает, что если оператор А имеет дискрет­
ный спектр, то всякое т-гладкое, т>0, максимально диссипативное (акку­
мулятивное) расширение оператора L,s имеет вполне непрерывную резоль­
венту.

Расширение L оператора Ео в 2?ДН, (О, Ъ)) назовем разрешимым, если 
оператор L~l существует и ограничен на всем (О, Ъ)). В случае,
когда в выражении (1) g(t)=O, можно доказать, что максимально диссипа­
тивное (аккумулятивное) расширение LK является разрешимым тогда и 
только тогда, когда оператор К+Е имеет ограниченный обратный, опреде­
ленный на всем Н®Н.

6. В качестве примеров рассмотрим самосопряженные расширения LB 
и Е,: оператора Lo, порожденные граничными условиями Дирихле у(()) = 
=у(Ь)=О и Неймана у'(0)=г/(б)=0. Если в выражении (1) <?(1)=0, то 
расширения LD и LN разрешимы тогда и только тогда, когда оператор 
sin V Л Ъ обратим в Н. Отсюда, при условии, что оператор А имеет дискрет7 
ный спектр, непосредственно вытекает неустойчивость разрешимости опе­
раторов Ld и L-, относительно малых изменений интервала [0, 6].

Для конкретного случая: А равно замыканию — d2/dxz с гладких функ­
ций, удовлетворяющих граничному условию у (0) =у {а) =0, в пространстве 
^2(0, а), 0<а<°°, задача Дирихле для выражения (1) с q(t)=Q переходит 
в задачу Дирихле для выражения Даламбера ^u=d2uldtz—д2и/дхг в прямо­
угольнике, разрешимость которой, как известно (4), не является устойчи­
вой относительно малых изменений размеров прямоугольника. Пользуясь 
теоремами 1, 2, нетрудно показать, что задачи Дирихле и Неймана для вы­
ражения (1) в указанном конкретном случае имеют дискретный спектр 
тогда и только тогда, когда оператор sin У Ab обратим в 27а(0, а), т. е. когда 
эти задачи разрешимы при q(t) =0.
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Киев
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