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В данной заметке рассматривается вариант расширения ступенчатой се­
мантической системы А. А. Маркова (1~7). Мы используем терминологию и 
результаты работ (1_8).

1. А. А. Марковым было предложено построить систему языков, «парал­
лельную» системе Я15 .. . , Я., . . ., Яш работ (’~7), в которой можно было бы 
рассуждать о множествах. Здесь предлагается следующий вариант такого 
построения.

2. Яя-м. ножества. Слова вида Я ХА, где X — переменная, А—Х-фор- 
мула языка Яу, будем пазывать Яя-м н о ж е с т в а м и.

Будем говорить, что вербоид Р принадлежит ЯЛ-м пожеству 
ЧХА, если формула верна в семантике языка Яя. Пусть X, Y —
переменные, А—Аг-формула, В— У-формула языка ЯЛ-. ^-множества ЧАП 
и 4YB считаются одинаковыми, если формула

vy&= (Х-1)А$ЯДХВХ^ (N-1)$XLYBX2A
верна в семантике Ял +1.

Можно доказать, что класс ^-множеств совпадает с классом рекурсивно 
перечислимых подмножеств множества всех вербоидов и что для всякого 
положительного целого числа N класс Яя-множеств является собственным 
подклассом класса Яя+1-множеств. Более того, можно дать «количествен­
ную» оценку несовпадения этих классов.

Пусть п — натуральное число. Будем говорить, что Яя-множества Mt и 
М2 п-э к в и в а л е н т н ы, если произвольный вербоид длины не более 
чем п принадлежит множеству М, тогда и только тогда, когда он принадле­
жит множеству М2.

Теорема 1. Для любого положительного целого числа N можно ука­
зать такое Яу+1-множество М и такое положительное число С, что, каково 
бы ни было натуральное число п, длина всякого слова, являющегося Яу-мно- 
жеством, п-эквивалентным множеству М, не меньше чем 2п,с.

Отметим, что имеется и верхняя экспоненциальная оценка.
3. Перенумеруем Яя-множества следующим образом. Всякое Яя-множе- 

ство М есть слово в алфавите П4, получаемом присоединением к алфавиту 
А3 (см. (t0), § 6.1) символа Я. Под номером Яя-множества М будем по­
нимать вербоид, являющийся результатом применения к слову М операции 
перевода (см. (10), § 4.9) из алфавита А4 в алфавит а ( ).

4. Построим ступенчатую систему языков Я/л \ Я:/Я^},..., по­

зволяющих рассуждать о Яя-множествах. При построении системы будем 
использовать алфавит-П5, получаемый из алфавита П4 присоединением сим­
волов s, е, Л9.

Слова вида (Я), где Р — непустое слово в алфавите s, будем называть 
s-n еременными.

Яя-множества и s-переменные будем называть Ss-термами. Перемен­
ные и термы определяются, как в (1).

Дадим индуктивное определение формулы языка Я< :
Fr 1.1. Всякая формула языка Я, считается формулой языка Я^'1 .
Frl.2. Если Т — терм, W—яя-терм, то (Т’еП7) —формула языка ЯА1’-
Fr 1.3. Если Т — терм, W—$я-терм, то (TACW) --формула языка Я1(Л).
Fr 1.4. Если А и В — формулы языка Я1(Ю, то &АВ — формула язы­

ка ЯАА
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Дадим индуктивное определение формулы языка Яъ+i (здесь и 
в дальнейшем LitN — положительные целые числа).

FrL+1.1. Если А — формула языка Яь(я), то А — формула языка Яь+ 1-
FrL+1.2. Если А и В — формулы языка Я^, то => (L—1)АВ — форму- 

a<.N) ■ла языка Яь-щ ■
FrL+1.3. Если А и В — формулы языка Яь+i, то &АВ — формула язы- 

ка Яь-щ
Fr Л+1.4. Если А — формула языка Яь+i, X — переменная или s-пере­

менная, то YXA — формула языка Я^\.
Параметры и s-параметры формулы, замкнутые формулы, Х-формулы 

определяются аналогично языку Яц (5). Аналогичным же образом опреде­
ляется результат подстановки терма (s-терма) Т вместо переменной (s-пе­
ременной) X в формулу А (обозначаемый 8\ХА7\).

5. Для языков Я-,.'"’ принимаются следующие семантические согла­
шения.

Семантические соглашения для Я^ таковы.
Ccl.l. Всякая замкнутая формула языка Я1 на языке Я^ю выражает 

то же, что и на языке
Сс1.2. Всякая замкнутая формула вида (УеИ7), где Т — постоянный 

терм, W—Ял-множество, выражает на языке /71(w), что значение терма Т 
принадлежит ^-множеству W.

Сс1.3. Всякая замкнутая формула вида (TJYW), где Т — постоянный 
терм, W—//^-множество, выражает на языке Я^, что одинаковы ^-мно­
жество W и /7я-множество, номером которого является значение терма Т.

Сс 1.4. Всякая замкнутая формула вида &АВ, где А и В — такие замкну­
тые формулы языка что хотя бы одна из них не есть формула язы­
ка Я^ выражает на языке что обе эти формулы А и В верны в язы­
ке Я^.

Теорема 2. Каково бы ни было положительное целое число N, для 
языка Я^ не существует полного исчисления.

Рассмотрим следующую систему правил вывода 54(л), определяющую 
1-выводимость из формулы К языка ЯХ'1:

ПВ 1.1. Формула К считается 1-выводимой из К.
ПВ1.2. Всякая верная замкнутая формула языка Яц+i считается 1-вы­

водимой из К.
ПВ 1.3. Всякий раз, когда А и В 1-выводимы из К, &АВ может счи­

таться 1-выводимой из К.
ПВ 1.4. Всякий раз, когда &АВ 1-выводима из К, й А и В могут счи­

таться 1-выводимыми из К.
ПВ 1.5. Всякий раз, когда %iXCT А 1-выводима из К, (Т&АХС) может 

считаться 1-выводимой из К.
ПВ 1.6. Всякий раз, когда (ТеЧХС) 1-выводима из К, ^LXCTA может 

считаться 1-выводимой из К.
ПВ 1.7. Всякий раз, когда

VX&=> (А-1) C$NLYDXA => (N— 1) S.vlYDXAC

1-выводима из К и значение терма Т есть номер /7м-множества ЧТО, 
(ТА^АХС) может считаться 1-выводимой из К.

ПВ1.8. Всякий раз, когда (TJYAXC) 1-выводима из К и значение Т 
есть номер ЧУО, VX&=(A-l)C^VLyDXJ=>(A-l)SWLyPXJC может счи­
таться 1-выводимой из К.

Здесь А и В — замкнутые формулы языка Т — постоянный терм,
X, У — переменные, С—Х-формула языка Яу, D—У-формула языка Як.

Определим 2-выводимость из формулы К языка BAN> с помощью систе­
мы правил вывода S2iN\ состоящей из правил вывода ПВ2.1 — ПВ 2.13 рабо­
ты (3) со следующими-иаменениями; в ПВ 2.2 словосочетание «верная ЗФ2» 
заменяется на словосочетание «верная замкнутая формула языка Я2(я)», бук- 
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вы К, D, Е обозначают произвольные замкнутые формулы языка Я,!я>, 
А, В, С — замкнутые формулы языка /£(w), в ПВ 2.7 в качестве А и В могут 
быть только замкнутые формулы языка Я(, X — переменная (s-перемен­
ная), Q — вербоид (соответственно Як-множество), Н—Х-формула языка 
ЯФ~Я\ G—Х-формула языка Я1 (в ПВ2.13 буква X обозначает только пере­
менную) .

Определим, наконец, (£+1)-выводимость (£>2) из формулы К языка 
Яь+i с помощью системы правил вывода £>l+i, состоящей из правил выво­
да ПВ £| .1 — ПВ L\ .13 работы (5) со следующими изменениями: в ПВ£|.2 
словосочетание «верная ЗФ L |» заменяется на словосочетание «верная 
замкнутая формула языка Яь+i», буквы К, D, Е обозначают замк­
нутые формулы языка Яь+i , А, В, С — замкнутые формулы языка 
ЯЬ(Я\ X — переменная (s-переменная), Q — вербоид (Яя-множество), 
Н—Х-формула языка Я(Дц.\, G—Х-формула языка ЯДЯ\ / — замкнутая 
формула языка Я^ь-i (в случае L=2 J — замкнутая формула языка

(см. определение (8)).
Замкнутая формула М языка Я А1'7'' считается L-ъ ы в о д и м о й из замк­

нутой формулы К языка ЯДЯ\ если в этом можно убедиться на основании 
правил вывода системы SL(я).

Семантические соглашения для языка Яь+i таковы.
Сс£+1.1. Всякая замкнутая формула языка Яь(я) на языке Яь+i вы­

ражает то же, что и на языке Яг.<л).
Сс£+1.2. Всякая замкнутая формула вида ^(L-i)AB, где А и 5 — 

замкнутые формулы языка ЯДЯ), выражает на языке Яь+i , что В //-вы­
водима из А.

Сс £+1.3. Всякая замкнутая формула вида &АВ, где А и Я'такие замк­
нутые формулы языка Я(ь+1 , что хотя бы одна из них нс есть формула 
языка Я^1 , выражает на языке Ящл , что обе эти формулы верны в язы­

ке Яь+1 •
Сс£+1.4. Всякая замкнутая формула вида VXX, где X — переменная 

(s-переменная), И—Х-формула языка Яь+i , выражает на языке Яь+i , что 
мы владеем общим методом, позволяющим для произвольного вербоида Q 
(произвольного Ял-множества Q) убедиться в истинности формулы 
KXAQ,.

Теорема 3. Каково бы ни было положительное целое число L, систе­
ма правил вывода SL(X> семантически пригодна, т. е. если К — произвольная 
верная замкнутая формула языка Яь{я} и замкнутая формула М языка ЯАЯ} 
L-выводима из К, то М верна (в семантике ЯДК}).

6. Построенные языки ЯАЯ) обладают свойством согласованности отно­
сительно одинаковых Яя-множеств.

Теорема 4. Пусть X—s-переменная, А— Х-формула, языка ЯАЯ'>- 
Пусть Wi и W г — одинаковые Ях-множества. У'огда формула 
тз> (L— I'^lXAWijtSlXAWz.i верна в семантике Яь+t-

Всякую формулу языка ЯАЯ} можно рассматривать как формулу языка 
Я£У+1)|. Оказывается, что суждение одной и той же «структуры» может 
быть верным для Яя-множества и неверным для Я2У+1-множеств.

Теорема 5. Всякая верная замкнутая формула языка Bt{N) является 
верной формулой языка Я^^ . Для любого положительного целого числа N 
можно указать верную замкнутую формулу языка Я^я}, не являющуюся 
верной формулой языка Я^+^ .

7. Построенные языки ЯЬ1К} можно «погрузить» в ступенчатую семан­
тическую систему А. А. Маркова.

Теорема 6. Каковы бы ни были положительные целые числа N и L, 
язык ЯД^ эквивалентен языку Я-;,к.
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Как следствие отметим, что языки Яъ* ’ и Я^} эквивалентны, т. е. 

Л-ступенчатые суждения о Як-множествах обладают той же «выразитель­
ностью», что и TV-ступенчатые суждения о Я,.-множествах.

Следствие 1. Каковы бы ни были положительные целые числа N и L, 
язык Я^ь+1 не редуцируется к языку ЯА''.

8. Аналогично языку Яш можно построить язык ЯШ(Л'/, являющийся 

«объединением» языков Я/Л), Я^\.., Я‘,У> ...
Из теоремы 6 получаем
Следствие 2. Для любого N язык Я,,1''"’ эквивалентен языку Я,.
9. Будем называть Яд-множества при произвольном N Яш-м н о ж е с т- 

в а м и.

Аналогично системе языковЯ) (Л>,..., ЯЬ(Л) ... для ЯЛ-множеств пост­

роим систему языков Я/ш),..., Яь“} ,... для Яш-множеств, производя 
соответствующие изменения в п.п. 4 и 5 (в частности, заменяя слова 
«Яд-множество» на «Яа-множество»; под номером //.-множества М по- 
прежнему понимается перевод слова М в алфавит а ( ) (см. п. 3)).

Нетрудно показать, что язык Я/”’ эквивалентен языку Яш.
Теорема 7. Для любого положительного целого числа L язык Я^+1 

не редуцируется к языку Яь<ш>.
Следствие 3. Язык ЯА^ не редуцируется к языку Я,, (и к языку 

Яш+1).
10. В работе (9) рассматривается другой подход к расширению ступен­

чатой семантической системы А. А. Маркова. Оказывается, что в обоих 
случаях получаются языки той же «выразительности».

Теорема 8. Язык Я2(ш) эквивалентен языку [Я2ш] статьи (9).
11. Теоремы 6 и 8 остаются справедливыми и для более сильного поня­

тия эквивалентности языков, а именно: будем говорить, что язык Я' (из 
рассматриваемой системы) сильно редуцируется к языку Я", если осущест­
вим такой алгорифм Ш, что если А — произвольная формула языка Я', не 
обладающая s-параметрами, a Xt, Х2, . . ., Хп~- список всех ее параметров, 
то Я перерабатывает А в формулу В языка Я", не обладающую s-парамет­
рами и имеющую те же параметры Xt, Х2, ..., Хп, и такую, что равнознач­
ны результаты подстановки любых допустимых значений вместо парамет­
ров Xi, Х2,..., Хп в формулы А нВ соответственно; языки, сильно редуци­
руемые один к другому, назовем сильно эквивалентными. В фор­
мулировках теорем 6 и 8 слово «эквивалентен» можно заменить на слова 
«сильно эквивалентен».

Теорема 6 показывает, что языки на которых можно разговари­
вать о Яд-множествах, не являются «новыми» с точки Зрения выразитель­
ности по сравнению со ступенчатой семантической системой А. А. Марко­
ва (1_7). «Новые» языки, согласно следствию 3, возникают только на уровне 
Яа-множеств. Отметим также, что во всех здесь построенных языках дока­
зывается принцип А. А. Маркова (принцип конструктивного подбора) и за­
кон спятия двойного отрицания.

Автор глубоко благодарен чл.-корр. АН СССР А. А. Маркову за внима­
ние и советы.
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