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Важным направлением развития современной теории автоматического 
управления (*) является теория так называемого терминального управле­
ния. Решено уже много задач этого класса (2~5). Важным направлением
этого раздела теории управления является аналитическая теория неста­
ционарных систем автоматического управления (с.а.у.) — с.а.у., описывае­

мых обыкновенным дифференциальным уравне­
нием типа Лапласа
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Рис. 1

ah, рл, Щ — вещественные постоянные, и его ди­
скретным аналогом (см., например, (®-12)). Общая 
модель этих с.а.у. приведена на рис. 1, где А — ста­
ционарное звено с.а.у., if —текущее время, t0 — вре­
мя всего процесса. Эти системы функционируют 

на конечном промежутке времени Z—[0, £0]. К ним могут быть отнесены 
системы управления сближением объектов различных классов в воде, воз­
духе и космическом пространстве и др. Для объектов некоторых классов 
эта модель служит основой при исследовании конкретных систем.

В статье рассматриваются стохастические системы, приводимые к ла­
пласовым с.а.у. Квазистационарное звено А описывается уравнением

«o(i)i/<n>(^)+ ■ • • +ak(t)ym{t)+ ... +a„(t)y(t) = 
=b0(t)x{my(t)+...+bm(t)x(t), (1)

коэффициенты которого (7), ft,(7) — случайные функции, представимые 
в виде канонического разложения (13) с конечным числом членов,

ak(f) =atl+
V

i=0

УДА. Д),
i—0

ah, &)1=const. (2)

В настоящее время сильное развитие получили методы исследования 
с.а.у. с произвольными (см., например, (14)), либо случайными вариация­
ми параметров (например, (15)) на основе аппроксимации систем с по­
мощью функций чувствительности 1-го рода.

В работе предлагается метод анализа стохастических систем рассмат­
риваемого класса на основе аппроксимации с помощью функций чувст­
вительности 1-го рода, позволяющей исследовать не только точность, но и 
устойчивость систем. Пусть в (1) ak(f) =ак+акак(1), ai(t)=ai, 
7=0, 1,..., га; /=0, 1,..., гаг, тогда полное движение y(t) выхода квазиста- 
ционарного звена определится в виде

y(t)=yx(,t)+akTa(t)-, (3)
здесь основное движение

t 
yx(i) = J Ф (7-0)ж(О)(70,

О
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функция чувствительности
t

r(0=-JT(t-e)ak(Q)y." (e)do, z(/)=/W+5(*),
0

m n
<D(p)^£biP- ! T(p)=i I aiP"-\

г — 0 i=0 г=0
Аппроксимированная c.a.y. описывается интегральным уравнением

5 (*)(*-*<>) =

= J Ф (£-0) 5 (0) dd-ak J T (£-0) ah (0) — J Ф (0-0,) 5 (0,) dQt dQ+R (£),
U и и

(5)
«(0=^(£)-afeAA(£), NR(t)= Jf (t-Q)nF(Q) < %F(t)=ak(t)yFk} (t).

0
Для решения уравнения (4) предлагается метод последовательных 

приближений. Основная идея метода в том, что каждое приближение опи­
сывается уравнением Лапласа и может быть получено в виде интеграль­
ного представления

i

Ъ (£) = J Ф (г-0) 5о (0) dQ+R (t),
о

t
5s (£)(£-£»)= J Ф(£-0)и(9)й6+7?(£)-а;[2,Д1(£), (6)

о

где
i t (7)

Td(t) = J T(t— 0) v.i (O)d0, x,(i)=«;i(i) yth) (t), z/;(£)=J Ф(£— 0)5i(0)d0. 
о и

Согласно (5) —(7) и принципу суперпозиций, для определения /г-го 
приближения необходимо найти весовые функции AA(t, т), Л£(£, т), опре­
деляемые из (5) —(7); тогда

t t'
tk(t) = J /(0) A( (t, 0) dO+a>, J [xF(0) +xft-t (0) ]A? (t, 0) d0;

0 0
A;T(£, t). At(£, т) могут быть найдены известными методами, например 
(6. 7, 1С). Весовая функция стохастической с.а.у. может быть представлена 
в виде суммы 5<о)(£, т) — основного и £>5(С т) — дополнительного движе­
ния с.а.у. при воздействии f(t) =8(1—т):

5(С т) =5(о(£, т)+65(£, т), (8)

5<о(£, т) и (£, т) определяются из уравнения
i

5(0)(£) (t-to)= O(t—0)5(0) (0)d0+vr(t),
о

5„(£) - при-Д/?(£), 5(0(£) =aft5(0)(t), если iS&l 5(i)(£) - при - 7р_1) (£) 
аналогично 5<o (£) ; Z’(1)°(£), ^(o°(£) (i) находятся согласно (7).



Теорема 1. На интервале т, Ze [0, t'], t'<t0, ioe [О, Т), Т — любое по­
ложительное число, где ak(t) — ограниченная функция, которая может 
иметь не более чем конечное число точек разрывов I-го рода, ряд (Z, т) 
сходится равномерно и t,(t, т) является решением уравнения (4).

Доказательство. Из (8) с использованием, например, (7, 1С), 
ъ(о) (т) /И (t, т), где

Adt, т) =
1

2ni

т+>~

■ь
7-100

Z{1-

!

Tc(i, z)dz,

1 f
Tt(t, z)=O(z)—~—e I е((-<о)лф(т1)4г),

Ф (z) J
(9)

. —V

2
Ф (z) =z~tl exp — f Г Ф (p)--- — 1 ch], p= lim гФ (z)

" L Л J Z-oo
p — конечное число (если Ф (z) -~z_',-0 (1), v>l, то p=0). Далее,

x(0)(i, r)=ak(t)—Av(t, t)-

Можно показать, что если функция Ty(t, т) регулярна в бесконечности 
непрерывно по t, то

гр (М
V

так

Г
^(1)

1 гTyT (Z, z) =—T(z) ——e-{t~v,z ф(т]) Ф (ц) 4ц;
CO ( -7 ) J

как Ayt_1) (Z, т) I T=i=0, Z=0, 1,..., n—1 cm. (10), to

— z7u)(Z, t) = J x(())(0, т)Л (Z, 0)40.

Для i^2 получим рекуррентные соотношения

(Z, т) = J т)ЛД(7, 0)40, x)=ak(t) j x(i_2) (0, r) A„m 40,
т 0

-аналогично и для (t, т). Тогда имеет место оценка

16£(Z, т) |< [е(М?А|а,,,)‘ —1], А= maxkA(Z) I,
Ж у

T dh
ЛД = тах f—^A,,(I, t)

dtk
, = тах|ЛД(£, т) I, My = тах|Л,,Т(,:> (t, т) I,

I (]h I
77=max —- Ф (i—т) , T=sup[#, Mh\ для t, те [0, t'J, t'<t0, Zoe[O, T),

I dtk I
откуда и следует утверждение теоремы.

Подставив £(Z, т) в (3), можно получить весовую функцию y(t. т) 
в виде

p(Z, T)=p<o)(Z, t)+6z/(Z, т), yw(t, т)=Ф(£-т)+Л(£, т).
?7(0)(Z, т) — основное движение, 8y(t, ^—дополнительное движение сто­
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хаотической с.а.у. при воздействии /(t) =6 (t—т),
оо

Sy(t, х)= {ly{i+l}-f(i}+y(i)]-ahT^}-ak jZ(i-0)zF(0, т)< (11)
- V r

I
t)= (0, t)47(£, 0)rf0,

T

аналогично получаем у(1) (t, т); т) и T); cm. (7).

В случае анализа стохастической с.а.у. с помощью функции чувстви­
тельности 1-го рода при воздействии /(f) с известными статистическими 
характеристиками ее выражение может быть получено из (11) в виде 

t
Sv(t)= JX“(f,0)/(0)d0, (12)

О
i

т) +^(0) (Л т)- J 71(f-0)xF(0, t)cZ0.
%

Далее статистические характеристики выхода с.а.у. определяются, на­
пример, методом (15). Для исследования устойчивости фиксируем момент 
наблюдения t—tu так, чтобы 1К—Z0=Tn—const при /(,е[О, Г), Г-х». fH может 
определяться моментом так- называемого «ослепления» информационных 
средств системы управления при сближении объекта с целью.

Преобразуя по Лапласу (11), (12) по in при /(f) =6(7), можно пока­
зать, что справедлива

Теорема 2. Пусть основное движение стохастической с.а.у. устойчи­
во: если, например, Ф (z) не имеет особенности в нуле, то полюсы лежат в 
левой полуплоскости (7). qh — полюс Ф(г) с наименьшей | Re qk |, Re уА<0. 
Пусть zh — полюс ak(z) с наибольшей Re zft>0. Тогда:

1) дополнительное движение с.а.у. будет неустойчивым при RezA> 
> | Re qh | вместе с дополнительным движением, определяемым функцией

т).
2) при Re zk< | Re qh | дополнительное движение с.а.у., определяемое 

т), устойчиво.
Характеристики точности с.а.у. могут быть определены с помощью 

асимптотических оценок (7, 12), графо-аналитическими методами, методом 
сопряженных систем.

Считаю своим долгом выразить глубокую признательность акад. 
Б. Н. Петрову за внимание к работе.

Поступило 
3 VIII 1974
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