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1. Гауссовское случайное поле § в области G^T?" может быть разложе­
но в сумму независимых полей — регулярного и — сингулярного. Ина­
че говоря, о-алгебра, связанная с поведением полей в бесконечно малой ок­
рестности границы области G, тривиальна для регулярной компоненты
и совпадает со всей алгеброй поля для второй компоненты. Важно при 
этом, что если исходное поле § обладало марковским свойством относи­
тельно подмножеств G, то компоненты разложения £ наследуют локаль­
ное марковское свойство, т. е. марковость относительно подмножеств, при­
надлежащих G вместе со своим замыканием (см. (*, 2), там же соответ­
ствующие понятия).

Марковские поля, двойственные обобщенным полям, всегда регулярны 
и допускают очень простое описание: марковское свойство g относительно 
всех подмножеств G имеет место в том и только в том случае, когда корре­
ляционная функция поля есть слабое фундаментальное решение некоторо­
го дифференциального оператора (*, 2). В примерах, рассматриваемых 
ниже, этой теоремы недостаточно. Поэтому возникает задача описания син­
гулярных наростов у заданного марковского регулярного поля £о, при­
водящих к марковским полям g=ga+£s. Последняя задача эквивалентна 
описанию всех марковских полей, отвечающих одним и тем же условным 
вероятностям в смысле Р. Л. Добрушина.

Полное решение задачи в гауссовском случае известно только для од­
нородных полей с дискретным временем (3). Ниже предлагается для нее 
частичное решение в общем случае. Это позволяет исследовать Марков-' 
ское свойство полей Леви на римановых многообразиях постоянной кри­
визны. Случай эвклидова пространства был ранее рассмотрен Мак Ки- 
ном (4) и автором (*).

2. Ниже используются обозначения и понятия из работы (*, 2): £(ф),
cpeS5(G),—обобщенное гауссовское поле в области G, 7lfg(cp)=O; —
пространство основных функций Л. Шварца в G; Я —пополнение 3){G} 
по скалярному произведению (<р, ф) =J/g(<p)g(ip); Н* — сопряженное про­
странство к Н со скалярным произведением (•, •)». Известно, что Н* до­
пускает вложение в 3)'(G), Н’ттЗУ(G).

Пространство И и скалярное произведение (•, •) в Н, относящиеся к 
полю ga, с индексом ct, будем соответственно снабжать тем же индексом: 
Я«, (•,•)«.

Теорема 1. Пусть ортогональное разложение обобщенного
гауссова поля в области G на регулярную и сингулярную компоненты. 
Предположим, что:

1) метрика в пространстве Н„‘ на плотном подмножестве iZ)(G) имеет 
вид

(<р,ф)..а = J У, ф(а)(^аа,Д^ф<р)(О^, (1)
|a|,l₽l<iv

где функции аа. р локально интегрируемы, аа, f>=all: а; а, $ —мулътиндексы 
вида (cci, . , ]а| =0^+...+а„ и — частная производная порядка
|а|, отвечающая вектору а;
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2) элементы пространства Н* локально принадлежат На", т. е. V<pe 
<^Ф (G) и F^II’ обобщенная функция q>-F^Ha*.

Тогда поле § обладает локальным в G марковским свойством, если и 
только если Hs* состоит из слабых решений однородного уравнения

(2)

т. е. (ifE, ф)»,а=0 для любых if, де^/С) таких, что if=l в ^-окрестности 
носителя <р.

Для приложений более важна следующая
Теорема 2. Пусть P(t,D): 3) (G) -> Ф (G) — сильно эллиптический 

(см. (5)) формально самосопряженный дифференциальный оператор по­
рядка 2р в ограниченной области G с гладкой границей. Предположим, что 
корреляционный функционал B(q>, if) поля £(ф) является слабым фунда­
ментальным решением P(t,D): В (ср, Pif) =$cp(£)if(i) dt и В (ср, ср) < 
<с$ | ф(t) 12dt, ф, ife.S5(G).

То^да: а) поле ^(ф) локально марковское в G; б) относительно подоб­
ластей GcG с гладкой границей класса Ср поле ^(ф) является марковским 
порядка р, т. е. инфинитезимальная граничнаящлгебра a(dG) + порождает­
ся слабыми нормальными производными поля на границе до порядка р.

Более точно, для каждой функции ife2?2(3G) в достаточно 
малом интервале (—е, е) определен обобщенный процесс. т]ф(ф) = 
=£ (ф (р(?)) if (со(?))), ф"=.0(—е, е), где р(?) — длина, а a (t) — основание 
перпендикуляра, опущенного из t на dG. Процесс т]^, эквивалентен обыч­
ному процессу, имеющему р—1 производных (в среднем) и алгебра o(dG) + 
порождается величинами ц(0), /с=0, .. ., р—1, ifsl?2 (dG).

Поясним доказательство теоремы 2. Из первого предположе­
ния следует, что пространство Н* содержит 3(G), причем для любого 
элемента Р^П’сф'(G) и <p^3(G) скалярное произведение (F, ф).= 
= <_?,■ Рф>, где (F, if> — значение F на if. Пусть На* отвечает регулярной 
компоненте поля Тогда Ф (G) плотно в На*. Действительно, в На* плот­
ны элементы Ф'(G)I’17Z‘, носители которых принадлежат G. Если 
и 0=(F, ф)«, „=(Ё, ф)*=<Е, Рф> для всех фе^(в) и носитель F отличен 
от G, то Ё=0. Это вытекает из эллиптичности оператора Р и того, что F 
есть слабое решение PF=0. Далее надо использовать теорему 1. Из эл­
липтичности оператора Р следует, что элементы Н*, как слабые решения 
уравнения Ар=0, являются °°-гладкими. Пространство Па* совпадает с 
точностью до эквивалентности норм с пространством W-P (G), которое по­
лучается замыканием 3(G) по норме ||ф||Р2=Е11ф<0;’11,$?22? I а| сс= 
= (а„ ..., ап). Действительно, оценка (ф, ф) «<с||ф||р2 следует из гладко­
сти коэффициентов P(t, D), обратное неравенство следует из неравенства 
Гординга и предположения 2. Указанных фактов достаточно, чтобы про­
верить условия теоремы 1. Вторая часть теоремы является несложным 
обобщением теоремы 5.4 в (6).

3. Поле Леви на римановом многообразии Лп есть гауссовское случай­
ное поле ь (?): (?) =0 и М| §(?) —g(s) 12=0(f, s), где 0 — кратчайшее рас­
стояние по геодезической между точками t и s. Ниже в качестве Лп мы 
рассмотрим сферу Sn, эвклидово пространство Вп и пространство Лоба­
чевского Ln. Для полной определенности поля дополнительно введем ус­
ловия нормировки: g(o)=0 для Вп и Ln и g (о) =—§ (о*) для Sn. Здесь о — 
фиксированная точка на Лп, а о* — диаметрально противоположная ей 
на сфере. В случае сферы поле оказывается антисимметричным £ (?) = 
=—£(?*) и однородным с корреляционной функцией Z?(0) =л/4—0/2. По­
этому поле Леви на Sn достаточно рассматривать только по полусфере Son-

Теорема 3. Поля Леви на римановых многообразиях Son, Нп, Ъп ло­
кально марковские тогда и только тогда, когда размерность пространства 
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нечетна. Марковское свойство относительно областей с гладкой границей 
класса Ср имеет конечный порядок р=(п+1)/2.

Доказательство. Достаточность вытекает из теоремы 2. Необхо­
димо только предъявить оператор P(t, D). Пусть □ —оператор Бельтра- 
ми —Лапласа на многообразии Мп кривизны к и Р„ (z) = (4л) _v/r (v+ 
+ 1)П(—a:+4/ci(v—i)), O^i^v, где n=2v+l. Тогда корреляционная функ­
ция поля B(t, s) удовлетворяет следующему соотношению: (□).£?(£, •) =
=б,(-)-бо( ■), если /с«£0, и 6Д-)— 6Д-), если &>0. Здесь 6Д-) — функция 
Дирака на Лп, сосредоточенная в точке t.

Условия теоремы 2 выполнены в ./+‘\{0}, если и в Son при /с>0,
т. е. при нечетных п поля Леви марковские относительно областей G, гра­
ница которых не содержит 0. Случай, когда dGsO, легко сводится к уже 
доказанному. Для этого надо рассмотреть новое поле Леви §(£): £(Z—Zo) = 

—где t0^G, в области G0=G~t0. Поле g — марковское относи­
тельно Go, поскольку O^dGo. Отсюда уже очевидно следует марковское 
свойство относительно G.

Необходимость, как это ни странно, вытекает из марковского свойства 
полей при нечетных п. Поясним идею на примере Ln, п четно. Если Ln+i 
реализовано в виде гиперболоида £02—1Д;2=1, г=1, • • •, п+1, то сужение 
поля Леви на многообразие {Л,+1=0} ПЛ"+1. есть снова поле Леви в L". Со­
ответственно пространство Я*(и), отвечающее полю в Ln, получается су­
жением элементов Я* (п+1) на указанное подмногообразие с нормой 
Jlqpll*. „+1, где i|?(Z, 0) =<p(Z).

Из доказательства теоремы 2 следует, что для области G Я(п+1) = 
=Яа(п+1) ®ЯДп+1) и На совпадает с точностью до эквивалентности норм 
с пространством Соболева W2P(G), р=п/2+1. Сужение W2P(G) на G'= 

=G0{in+1=0} есть соболевское пространство (G') • Противоречие мы
получим, если предположим, что поле в Я" марковское. Действительно, 

SJ(G') плотно в цД 72 (G+ и, значит, в Яа*(п). Из условия марковости 

поля в Ln будет следовать марковость регулярной компоненты и вид (1) 
для скалярного произведения в На* (п). Из локальной однородности поля 
следует, что в Я„* унитарна операция Pgm(t) =m(gt) —m(g0), где g — дви­
жение в Если G' не содержит 0, то форма (<р, if>)», в в Я„*(п) инва­
риантна относительно преобразований ср (i)->-(p(gZ) при сдвигах g, близких 
к тождественному. Следовательно, форма (1) имеет вид <<p, (Zip, где Q — 
некоторый-полином от оператора Лапласа. Но тогда Я/(п) эквивалентно 
пространству Соболева с целым индексом, что невозможно.

Замечание. Приведенные рассуждения показывают также, что 
сужение полей Леви в нечетномерных пространствах Лп на геодезические 
сферы с центром в нуле не могут обладать марковским свойством. По-ви­
димому, это замечание верно для всех. п. Однако кососимметрическая 
часть поля Леви в эвклидовом пространстве, x(t) =x(t) — х(~t), обладает 
марковским свойством на подмногообразиях с краем тцпа полупространств 

tj=O, ..., tp=0, tp+l>Q}, p++, и полусфер {|f| если толь­
ко размерность многообразия нечетна. В этом случае условия теоремы вы­
полняются для полупространств с оператором cvOv+1, а для полусфер 
с,П ( — □+ (A-i— V2) (i— V2)), OsCi^v. Здесь, по-прежнему, cZ=2v+l — раз­
мерность многообразия.

Другой интересный пример марковских обобщенных полей связан с 
ядром In к'1’2 ctg xlik'hQ на Jtn кривизны к. Ядро определяет однородные 
поля при к+Q и локально однородное поле при k—Q. Аналогично полям 
Леви для них справедлива теорема 3, но с заменой четности п и р=п/2. 
При четных п соответствующий оператор Р для данного ядра есть 
c„II(—□+A(2i—1) (n-2i)), 0<а<и/2.
- 4. Спектральный анализ положительно определенных ядер B(t, s) =
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= 1/г[ф(0(о, t)) +ф(0(о, s)) — i|'(0(7, s)) ] на однородных пространствах рас­
сматривался в работе (7). Здесь 0(t, s) — расстояние между точками, 
а ф(т) — непрерывная функция. Для рассматриваемых пространств Лп 
функция B(t,s) является корреляционной, если только имеет место пред­
ставление

ф(0) = J [1-07(0) ]av(o)c/^(o)+c2gv(0)
Л\{0}

с положительной мерой /До). Здесь re=2v+l; Ф7(0), 07(0) =1 — зональ­
ные сферические функции унитарных представлений группы движений 
Л" (8). Они являются собственными функциями оператора — □ . с собст­
венными значениями Z7=&o(o+2v) >0, где к — кривизна пространства; 
Л—множество представлений: {0,1,2,...} при /с=1; Л={о^0} при /с=0 
и Л=Л1иЛ2, Ai={—v+ix, ж>0} — цсновная серия представлений и Л2= 
= {—у=Со^0} — присоединенная серия. Функция gv (0) =0; 072; ЙФ7(0)/ 
/cfo|0=o соответственно для /с==1; 0; —1. Весовая функция щ(о)=1 для при­
соединенных представлений Л2 и щ. (о) =||Ф7 (0) II-2 при к=1 и

d||Ф7 (0)da||7do при Норма рассматривается в =272(^<"). Меру F
естественно называть спектральной мерой соответствующего случайного 
поля, а абсолютно непрерывную компоненту F относительно меры Лебе­
га на множестве Л! (Aj=A при /с^О) — регулярной частью спектра. Ока­
зывается, регулярные поля в Rn и Ln имеют регулярный спектр.

Теорема 4. Спектр поля Леви на Sn сосредоточен в нечетных точ­
ках А с весами с, j > на Rn F=cv Фу на Ln, п нечет­

v+1

но, регулярная компонента спектра Fа (do) — cv

сингулярная часть сосредоточена в четных точках множества Л2=[—v, 0]
с весами

ао=л выч av(a)/’a(o) = (v+o) (J/2) [-20<2v_bo) ( -о)]

Вес функции g„(0) есть с2='/2. Здесь использованы обозначения n=2v+l, 
(а),,=Г(а+Ь)/Г(а), (ь ) =Г(а+1) [Г(Ь+1)Г(а—&+1) ]-1, с„=л'Т(у)/4.

Последняя теорема дает ответ на вопрос Ганголли (7).
Институт физики Земли им. О. Ю. Шмидта ' Поступило
Академии наук СССР 16 X 1974
Москва
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