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В работе найден общий вид эрмитовой матрицы-функции с заданным 
набором частных индексов. На основе этого результата получен критерий 
устойчивости и оценки для частных индексов эрмитовой матрицы второго 
порядка, один из диагональных элементов которой не обращается на конту­
ре в ноль.

Доказанные теоремы применяются для исследования разрешимости и 
устойчивости обобщенной краевой задачи Римана.

1. Пусть единичная окружность Г разбивает комплексную плоскость на 
внутреннюю область D+ и внешнюю D~. Обозначим через Й„(Г) класс мат­
риц-функций n-го порядка, удовлетворяющих условию Гёльдера и не вы­
рождающихся на Г. Подкласс Й„(Г), состоящий из граничных значений 
матриц-функций, аналитических и не вырождающихся в D+ (D~), обозна­
чим Qn+( Г) (О„~(Г)).

Как известно (‘), набор частных индексов эрмитовой матрицы-функции 
гс-го порядка симметричен относительно нуля и потому однозначно опреде­
ляется величинами Xi< . . . <х,„ положительных частных индексов и их 
кратностями it,. . ., im. Такой набор обозначим {х8, г5}“8=0. Нулевой част­
ный индекс х0 имеет кратность

тп
io=n—2 is.

.s = l

Теорема 1. Эрмитова матрица-функция G^Qn(Г) обладает набором 
{х8, г8}Г-о частных индексов тогда и только тогда, когда она допускает фак­
торизацию

G(i)=A0(i)A0(£)A0*(£),  (1)
где Аоейп+(Г),

p+q — ir,, p~q совпадает с сигнатурой матрицы G(t).
Доказательство. Достаточность указанного условия очевидна. 

Для доказательства необходимости воспользуемся факторизацией 
G(t) =4(i)A0(i)B*(i),  A,5eQ„+(T), которая легко получается из приве­
денной в (2). В силу эрмитовости G(t). I

ЯЦ)Ао(О=Ао(ОЯ*(0,  (2) 
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где H(t) =B~l (t)A (£). Учитывая, что Tsp,' (Г), из (2) с помощью прин­
ципа непрерывного продолжения и обобщенной теоремы Лиувилля заклю­
чаем, что Н — блочно-треугольная полиномиальная матрица с постоянным 
определителем. Отсюда вытекает существование полиномиальной матрицы- 
функции Ф (i), удовлетворяющей равенству

Я(ОЛо(О=Ф(^)Ао(0Ф‘(О.
Полагая Ао(£) =B(t) Ф (/), получим искомую факторизацию (1).
Теорема 2. Для эрмитовой матрицы-функции GsQ2(r) справедливо 

альтернативное утверждение:
1) A(i)=det G(£)>0, тогда частные индексы матрицы G равны нулю и 

имеет место факторизация

G (t) =sign G ■ A (t) A*(t) .
2) A (t) =det G(t) <0, тогда частные индексы матрицы G равны А(^0) 

и — к и имеет место факторизация
G(t) = A(t) (До) (3)

здесьА = ( ) sign G=1 (—1), если G(t) положительно (отри-
\ у б/

цателъно) определена.
В случае, когда все частные индексы матрицы G(i) равны пулю, утвер­

ждение теоремы 1 было получено Ю. Л. Шмульяном (*)■  Им же (3) доказа­
но первое утверждение теоремы 2.

2. Рассмотрим эрмитовы матрицы второго порядка

d(i) Г (4)

предполагая, что
при всех t^T. (5)

Интерес представляет лишь случай

А(ф) =a(t)d(t)— \Ь(1)\2<0, (6)
поскольку при A(i)>0 частные индексы матрицы (4) равны нулю.

Класс эрмитовых матриц-функций GeQ2(T), удовлетворяющих усло­
виям (5) п (6), обозпачим £2г(Г). Следующая теорема дает оценки для 
частных индексов таких матриц.

Теорема 3. Пусть существуют рациональные функции Г1 и г2, не 
имеющие общих полюсов в D+, совпадающие (с учетом кратности) в m точ­
ках области D+ и удовлетворяющие неравенствам:

|&(£) —(£) |2<—А (7) < |&(£) —d(f)r2(Z) |2 при всех /еГ. (7)
Тогда частные индексы матрицы (4) по модулю не превосходят тп.
Доказательство. За счет малого шевеления полюсов г2 можно до­

биться, чтобы пи один из них не лежал на Г, а неравенства (7) по-прежне­
му выполнялись. Используя факторизацию (3) и неравенства (7), находим:

lb—drtl< b—d—
I У

b-d-^~ I <\b—dr2l.
6 I

Отсюда вытекают соотношения для индексов Коши:

Ind {b—d — ) = Ind (п — — ) , 
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влекущие за собой неравенства
Р (г2-------Р(г1)+Р(г2)—т; Р (щ — — j 2- 2N (щ) +к. (8)

Символы N и Р используются для указания соответственно числа нулей и 
полюсов функций в области D+.

Учитывая очевидные неравенства Р ------ ) >Р(г,)—АДу), г=1, 2,

получим из (8) оценку к^т *.

* Доказательство теоремы можно провести иным путем, используя результаты 
одного из авторов (4) об изменении частных индексов при умножении на рацио­
нальную матрицу-функцию.

Следствие. Если i—мероморфная в D+ функция, непрерывно про- 
должимая на Г, причем | h dr 12+Д<0, го частные индексы матрицы (4) не 
превосходят по модулю числа полюсов г в D+.

Теорема 4. Частные индексы матрицы GeQ2(T) устойчивы тогда и 
только тогда, когда существуют рациональные функции rt и г2, удовлетво­
ряющие неравенствам (7) гг такие, что

при Z-—/9!. (9)

Доказательство. Достаточность вытекает из теоремы 3. 
Для доказательства необходимости можно воспользоваться тем, что при 
/с=0 и d>0 условию теоремы удовлетворяют функции rl=pllqi и r2*=p 2lq2, 
где pi, р2 и q2 — многочлены, близкие соответственно к (а+^)/2, (у+б) /2, 
(|j- а)/2 и (б—у)/2 в смысле равномерного приближения на ZHUT. При 
d<0 следует поменять ролями п и г2.

3. Применим доказанные теоремы к исследованию следующей краевой 
задачи:

<р+(£) =а(Р) ср- (ф) +b (ф) ф~ (ф) +с (ф), (10)

где а, Ь, се//„(Г), а не обращается в нуль на Г.
Задача (10) при условии ф_(°°)= 0 равносильна краевой задаче Римана 

с матрицей

j^Gi(l) (11)
a(t) ' tb(t) 1 ' a(t)

и называется устойчивой, если частные индексы матрицы (11) устойчи­
вы (5). Из теоремы 4 вытекает следующий критерий устойчивости зада­
чи (10):

Теорема 5. Задача (10) устойчива тогда и только тогда, когда су­
ществуют рациональные функции rt и г2, удовлетворяющие условию (9) и 
такие, что

| tb(f) — ri(t) | < |a(t) | < | tb(t)—r2(i) | при всех t^T. (12)

Обозначим через x индекс Коши функции a(i); частные индексы матри­
цы-функции Gt(t) через ±к, число линейно независимых решений однород­
ной задачи (10) через I, а число условий разрешимости неоднородной — че­
рез р.

Теорема 6. Если существуют рациональные функции п и г2, не имею­
щие общих полюсов в D+, удовлетворяющие неравенствам (12) и совпадаю­
щие не более чем в [ х [ точках области D+, то числа I и р задачи (10) 
устойчивы.

Доказательство. По теореме 3, /.'С | х |. Но тогда числа х+/с и х. 4 
одного знака. Следовательно, Z=max(0, 2х); р=шах(0, —2х), а это и озна­
чает устойчивость I и р (6).
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Заметим, что если число совпадений функций п и г2 в области D+ пре­
вышает | х |, то теорема 3 позволяет получить оценки для чисел I и р.

Авторы выражают глубокую благодарность Г. С. Литвинчуку за руко­
водство работой.
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