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1. Важный вопрос о дифракционной структуре поля в фокальной об­
ласти сходящегося акустического пучка с учетом его нелинейных иска­
жений до сих пор почти совершенно не выяснен ввиду сложности совмест­
ного учета влияния нелинейных и дифракционных эффектов. Этот вопрос 
рассматривается здесь с помощью приближенного подхода, основанного 
на том, что при определенных условиях нелинейность и дифракция ска-

х

зываются на различных этапах процесса и могут 
быть учтены раздельно, хотя их результирующее 

,, влияние одинаково существенно. Такой подход 
(применимый также для расчета угловой структу­
ры нелинейного поля в дальней зоне излучателя 
(*, 2)) в данном случае позволяет получить хотя 
и приближенное, но довольно полное описание 
пространственно-временных характеристик фоку­
сируемого поля.

Рассмотрим акустический пучок со сфериче­
ским фронтом, создаваемый гармоническим излу­

чателем с частотой со, амплитудой давления р0 и фокусным расстоянием F, 
сходящийся в конусе с углом раскрытия а (рис. 1). Если длина волны к 
достаточно мала, так что размер гф фокальной области на основной частоте 
(гф=М (1—cos а)) мал по сравнению с F, то при гф<г<Е дифракцией мож­
но пренебречь, и распространение происходит так же, как и в симметрич­
ной сферической волне.

При большом акустическом числе Рейнольдса нелинейность приводит 
на этом этапе к накапливающимся искажениям волны. Такой процесс хо­
рошо изучен (см., например, (3)); решение дается квазипростой волной 
вида

F—r
= arcsin q—oq, (1)

с )
где q=pr/(ptsF), о=о0 In (F/т), o0=2nep0F/ (рс2Х), е=(у+1)/2, г — расстоя­
ние до фокальной точки.

На расстоянии r,=F ехр (—1/о0), когда о=1, эволюция волны (1) при­
водит к образованию разрыва, амплитуда которого при о> 1 определяется 
формулой

qa=sw.oqa. (2)

При oJ>3 отсюда имеем qa~:t/ (1+о), а форма волны практически пило­
образна.

2. На расстоянии формулы (1) и (2), не учитывающие дифрак­
цию, перестают работать независимо от того, успевают ли образоваться 
разрывы. Вместе с тем при условиях, указываемых ниже, здесь оказывает­
ся возможным пренебречь нелинейностью и решать линейную задачу о 
дифракции искаженной сходящейся волны. Это может показаться пара-
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доксальпым, поскольку амплитуда поля в фокусе максимальна, однако 
ввиду малости размеров фокальной области нелинейные искажения не 
успевают накапливаться. В результате фокальное поле определяется сле­
дующим образом. На сфере радиуса г5^гф задается негармоническое поле
р„ определяемое нелинейной 
эволюцией волны при г>г, 
без учета дифракции. Поле 
при r<rs находим из линей­
ной дифракционной теории 
(которая, впрочем, также 
практически отсутствует для 
негармонических сходящихся 
волн). Мы воспользуемся 
нестационарным интегралом 
Кирхгофа (4), в котором для 
простоты будем полагать 
а2<1 (практически а^45°):

Рис. 2. Изменение давления во времени в раз­
личных точках (.з = 0 в фокальной плоскости, 

л:=0 на оси системы)

1
Р=ц—2лс

1 др, 
г' dt

ds,
I—г'/с

(3)
где г' — расстояние от данной точки до элемента ds на сферическом 
сегменте, занимаемом пучком при г=га, ар, - давленпе при г=г„ зада­
ваемое формулами (1), (2).

В частности, поле на оси пучка имеет вид

р (z, i) = — (i-z,/c) -р, (t-rjc) ],
2

(4)

где z — расстояние вдоль оси от фокальной точки, z,, г, - - расстояния соот­
ветственно до середины и края пучка на сфере rs. В точке фокуса (z=0)
отсюда имеем

Рф
rsa2 др, I

2 dt I t-r /с (5)

3. Пусть сначала гф>г*, тогда поле при r=rs имеет вид (1) с 
о(г.,)=о5<1 и не содержит разрывов. Из (1) и (5) следует, что давленпе 
в фокусе имеет вид последовательности импульсов, длительность которых 
уменьшается, а амплитуда растет с ростом os (рис. 2). Нетрудно опреде­
лить пиковое значение давления в фокусе рт, а также, после интегриро­
вания по t, среднюю интенсивность в фокусе 7Ф=</г>/(рс):

/Ф=А( 1 (6)
I (■ о. \ (1 — о/) /

где — коэффициент усиления гармонической волны без учета
нелинейности (3), р0, /0 — соответствующие значения на излучателе.

Согласно (6), нелинейные искажения приводят к росту коэффициента 
усиления по давлению К,' и интенсивности К/ по сравнению с линейным 
случаем (рис. 3). Это объясняется тем, что для высших гармоник поля 
концентрация энергии в фокусе больше, чем для основной частоты.

Распределение интенсивности в фокальной плоскости проще всего оп­
ределить, используя известные формулы Бесселя — Фубпнп для фурье-раз- 
ложенпя простой волны и суммируя затем достаточное число члепов, 
отвечающих отдельным гармоникам. Результат представлен на рпс. 4.

Прппятое здесь предположение о малости нелинейных искажений в 
области фокуса в случае os<l выполняется прп условии os<ln(Z7rs)/ 
/[2+ln(Z^/rs) ]. Это же условие обеспечивает малость влияния некоторого 
произвола в выборе величины г8>гф, от которой слабо (логарифмически) 
зависит о«.
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, 4. Пусть теперь гф<г., так что в сходящемся пучке образуются разры­
вы. Тогда поле (1) можно представить в виде суммы двух функций, одна 
из которых определяется разрывами, а другая зависит от гладкой части 
поля, по-прежнему описываемой формулой (1), но уже с ц,>1. Поле (3), 
обусловленное каждым разрывом, сходно по временной структуре с полем

Рис. 3 Рис. 4
Рис. 3. Зависимость коэффициента усиления по давлению Кг' и интен­

сивности К/ от параметра нелипейности сц (In (F/гф) =3,7)
Рис. 4. Распределение поля в фокальпой плоскости. Цифры у кривых — 

значения os

круглого поршня со ступенчатым изменением скорости (6), хотя зависи­
мость от х и z, конечно, другая. В фокальной плоскости ударная волна 
дает импульс вида

2cqap(F ---------
р=----- ;—11 xt—1\ х=2ах/с, (7)

лдг
Для пилообразной волны (os>3) гладкая часть поля дает постоянное 

давление р= —qaa2pi>F/K, и поле в фокальной плоскости имеет вид после­
довательности импульсов (7), находящихся на отрицательном пьедестале 
;3 и следующих один за другим с периодом 7,=2л/<а (рис. 2). Длительность 
каждого импульса равна т, при х<Т (т. е. ж<Жф=Х/(2а)) импульсы раз­
делены, причем как максимальное значение давления, так и средняя ин­
тенсивность пропорциональны х~1. Если х>Т, то импульсы перекрываются 
и за пределами фокальной области форма поля сглаживается. Интенсив­
ность поля нигде не обращается в нуль, но боковые максимумы поля оста­
ются, хотя и уменьшаются.

Внутри лучевого конуса волна сохраняет сферический разрывный 
фронт; позади него в результате дифракции формируются импульсы, дли­
тельность которых растет с удалением от оси. На оси пучка волна с <ц>л./2 
представляет собой последовательность прямоугольных импульсов с ам­
плитудой 2qaptiFlz и длительностью a2z(2c). При г<гф они разделены 
и при os>3 находятся па отрицательном пьедестале (рис. 2).

С приближением к фокальной точке (в любом направлении) амплиту­
да импульсов неограниченно растет, а длительность стремится к нулю. 
Эта особенность исчезает при учете конечности длительности ударного 
фронта, однако в реальных случаях условия пренебрежения нелиней­
ностью оказываются довольно жесткими и реализуются лишь при доста­
точно высокой частоте со (для воды более 20 Мгц). Поэтому целесообразно 
дать оценку нелинейных искажений разрывной волны вблизи фокуса. 
Оценка показывает, что в близкой окрестности фокуса нелинейные эффек­
ты снова преобладают над дифракционными и волна превращается в по­
следовательность импульсов с почти плоским разрывным фронтом (по­
следнее обстоятельство связано с тем, что скорость ударной волны на оси 
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пучка больше, чем на периферии, ср. (\ 7)). Эта нелинейная область ог­
раничена координатами гЛ-=гф/т], жя=2Х/ (ац); параметр р определяется 
уравнением Оо^р1пр=2л, где g=l при os^n/2 и 'Е-=д~. при о,>л/2 (в ре­
альных случаях р«4—12). Максимум поля достигается теперь не точно 
в фокусе, а в точке zK, лежащей ближе к излучателю. Максимальные зна­
чения давления и интенсивности

_2КРр0 ~ 6КРЧ0
Оо In Р ’ т рО021п2р

Оценка (8) оказывается применимой при os>oi;=ln(77r.,)/[l + 
-Hn(77r,)], т. е. даже при о8<1, почти до области применимости формул 
(6). При о8»1 из (2) следует |=да-~1/о0 и р не зависит от р0, так что 
рт и 1т перестают зависеть от р0, как и следовало ожидать.

Результаты соответствующих расчетов для волны с а,>ок также по­
казаны на рис. 3. Интересно отметить, что имеется оптимальная интенсив­
ность поля на излучателе /0, отвечающая значениям о.,«ик (в данном слу­
чае ак=0,7), при которой усиление в фокусе максимально. Ширина же 
фокальной области с ростом о8 уменьшается (рис. 4) до тех пор, пока не­
линейные искажения в фокусе снова не приведут к ее расширению до 
величины порядка хк.

5. Возможность дополнительного усиления поля за счет совместного 
действия нелинейности и дифракции может оказаться существенной для 
мощных акустических концентраторов. Так, для концентратора с ^*=30 см 
п а=30°, работающего в воде на частоте 1,5 Мгц, оптимум усилспия до­
стигается при <т,~0,7, т. е. 7п«0,1 вт/см2. При этом в фокусе 7Ф«8 квт/см2, 
что в полтора раза больше зпачения, получающегося без учета нелиней­
ности (но ниже допустимого порога кавитации); для пикового значения 
[),„ это увеличение равно 3,3. Некоторое увеличение интенсивности в фо­
кусе и сужение фокальной области, наблюдаемое в экспериментах с мощ­
ными эллиптическими концентраторами в воздухе (8), по-видимому, также 
объясняется нелинейными эффектами.

Что касается полной мощности, проходящей через фокальную плоскость 
(а также средней интенсивности в фокальном пятне), то при наличии, 
разрывов она становится мепыпе излучаемой мощности ввиду диссипа­
ции на разрывах. Можно показать, однако, что дифракционные эффекты 
несколько увеличивают эту мощность по сравнению с оценками, сделан­
ными для сферически сходящейся волны без учета дифракции (3) (что, 
по-видимому, объясняет расхождение последних с экспериментальными 
результатами, приведенными в. (9)).

В некоторых случаях представляет интерес поведение волны после 
прохождения фокуса. Не рассматривая этого вопроса подробно, отметим 
лишь, что в линейном приближении поле вдали от фокуса (г>гф) приоб­
ретает прежний вид, но с изменением знака давления (рис. 2, случай 
щ=0,7), однако на больших расстояниях нелинейные эффекты могут сно­
ва накапливаться.
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