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Рассмотрим первую краевую задачу линейной вязко-упругости для од­
нородной изотропной среды (*, 4).

* Будем предполагать, что v>0.

Аи+ ((1— 2v)I+Vv) _1grad div и=~ (pZ—VJ ~lK, (1)

п=и(ж, t); K=K(x, t); x^£2, Z^[0, <»);

и|0а=О. (Г)

Здесь Q — конечная область, заполненная вязко-упругой средой с доста­
точно гладкой границей dQ, v — мгновенный коэффициент Пуассона вяз­
ко-упругой среды *,  ц — мгновенный модуль сдвига той же среды, 
и (х, t) — вектор смещений, К(х, t) — вектор объемной силы, Vv, Гц —вяз­
ко-упругие операторы, действующие по t:

(HJ) (£)= j.ffv(Z, т)/(т)йт, 0<£<<»;

(О (*)  = J НДг, т)/(т)йт, OsSZ<oo.
о

Будем предполагать, что

а) sup $ \Hv(t, т)
t 0

б) lini J H,(t, х)дх для любого измеримого ограниченного множества

Л<=[0, °°),
t

в) LHy= lim $ Hv(t, x)dx существует;
f->co 0

то же самое остается в силе при замене v на ц.
Всюду в дальнейшем через о(Х) будем обозначать спектр оператора 

X. Положим <в = (1—2v)~‘.
Будем говорить, что краевая задача (1), (1') асимптотически устой­

чива, если для каждого К из существования конечного по норме S’2(Q) 
предела lim K(x,t) = (LK) (х) следует сугцествование конечного в том же i-+oo
смысле предела lim u (х, t) = (Lu) (х).

t-+ оо
Нас будет интересовать условие асимптотической устойчивости крае­

вой задачи (1), (К).
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Обозначим через 3?г Л пространство вектор-функций /(i), ie[0, °°),со 
значениями из ^2(Q), измеримых и почти всюду ограниченных на каж­
дом конечном интервале полуоси [0, °°), имеющих конечный предел (по 
норме 2?2(Q)) при Z->oo с нормой

llfll =ess sup |/(t) |^,O^t<co

гДе I ‘ I:?2 обозначает норму в 2?2(Q).
Асимптотическая устойчивость (1), (lz) означает, что для каждого 

А'(х, решение и (х, t) также принадлежит этому пространству.
Операторы Fv и будем рассматривать в пространстве Л<1)(0, °°) (6). 

Будем предполагать, что

ц£о(УД, -1Ло£о(.УД, К(х,

Краевую задачу (1), (!') перепишем следующим образом:

/+(-^-/+У,) (2)

где через А обозначен оператор — Л при краевом условии (lz),

B=—A~l grad div,
и оба эти оператора рассматриваются в пространстве S?2(Q).

Спектр Коссера упругой задачи (4), соответствующей (1), (Iх), связан 
с о (В) соотношением

l=-i/b, b<=o(B).
Теорема. 1) Для асимптотической устойчивости краевой задачи (1), 

(!') необходимо и достаточно, чтобы 

где и — пробегает спектр оператора Vy в Л(1> (0,°°), а % —спектр Коссера 
упругой задачи, соответствующей (1), (1').

2) При соблюдении этого условия (Lu) (х) является, решением упругой 
задачи, получающейся из (1), (1') заменой u(x,t) на (Lu)(x), K(x,t)— 
на (LK)(x), волътерровых операторов У, и V» — операторами умножения, 
на константы LHV и L/L соответственно.

При доказательстве теоремы используется следующая
Лемма. Если К является регулярной точкой оператора V,

i
(Vf) (t) = § Н (t,x)f(x)dx

О
в Л(1>(0, оо), то

11 (•
= - —-------lim Tv-(г, т)dr,

Л Л Л.» J
lim f H(t, x)dx—K

где через (£, т) обозначено резольвентное ядро ядра Н. 
Доказательство теоремы. Положим

7’(®) = (Z+(oFv)-1.
По теореме об отображении спектров (2) спектр о(Т(и)) есть множе­

ство точек t вида:
t== (1+coz?) u^a(Vv). (3)

Уравнение (2) можно переписать как
(1+аТ(от)В)и^(р1-У,)^А-1К.

4 Зак. 1388, т. 220, № 3

(4)
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Для доказательства первого утверждения воспользуемся тем, что тео­
рема умножения спектров из (3) переносится на оператор Т((А)В, дейст­
вующий в пространстве 3У2Л. Согласно этой теореме (с учетом (3)), 

0(Г(<о)5)= U U -7^--
гео(У део(В) '1Т(0Р

Легко видеть, что первое утверждение теоремы можно переформули­
ровать так:

Для асимптотической устойчивости краевой задачи (1) —(1') необходи­
мо и достаточно, чтобы —1/© было регулярной точкой оператора Т((л)В 
в S2A.

Достаточность этого утверждения следует сразу же из (4).
Докажем необходимость. Пусть —1/©ео(7’(о))В). Тогда—1/о> = 

=tobo, где i0eo(7’(oj)), &оео(В), Ьа¥=]/2.
Обозначим через gto(x) собственную функцию оператора В, соответст­

вующую собственному значению Ь„ (4). Через h(t) обозначим такую функ­
цию из Л^ДО, °°), что (3)

Положим
K=((nI-Vli)Agiah)(x,t).

Ясно, что К^2?2А (2). Соответствующее этому К решение и краевой 
задачи (1), (1') имеет вид

и(ж, Z) = ((Т(со)-t0I)~Чг) .

Оно не принадлежит ЗА А. Тем самым первое утверждение теоремы до­
казано.

Второе утверждение доказывается переходом к пределу при f-*°°  в 
уравнении (4). Чтобы осуществить этот переход, заметим, что

t

(coT(co)u) (ж, £)=сои(ж, t)— ®2 J Гм(1> (£, т) (и(ж, т) —(Lu) (ж))с/т—
О

t

—со2 J Ги(1> (£, т) йт j (Lu) (ж),

((|iZ- УД-1К) (ж, t) = — К (ж, *)  + —,( rj-.’ (i, т) (К (ж, т) - (LK) (х)) dx+

. i

+ -^-2( Jr^(i,T)dT)(LLr) (ж),

где через рш(1) т) и Г(1-2) (t, т) обозначены резольвентные ядра ядер 
Hy(t, т) и BM(i, т) соответственно.

Так как —1/со и ц являются регулярными точками операторов Vv и У„ 
в Л(1>(0, °°) соответственно, то, согласно теореме 1 из (5), они регулярны 
и в Zw (0, оо).

Отсюда следует, что

lim (соГ(со)и) (ж, t) = (а—со2 lim f Г* 1’ (£, т)<7т j (Lu) (ж),
Ь>оо ' t->oo ~ /
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lim ((p,Z— Fj-'Tf) (x, t)= (—+ —jlim f Г^-? (t,x)dr\ (LK) (x). 
t-+«> \ Ц |T i^oo J /

Воспользовавшись леммой, получаем

co—co2 lim
t->oo

J Гщ1'(£, t)cZt=co (1+©ЬЯу) *,
0

— + -^—lim f (t,x')dr=(\i—LHtt') *.  
Р» Ц t~> Off Q

Поэтому при переходе к пределу при t^°° уравнение (4) приобретает 
следующий вид:

(Z+w(l+oZ^v)-1B) (Ли) = (ц-ЛЯ(1)-1Л-1(£А’). (5)

Из (5) в сочетании с (2) вытекает второе утверждение теоремы.
Доказанная нами теорема дает обоснование широко применяемого в 

инженерных расчетах метода расчета на ползучесть по предельному мо­
дулю для первой краевой задачи линейной вязко-упругости.

Автор, пользуясь случаем, выражает сердечную признательность 
А. Я. Вакуленко за постановку задачи и акад. Ю. Н. Работнову за по­
лезные дискуссии.
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им. А. А. Скочинского 9 VII 1974
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