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Характерной особенностью сложившейся теории краевых задач для 
обыкновенных дифференциальных уравнений является то, что в ней, как 
правило, изучаются достаточные условия существования единственного 
или по крайней мере одного решения той или иной из таких задач или об­
суждаются следствия из таких условий (')• В настоящей статье без пре­
тензии на общность постановки задач подчеркивается несколько иной 
подход. В ней для некоторого класса двухточечных краевых задач для 
обыкновенного дифференциального уравнения м-то порядка приводятся 
критерии, позволяющие различать случаи, когда задача из названного 
класса не имеет решения, имеет единственное решение или же имеет по 
крайней мере два решения.

1. Для дифференциального уравнения
у,..., г/'”-1’), (1)

где п — целое число, ге>0, х — действительный аргумент, у — искомая дей­
ствительная функция от х, j — действительная функция, заданная на то­
пологическом произведении луча (а задано) на действительное
линейное пространство Rn, с условиями

z/(a)=... =yw (а) =0,
(2) 

у (&)=... =г/<5,(&)=0, а<Ь,

где р, q — целые числа, р>0, q^—1, p+q=n—2 (q=—1 означает, что в точ­
ке b условий нет), требуется найти значения параметра Ь, для которых су­
ществуют решения задачи (1), (2) при р^О, д>0.

В статье при некоторой гладкости функции / формулируются критерии 
существования как по крайней мере одного, так и единственного решения 
краевой задачи (1), (2).

2. Пусть функция / измерима и ограничена на каждой компактной ча­
сти пространства [а, +°о)ХЙ’1. Тогда, согласно (2), задача (1), (2) эквива­
лентна операторному уравнению

y=Ty, (3)
где

ь

а
Ту — оператор, распространенный на п раз дифференцируемые функции, 
определенные на [а, Ь] и удовлетворяющие условиям (2); (х, £) — функ­
ция Грина для уравнения у,п,=к(ж) с условиями (2).

3. Обозначим через 1Ап)[а, &] пространство действительных функций 
у(х), определенных на [а, &], п раз дифференцируемых на нем и удовлет­
воряющих условиям (2), с нормой Hyll^maxmax |y(i)(ж) |, а^х^Ь, 
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OCz<n; y<^L'r1'1. Пополнение пространства (L(T”, || -|li) обозначим через 
Сп[а, Ь].

4. Пусть / такова, что Т непрерывен. Продолжение Т на все простран­
ство Сп по непрерывности обозначим через Т.

Всякую неподвижную точку оператора Т назовем классическим реше­
нием уравнения (3); всякую неподвижную точку оператора Т, не принад­
лежащую L{n\ назовем его обобщенным решением. Решением уравнения 
(3) (задачи (1), (2)) будем называть классическое его решение или обоб­
щенное (3).

5. Обозначим через Б множество допустимых значений Ь, через В, — 
множество тех и только тех значений Ъ<^В, для которых уравнение (3) 
имеет i решений, п=0, 1, а через В2 — множество тех и только тех значе­
ний Ъ^В, для которых (3) имеет по крайней мере 2 решения. Множества 
Ва, В^ В2 подразбивают В на классы. Множество Во будем подразбивать 
на 2 подкласса Во' и Во", относя к первому из них те и только те значения 
Ь<^В0, для которых задача (1), (2) не имеет решений и при любом мень­
шем значении параметра, а ко второму — все остальные.

6. Введем в Вп норму || (у,..., y(n_1>) ||i=max |у(,) |, CPSzCn. Предполо­
жим, что для каждого числа г*>0 из возрастающей расходящейся последо­
вательности действительных чисел гк, к=1, 2,.. ., на цилиндре [а, +°°)Х 
X[5i(0, г*)], где [*St(O, Гл)] — замкнутая сфера пространства (/?“, Ц-lli) с 
центром в нуле и радиусом гд, для f выполнены условия Липшица по 
У.........у{п~1}

If (я, У1,..., yi{n~l))-f(x, у2,..., У1П~1)) 1^

^кМУ1-у2,. •.,y1<n_1)-2/2Cn_1>)lli, *=1,2,... (4)

Тогда условия Липшица для Т запишутся в виде
\\Tyi-Ty2\\i^ah{a, b)\\yi-y2\\i, yt, y2eZ(n)D(0, г*)], (5)

где Sil^rk) — сфера пространства Сп с центром в нуле и радиусом гк и

ъ
ак (а, Ь) ~ук шах шах

д‘$(х,^
дх‘

(6)
0Cs^cXfi+i, к—1, -2,.. .

Из (5) следует, что Т непрерывен. Следовательно, (5) выполняется и 
при Т: =Т.

Возможно одно из двух: либо lim Ys<+°°, либо lim 7&=+°°.
k-*+<x> fe->-J-oo

7. Пусть liin ук==7<+°°. Тогда, согласно (6),

lim ак(а, b)—^ max max
Ь->4-оо C^i<n

Отсюда вытекает существование такого наибольшего &0<+°°, что для всех 
значений b из a<b<b2 выполняется условие а(а, &)<1.

Теорема 1. Если f удовлетворяет условию (4) при Чь'—у на 
[a, +oa')XRn, то задача (1), (2) при р=п—1, q = — i имеет единственное 
решение, определенное на [а, 6], Ь^В.

Теорема 2. Если выполняются условия теоремы 1, то при р^О, 
справедливы включения

[&о, +°о) =5O"U51UZ?2.(а, Ъ0)^В„
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8. Рассмотрим случай, когда lim yfl=+00.k—► + оо
Теорема 3. Если f удовлетворяет условиям (4), то существует един­

ственное решение задачи (1), (2) при p=n—i, q=—1, определенное либо 
на некотором максимальном полуотрезке [a, bi), а<Ь1< + °°, либо на 
[а, +°о).

9. Из (6) вытекает существование такого наибольшего числа &л<+°°, 
что для всех значений Ь из a<b<bk выполняется условие сц(а, Ь)<1.

Положим

^ft=sup|| (2?(.г, g),... . Х'" ° (£,%)) ||i, asix^b,

A=sup vrai|/(z, y,..., z/(n_1)) |,
(z, г/,..., i/(n_1))e[a, M [51(0, rk) ].

Теорема 4. Если j удовлетворяет условиям (4) и
fk-^k-(bk—a)

lim-------------------=
---- ■ rk

z<l,

то при дД3О, существует такое наименьшее значение к=к„, что спра­
ведливы включения

(a, b/l0)=Bi, [^,+«)E80W.B2.

Следствие 1. В условиях теоремы 2 (теоремы 4) подкласс В;1' пуст. 
Обозначим через у(х) решение уравнения (1), отвечающее начальным 

условиям
у (а')— ... =у(р)(«)=0, у(р+1}(а)=у0, . . ., y{n~i} (а) ==У^}. (7)

Следствие 2. Пусть Ь^В. Для того чтобы в условиях теоремы 3 
Ь^ВдИЕ. необходимо и достаточно, чтобы система уравнений

y(b)=...=y'q>(b)=O (8)

имела по крайней мере одно решение относительно у0, ..., y0(q'.
Следствие 3. Пусть ЬееВ.ПЕ. Для того чтобы в условиях теоремы 3 

Ъ^В,, необходимо и достаточно, чтобы система (8) имела единственное ре­
шение.

10. Рассмотрим задачу (1), (2) при р=п—2, д=0. В этом случае на­
чальные условия (7) принимают вид

у(а) = . . . =г/(,1_2)(а) =0, ?7(’^1>(а)=х (9)

и соответствующее решенйе записывается в виде у(х, z), причем система 
(8) сводится к одному уравнению относительно z

y(b, z)=0, b^\a, +°°).

Последнее же равносильно задаче о неподвижных точках оператора 
A(z)—z+y(b, z).

Пусть / такова, что решение у(х, z) задачи (1), (9) определено по х на 
[а, +°о) при всяком z и при всяком фиксированном х дважды непрерывно 
дифференцируемо по z, причем первая его производная по z имеет простые, 
а вторая — изолированные нули. Тогда оператор А будет локально сжимаю­
щим (2).

Теорема 5. Если оператор А локально сжимающий и Ь^В, то, для 
того чтобы b^BJCB^. необходимо и достаточно, чтобы нашелся по крайней 
мере один характеристический промежуток G для А, содержащий точку z0, 
для которой существует действительное положительное число г0 такое, что 
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выполняются условия'.
а) [z0~r0, z0+r0]<=G,
б) справедливо неравенство |z0— Ло(г0) |<(1—ас)го, где ас — коэффи­

циент сжатия характеристического отображения Аа (см. (3)).
Теорема 6. Если оператор А локально сжимающий и b&BtUB2, то, 

для того чтобы Ъ^В,, необходимо и достаточно, чтобы нашлась по крайней 
мере одна область G\[z0—r0, z0+r0], где G — характеристический промежу­
ток для оператора А, удовлетворяющий условиям теоремы 5, содержащая 
z,, для которой существует действительное положительное число г\ такое, 
что выполняются условия:

в) [Zi—Л, z^rJcGXJzo—Го, Zo+ro],
г) выполняется неравенство |zt—Ло(г1) | <(1—«о)п.
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