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Как известно, если квадратичная форма, соответствующая эллипти­
ческому оператору L(u) меняет знак в области, то первая краевая задача 
(см. (*, 2)), для уравнения ut=L(u) с обычными условиями склеивания на 
линиях вырождения оператора L(u) не является корректной. В работе (3) 
первая краевая задача'рассматривалась для одного класса таких уравне­
ний с несколько иными условиями склеивания. Эти условия зависят от 
младших коэффициентов. В настоящей заметке эта задача рассматривает­
ся для более широкого класса таких уравнений, где, в частности, сущест­
венно уточняется зависимость условий склеивания от младших коэффи­
циентов. Задача в общем случае редуцируется к некоторому сингулярному 
интегральному уравнению специального вида.

1. Пусть S — область в Еп с гладкой границей о. Определим в Еп~2 ци­
линдрические области Q*: Q+= у>0, 0<£<1}, у<0, 0<

В области S3+U£>~ рассмотрим следующие уравнения:

du(dt=(y д'М/'ду-+а du/dy)sgv. у+Ци), (1)

du/dt=y д2и/ду~+а du/dy+L(u)sgn у, (2)
где a - постоянная,

L (и) = a" (x) ux x ,+5‘ (я) ux ,+c (ж) и,

L(u)—строго эллиптический оператор в S, а'1, Ъ\ (S) и зависят
только от х = (х,,..., х;„), с<0. Имеет место

Лемма 1. Если а<1 и ограниченное решение и уравнения (1) в Q+ 
достигает положительного максимума в точке Р(х0, 0, t0), £0>0, то

lim у1-а[и(х, у, t)-u(P)]<0. (3)
(х, V, !)->₽

Если 0<сс<1, то формула (3) имеет вид

lim yauy<Q. (4)
(х, у, О

Лемма доказывается аналогично случаю, когда L (и) — оператор Ла­
пласа (см. (3)). Для этого надо иметь в виду, что функция

1
v=yl~* J и(ж, р, ё, i)fe~'/!(l-^)'/!-'1^ (5)

является решением уравнения (1), где <о — решение уравнения
da/dt=y d2a/dyi+l/2da>/dy+L(a>'), (6)

удовлетворяющее условию
у'!гыу=0 при у~0. (7)

В (5) функцию со можно подобрать так, чтобы в окрестности точки 
Р(х0, 0, t0) было н—v^Q и со(ж0, 0, t0)>0. Отсюда п утверждение леммы.
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Рассмотрим функции
Г. (у, Т], 0- г‘(уц) ( 2(^) '■) е‘ тГЛ

г2 (у, ц, t) = t~l (z/T]) (1-“,/2 Д_а Y]00-1,

где Z„(z) — модифицированная функция Бесселя. Обозначим через 
г(ж, t, j, у) решение уравнения щ=£(р) в S, удовлетворяющее условию 

и(х, 0, /, y)=f(x, у), и=0 на с. (8)
(переменная у присутствует как параметр). Пусть

о+=стг (0<у<°°), о~=ах (— °°<у<0).
Лемма 2. 1) Если а^1, то ограниченное в Q+ решение уравнения (1) 

аналитично по у вплоть до гиперплоскости у=0. 2) Пусть а= —«+{3, 
ri^Q —целое число, 0<fJ<l. Если и — решение уравнения (1) в Q+ и удов­
летворяет условиям-. DxsDvru^C(£l+), |$|=^2, г=Слг, a Dy+1u ограничено в 
О+, то и аналитично по у вплоть до гиперплоскости у=0.

Утверждение 1) следует из того, что ограниченное решение уравне­
ния (1) при «5=1 однозначно определяется по его значениям' при i=0 
(x^S, у>0) и решение дается формулой

со
и (х, y,t) = J Г, (у, Т|, £) v (x, t, f, Г|) дц. (9)

О
. Утверждение 2) следует нз того, что f)1,1 а удовлетворяет условиям 

и. 1), значит, опа будет аналитической по у, а аналитичность и будет 
следовать из формулы Тейлора.

Теперь при помощи леммы 2 нетрудно видеть, что имеет место
Теорема. Если а5=1, то существует единственное ограниченное в Q 

решение и уравнения (1), удовлетворяющее условию

и(х, у, 0)=/(ж, у), у5=0, и=0 на о+. (10)
Аналогичное утверждение имеет место и для решений уравнения (2).
Пусть теперь а= —п+$, 0<р<1, «5=0 —целое число. Нетрудно видеть, 

что функции

= (И)
о

и-> = —--------f е_и/<1”т) (i—т)“-2 у(жЛ—т, ср, r)rfr: (12)
Г(1—a) J

(-1)"+1 е
«з =—Г~([3) ' J V/(t 01 v (М—Б ср, т) dx

являются решениями уравнеппя (1) (у>0), удовлетворяющие 
ствентто условиям

и,(х, у, ty=f(x, у), ш(х, 0, i)=0; 
Иг(х, у, 0) =0, ш(х, 0, i)=cp(.r. t); 

и3(х, у, 0) =0, y₽<9"+1w3/5y"+1 |„=()=ф(2:, i).

(13)

соответ-

(14)
(15)
(16)

В операторе v{x, t, ср, т) последний аргумент т означает аргумент ср (ст, т). 
Ограниченные в О+ решения задач (1), (14) и (1), (15) единственны 

в силу принципа максимума. Решение задачи (1), (16), имеющее в 
Q+UG (G=SX (0<£<1)) непрерывные производные DxDy‘u, |s]=^2, 
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также единственно. Это доказывается на основании леммы 2. Аналогичное 
доказательство единственности приводится ниже.

2. Рассматриваемые здесь задачи заключаются в следующем: найти 
ограниченные в Q и непрерывные в 12UG решения уравнений (1) и (2), 
имеющие в Q+UG и Q~UG ограниченные непрерывные производные 
D^Dju, DtDyU, | s | <2, r^n, и удовлетворяющие условиям: 
в случае уравнения (1)

и(ж, y,0)=/(x,z/), у' д- и “ I г I , (17)
"У ' у=+о &У ' у=-о

x=S. |z/|<°°, 0<£<1;
в случае уравнения (2)

и(х, у, l)=f,(x, у), у<0, и(х, у, O)=fz(x, у), у>0.
у!‘дп+'и/дуп+'\у=+о=(—у)('дп+1и/дуп+>\у=-о, (18)

x^S, 0</<1,

/, hi fa — заданные достаточно гладкие функции.
Единственность. Рассмотрим однородную задачу, соответствующую (1), 

(17). Из уравнения (1) следует, что функции щ=( — 1')”дпи/дуп, р<0, 
Vz=dnujdyn, г/>0, будут решениями уравнения (1) при а=ф в областях 
12“ и £2+ соответственно и Vi=v2 на G. Кроме того

У$ dv-Jdy Ь=+о=(-у)s dvjду |
В силу леммы 1 и принципа максимума будем иметь у1=у2^0.

Таким же путем можно показать, что все производные по у порядка 
меньше п также равны нулю. Аналогичным путем доказывается единст­
венность задачи (2), (18), если отсутствует оператор L, а в общем един­
ственность задачи (2), (18) указанным путем доказывается в случае п=0. 
При помощи формул (И), (12) и (13) задачи (1), (17) и (2), (18) ре­
дуцируются к интегральному уравнению относительно функции v= 
= г/р dn+lu/dyn+i при y—Q. В случае задачи (1), (17) оно имеет вид

С — f (G-т) ~а v (ж, i-т, v, т) dx=i!i>l (z, г), (19)
кр) J

а в случае задачи (2), (18)

-Цтт”— ( (i-т) ■“ V (г) dx - f (т-f)v (г) <3т=ф2 (i), (20)
1 ([3) J i (.8) J

если L=0 в (2), и

1 Г
. (l-t) “ p(;e, T, v, т)йт—

r(a) J

1 f
(T“0“a v(x,-x-t,v, t)cZt=i|).,(x, £), (21)

Г (a) J

если L^O и 0<a<1 в (2). ,
Уравнение (19) разрешается в явном виде и решение имеет вид

( n+i д а дп
v&,f) = —7------ I (^-т)^1—— v(x, t-x, x)dx—

1 (1—a) ot J dx

5n+1
dt dx”

v (x, t—x, if?!, t) dx. (22)
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Для получения (22) поступаем так: левая часть (19) есть значение 
решения задачи (1), (16) при г/=0, когда ф=т. Потому в силу единствен­
ности решения задач (1), (15) и (1), (16), если в (12) положим <£=^4 
«I возьмем операцию у' дп+'/дуп+1, то при z/=0 мы получим (22). Кроме 
того нужно иметь в виду следующее:

5n+1 dn+i
у* ta-2 = (-1) "+1 <

v{x, t, v(x, т, v, Т1))=р(ж, i+т, v, Ti).
Уравнение (20), продифференцировав п раз, сводим к исследованному 

случаю (см. (4)). Применив к уравнению (21) указанный способ обраще­
ния для v, получим следующее сингулярное уравнение:

, , ‘с К(х, t. т, v)
v(x, f)+|---------- —— <2т=й>3(я:, 2), (ж, i)eG, (23)

тt0

где if>3 — известная функция, a

f / H~zK(x, t,x,v) = j A (z, t, x)v (x, lit—т|-----
о

A =

(1—a)z~a
Г(сс)Г(1—a) ’

т<4,

aza~l т
Г(а)Г(1-сс) T’ i<r,
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