
Проблемы физики, математики и техники, № 1 (42), 2020 
 

© Кечко Е.П., 2020                    81 

  
УДК 517.538.52+517.538.53 

СКОРОСТЬ СХОДИМОСТИ АППРОКСИМАЦИЙ ЭРМИТА – ПАДЕ 
СИСТЕМЫ ТРЕХ ЭКСПОНЕНТ 

Е.П. Кечко 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

THE CONVERGENCE RATE OF HERMITE – PADÉ APPROXIMATIONS 
OF THE THREE EXPONENT SYSTEM 

E.P. Kechko 

F. Scorina Gomel State University 
 

Для системы 3
1{ }j z

je
  найдена скорость сходимости аппроксимаций Эрмита – Паде 2-го рода. Доказанные теоремы до-

полняют результаты, полученные ранее О. Перроном, Д. Браессом, А.И. Аптекаревым, А.П. Старовойтовым и др.  
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The convergence rate of type II Hermite – Padé approximants for the system 3
1{ }j z

je
  is found. The theorems proved in the pa-

per complement the results obtained earlier by O. Perron, D. Braess, A.I. Aptekarev, A.P. Starovoitov and other authors.  
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– аппроксимациями Эрмита – Паде 2-го рода 
(совместными аппроксимациями Паде) системы 
экспонент. Диагональному случаю соответствует 
набор индексов, для которого 1 .kn m m   

Многочлены Эрмита – Паде 2-го рода для 

системы 1{ }j z k
jf e



 были введены Ш. Эрмитом 

в работе [1], посвященной доказательству транс-
цендентности числа .e  Им также были найдены 
явные выражения (подробнее см. [2]) для много-
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При 1k   1 ,m m m 


 а 1
, ,( ) : ( )n m n mz z     

называется аппроксимацией Паде. Ее свойства 
достаточно хорошо изучены [3]. Так, Паде дока-
зал, что при / ,n m    0      дроби , ( )n m z  

равномерно сходятся к ze  на компактах из .  
О. Перрон [4] получил аналогичный результат 
при .n m    Г. Мейнардус сформулировал 
гипотезу об асимптотике поведения разности 
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Для 1k   Е.М. Никишиным была поставлена 
задача об исследовании сходимости совместных 
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аппроксимаций Паде для системы 1{ } ,j z k
jf e



 

где j  – различные отличные от нуля комплекс-

ные числа. Ее решение было получено А.И. Ап-
текаревым [6], который доказал, что: дроби 
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Отметим, что в настоящее время скорость 
сходимости аппроксимаций Эрмита – Паде в 
основном исследовалась лишь при действитель-
ных 1{ }k

j j  [7]–[10] и в диагональном случае.    

В работе [9] описана асимптотика при 
2.k   Недиагональные аппроксимации Эрмита –

Паде для системы 3
1{ }jz

je   рассмотрены в [10].   

В данной работе исследована скорость схо-
димости аппроксимаций Эрмита – Паде 2-го ро-

да для системы экспонент 3
1{ } ,j z

je
  где 3

1{ }j j  – 

различные отличные от нуля комплексные числа. 
Сформулированные результаты справедливы в 
том числе и для недиагонального случая. При 
доказательстве теоремы использовался новый 
подход [9], который опирается на теорему Тей-
лора и эвристические соображения асимптотиче-
ских методов перевала и Лапласа. 
 

1 Теорема о скорости сходимости аппрок-
симаций Эрмита – Паде 
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где оценка (1)o  равномерна по всем | | .z L  

Здесь и далее 1,L L  – абсолютные постоянные. 
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В интеграле 
1

31 2 1( )
1 1 2 3

0

( ) ( ) ( ) ( )mm m x znI z x x x x e dx


        

сделаем замену 1 .x t   В результате получим 

31 1 2 1

1

1
1 (1 )

1 1 2 1 3

0

( )

( 1) ( ) ( ) .mn m m m t zn

I z

t t t t e dt   



        
 

В новом интеграле сделаем следующую замену 
1 .u t   Тогда 

31 21| |
1 1 2 1 3 1( ) ( 1) ( ) ( )mn m mmI z            

32

1 1

1
1 1

2 1 3 10

(1 ) 1 1 .

mm

m uzn u u
u u e du   

             
  

Рассмотрим интеграл 

32

1

1

1
1 1

2 1 3 10

( )

(1 ) 1 1 .

p

mm

m pn

J z

u u
u u du



   
             


 

Используя формулу бинома Ньютона и равенство 

0 0 0 0

,
n m n m k

k k t t t k t k
n m n m

k t k t

C x C x C C x




   

        
    
     

а затем свойства бета-функции Эйлера ( ; ),B u v  

легко показать, что 
2 3

2 3 1

1
0 0 2 1 3 1

1

( )
( ) ( )

( 1; 1).

j k j km m k
m mp

j k j
k j

C C
J z

B m p k n




 

 
         
    

   

Исследуем асимптотику поведения  интеграла 
0
1 ( )J z  при .n   Выражая бета-функцию Эй-

лера через гамма-функцию, получим: 
2 3

2 3 10
1

0 0 2 1 3 1

1

( )
( ) ( )

( 1; 1)

j k j km m k
m m

j k j
k j

C C
J z

B m k n




 

 
        

    

   

2 3
2 3

1

1

1

1 0 2 1 3 1

( 1) ( 1)

( 2)

1
( ) ( )

j k j km m k
m m

j k j
k j

m n

m n

C C 


 

   
 

  

  
           

 
 

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
.С

КО
РИНЫ



Скорость сходимости аппроксимаций Эрмита – Паде системы трех экспонент 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (42), 2020 83

1 1 1

1 1

( 1)( 2) ( )
.

( 2) ( 1)

m m m k

n m n m k

   
       

 

Так как 
2 3

2 3 1

1 0 2 1 3 1

1 1 1

1 1

( ) ( )

( 1)( 2) ( )

( 2) ( 1)

j k j km m k
m m

j k j
k j

C C

m m m k

n m n m k




 

 
      

   
   









 
 

2 3
2 3 1

0 0 2 1 3 1

| | | |
1

| || | | |

kj k j km m k
m m

j k j
k j

C C m

n m




 

   
              
   

2

3

1

2 1

1

3 1

| | | |
1

| | | |

| | | |
1 1,

| | | |

m

m

m

n m

m

n m
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Учитывая (1.4), (1.5) и выбор 0 ,u  получаем 
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 Поскольку в рассматриваемом случае ра-
венство (0.3) имеет вид , ( ) (1 (1)),n mQ z o   то 

справедливо равенство (1.1). Равенства (1.2) и 
(1.3) доказываются аналогично.                             
 

2 Следствия и обобщения 
Из теоремы 1.1, в качестве частных случаев, 

можно получить уже известные результаты. Не 
сложно заметить, что при 1k   1( ,m m  

2 3 0)m m   из теоремы 1.1 следует результат 

Д. Браесса (0.2), а при 2k   и 3 0,   3 0m   

согласуется с результатами из работ [8], [9]: 
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Следствие 2.1. Пусть 1 2( , ),m m m
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где оценка (1)o  равномерна по всем | | .z L  
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