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Введение 
Все рассматриваемые в статье группы 

предполагаются конечными. Одним из 
основополагающих направлений в исследовании 
конечных групп связано с исследованием 
свойств пересечений заданных максимальных 
подгрупп и влиянием этих свойств на строение 
группы. Главенствующую роль здесь занимает 
подгруппа Фраттини, введенная в работе [1]. 
Теорема Фраттини получила развитие в работах 
В. Гашюца [2], В. Дескинса [3] и других авторов 
(см. монографии [4] и [5]). 

Введённое в работах Р. Картера, Т. Хоукса 
[6] и Л.А. Шеметкова [7] понятие F -абнормаль-
ной максимальной подгруппы позволило систе-
матизировать накопившийся богатый факти-
ческий материал о максимальных подгруппах и 
получить целый ряд новых результатов. 

Данная работа посвящена развитию указан-
ных направлений в группах с операторами, осно-
вываясь на методах использования подгруп-
повых функторов в группах с операторами [8]. 

 
1 Определения и обозначения 
Подгруппа H группы G называется пронор-

мальной, если для любого x G  подгруппы H и 
xH  сопряжены между собой в < , >;xH H  аб-

нормальной, если < , >xx H H  для любого .x G  
Напомним, что классом групп называют 

всякое множество групп, содержащее вместе с 
каждой своей группой G и все группы, изо-
морфные G. 

Класс групп называют нормально наслед-
ственным ( nS -замкнутым), если вместе с каждой 

своей группой G он содержит все нормальные 
подгруппы группы G. 

Класс групп F  называется формацией, если 
выполняются следующие условия: 

1) если GF  и ,N G  то / ;G N F  

2) если 1/G N F  и 2/ ,G N F  то 

1 2/G N N F.  
Отображение f класса G  всех групп в 

множество классов групп называют экраном, 
если для любой группы G выполняются сле-
дующие условия: 

1) ( )f G  – формация; 

2) ( ) ( ) ( )f G f G f Ker    для любого го-

моморфизма   группы G; 

3) (1) =f G.  

Экран f называют локальным, если для 
любого простого числа p он принимает одина-
ковые значения на всех неединичных p-группах 
и 

( )
( ) = ( )

p G
f G f p

  для любой группы G. 

Формацию F  называют локальной, если она 
имеет хотя бы один локальный экран. 

Пусть F  – формация. Тогда через GF  обоз-
начается F -корадикал группы G – пересечение 
всех нормальных подгрупп N группы, для 
которых /G N F . 

Максимальная подгруппа M группы G 
называется F -нормальной (F -абнормальной), 

если GF  содержится (не содержится) в M. 
Через GM  обозначают ядро подгруппы M в 

группе G (пересечение всех подгрупп из G, 
сопряженных с подгруппой M). 
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Пусть даны группа G, множество A и 
отображение : ( ),f A Aut G  где ( )Aut G  – 

автоморфное отображение группы G в себя. 
Подгруппа M называется A-допустимой, если M 
выдерживает действие всех операторов из A, то 
есть M M   для любого оператора .A  

Несложно заметить, что так как операторы 
действуют как соответствующие им автомор-
физмы, то каждая характеристическая подгруппа 
является A-допустимой для произвольной груп-
пы операторов. 

Заметим, что максимальная A-допустимая 
подгруппа M либо целиком содержит F -кора-

дикал группы G, либо = .MG GF  Действительно, 
так как произведение A-допустимых подгрупп 
A-допустимо и GF  – характеристическая под-
группа, а, следовательно, A-допустимая, то 

=MG MF  или =MG GF . 
Пусть F  – формация. Обозначим через 

( , )G A  пересечение ядер всех абнормаль-

ных максимальных A-допустимых подгрупп; 
( , )G A  пересечение ядер всех абнормаль-

ных максимальных A-допустимых подгрупп, ин-
дексы которых не делятся на простые числа из ;  

( , )D G A
F  пересечение ядер всех абнормаль-

ных максимальных A-допустимых подгрупп 
группы G, не содержащих F -корадикал группы G; 

( , )D G A

F  пересечение ядер всех абнор-

мальных максимальных A-допустимых подгрупп 
группы G, не содержащих F -корадикал группы G, 
индексы которых делятся на простые числа из ;  

( , )D G A

F

 пересечение ядер всех абнор-

мальных максимальных A-допустимых подгрупп 
группы G, не содержащих F -корадикал группы 
G и не принадлежащих формации F , индекс 
каждой из которых не делится на простые числа 
из ;  

( , )G A
F  – пересечение ядер всех абнор-

мальных максимальных A-допустимых подгрупп 
группы G, содержащих ( )O G  и не содержащих 

;GF  

( , )G A
F

 – пересечение ядер всех максим-

альных A-допустимых подгрупп группы G, со-
держащих ( ),O G  не содержащих GF  и не при-

надлежащих ;F  

( , )G A
  – пересечение ядер всех абнор-

мальных максимальных A-допустимых подгрупп 
группы G, содержащих ( ).O G  

В случае отсутствия подгрупп с указанны-
ми свойствами считаем, что эти пересечения 
равны G. 

Необходимо отметить, что не каждая мак-
симальная подгруппа будет являться макси-
мальной A-допустимой относительно некоторой 
группы операторов A, а также не всякая мак-
симальная A-допустимая подгруппа группы 
является максимальной подгруппой в этой же 
группе [9]. 

 

2 Вспомогательные результаты 
Лемма 2.1. Пусть группа G имеет группу 

операторов A, F  – формация. Тогда если N – 
нормальная A-допустимая подгруппа группы G и 

( , ),N D G A
F

 то  

( / , ) = ( , ) / .D G N A D G A N  

F F

 

Доказательство. Если ( , ),N D G A
F

 то 

,N M  где M – любая абнормальная макси-
мальная A-допустимая подгруппа группы G, не 
принадлежащая F  и не содержащая F -коради-
кал группы G. Тогда  

/( / , ) = ( / ) ,G ND G N A M N 
F

         (2.1) 

где /M N  пробегает множество всех абнор-
мальных максимальных A-допустимых подгрупп 
из / ,G N  не принадлежащих F  и не содержа-

щих F -корадикал группы / .G N  
Продолжим равенство (2.1):  

/( / ) = ( ) / = ( , ) / .G N GM N M N D G A N 
F

 (2.2) 

Из равенств (2.1) и (2.2) вытекает справедли-
вость утверждения.                                                  

Теорема 2.2 [10, с. 114]. Пусть группа G 
имеет группу операторов A такую, что 
(| |, | |) = 1G A  и подгруппа ( , )G A  обладает 

свойством .C  Тогда  

( , ) / ( ) = ( / ( ), ).G A O G G O G A     

Теорема 2.3 [11, с. 29]. Пусть группа G 
имеет группу операторов A, F  – ступенчатая 
формация. Тогда  

( , ) / ( , ) = ( / ( , )).D G A G A Z G G A  F F  

Теорема 2.4. [12, с. 41]. Пусть F  – фор-
мация, группа G имеет группу операторов A 
такую, что (| |, | |) = 1.G A  Если в группе G под-

группа ( , )G A  обладает свойством ,C  то  

( , ) / ( ) = ( / ( ), ).D G A O G D G O G A   

F F  

В теоремах 2.2 и 2.4 используется тот факт, 
что подгруппа ( , )G A  обладает свойством .C  

Следующий подход позволяет развить данные 
теоремы, отбросив указанное выше требование. 
В основе этого подхода лежат свойства подгрупп 

( , ),G A
F  ( , ),G A

F

 ( , ).G A
  

Лемма 2.5. Пусть группа G имеет группу 
операторов A, F  – формация, N – нормальная 
A-допустимая   подгруппа   группы  G.   Тогда 
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справедливы следующие утверждения: 
если ( , ),N G A

   то  

( / , ) = ( , ) / ;G N A G A N  
   

если ( , ),N G A
   то 

( / , ) = ( , ) / ;G N A G A N  
 F F  

если ( , )N G A
   и ( , ) / / ,G A N G N 

F

 

то ( / , ) = ( , ) / .G N A G A N   
F F

 

Доказательство осуществляется непосред-
ственной проверкой. 

Лемма 2.6. Пусть группа G имеет группу 
операторов A. Тогда 

1) ( , ) ( , ),G A G A 
    

2) ( , )G A
  –  -замкнутая подгруппа, 

3) ( , ) / ( ) = ( / ( )),G A O G G O G  
   

4) если ( , )G A  обладает свойством ,C  то 

( , ) = ( , ).G A G A 
   

Доказательство. Очевидно, что 
( , ) ( , ).G A G A 

    

Покажем, что подгруппа ( , )G A
   -зам-

кнута. Пусть ( )O G  – неединичная подгруппа, N – 

минимальная нормальная подгруппа группы G, 
( )N O G . По лемме 23.5 имеем:  

( / , ) = ( , ) / .G N A G A N 
   

Для /G N  утверждение леммы верно по 
индукции. 

Следовательно, группа ( / , )G N A
   -зам-

кнута. Так как N –  -группа, то из  -замкнуто-
сти ( , ) /G A N

  следует, что ( , )G A
  –  

 -замкнутая подгруппа. 
Пусть теперь ( ) = 1.O G  По определению 

подгруппы ( , )G A
  имеем в этом случае 

( , ) = ( , ),G A G A
   причём ( , )G A

  обладает 

единичной  -холловской подгруппой. Очевид-
но, ( , )G A

  –  -замкнутая подгруппа, что и 

требовалось доказать. 
Покажем теперь, что  

( , ) / ( ) = ( / ( )).G A O G G O G  
   

Пусть M – абнормальная максимальная A-допус-
тимая подгруппа группы G и ( ) .O G M   Так 

как ( )O G  – характеристическая подгруппа, то, 

очевидно, / ( )M O G  – абнормальная максималь-

ная A-допустимая подгруппа группы / ( ).G O G  

Следовательно,  
( / ( ), ) ( , ) / ( ) =

( / ( ), ).

G O G A G A O G

G O G A

   

 

  

 
 

С другой стороны, так как ( / ( )) = 1,O G O G   то 

по определению  
( / ( ), ) = ( / ( ), ),G O G A G O G A   

   

что и требовалось доказать. 
Предположим теперь, что ( , )G A  облада-

ет свойством .C  По ранее доказанному  

( , ) / ( ) = ( / ( ), ) =

( , ) / ( ).

G A O G G O G A

G A O G
   

 

 
 

 

Следовательно, ( , ) = ( , ).G A G A 
                     

Теорема 2.7 [11, с. 29]. Пусть F  – nS -зам-

кнутая локальная формация и группа G имеет 
группу операторов A такую, что (| |, | |) = 1.G A  

Тогда ( , ) = ,D G A A B F  где ,AF  ( , ),B G A   

( ) ( ) = .B  F  

 
3 Основной результат 
Теорема 3.1. Пусть F  – формация, группа 

G имеет группу операторов A такую, что 

(| |, | |) = 1G A  и ( , ) .D G A G 
F

 Если в группе G 

подгруппа ( , )G A  обладает свойством ,C  то  

( , ) / ( ) = ( / ( ), ).D G A O G D G O G A   

F F  

Доказательство. Вначале покажем, что  

= ( , ) ( , ).K D G A G G A    
F F  

Пусть ( , ).K G A  Тогда в G найдётся такая 

абнормальная максимальная A-допустимая 
подгруппа M, индекс которой не делится на 
простое число из ,  что = .G KM  Понятно, что 

M не содержит .GF  Если ,M F  то 

( , ) ,K D G A M 
F

 
что невозможно. Следовательно, M F.  Отсюда  

/ = / / ,G K MK K M M K F  

а это значит, что ( , ).G K D G A 
FF  Это про-

тиворечит существованию в группе G абнор-
мальной максимальной A-допустимой подгруп-
пы, не содержащей GF  индекс которой не де-
лится на простые числа из .  Итак,  

( , )K G A  . 

Пусть ( ) 1.O G   Тогда ввиду того, что  

( , ) / = ( / ( ), ),G A O G O G A     

получаем справедливость теоремы для группы 
/ ( )G O G  по индукции. Следовательно,  

( / ( ), ) / ( / ( )) =

( / ( ) / ( / ( )), ).

D G O G A O G O G

D G O G O G O G A

   

   

F

F
 

Так как ( / ( )) = 1O G O G   и  

( / ( ), ) = ( , ) / ( ),D G O G A D G A O G   

F F

 

то  
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( , ) / ( ) = ( / ( ), ).D G A O G D G O G A   

F F  

Пусть теперь ( ) = 1O G . Тогда  

( , ) ( , ) = ( , ).D G A G G A G A     
F F  

Пусть /K N  – главный фактор группы G, 
причём,  

( , ) ( , ).G A N K D G A   
F

 

Так как  

( , ) ( , ),K G D G A G G A    
FF F  

то = ( ) = .N N K G K NG F F  

Поэтому имеет место следующий изоморфизм:  

/ / =

/ ( ) = / .

KG NG K K NG

K N K G K N



 

F F F

F


 

Так как / ,G NG F F  то главный фактор 

/KG NGF F  является F -центральным в G. Сле-

довательно, главный фактор /K N  также 
является F -центральным в G. Таким образом, 

( , ) / ( , )D G A G A 
F

 – F -гиперцентральная нор-

мальная подгруппа группы / ( , ).G G A  Поэтому  

( , ) / ( , ) ( / ( , )).D G A G A Z G G A    
F F  

С другой стороны, на основании теоремы 2.3  

( , ) / ( , ) ( , ) / ( , ) =

( / ( , )).

D G A G A D G A G A

Z G G A

 



  

 

F F

F
 

Значит,  

( , ) / ( , ) = ( / ( , )).D G A G A Z G G A   
F F  

Следовательно,  
( , ) / ( , ) = ( , ) / ( , ),D G A G A D G A G A 

 F F  

то есть ( , ) = ( , ).D G A D G A 

F F                                 

Следствие 3.1.1. Пусть группа G имеет 
группу операторов A, F  – nS -замкнутая локаль-

ная формация, содержащая все нильпотентные 

группы, и ( , )D G A G 
F

. Если подгруппа 

( , )G A  обладает свойством ,C  то  

( , ) / ( ) .D G A O G  
F

F  

Так как в любой группе G подгруппа 
( , )p G A  обладает свойством ,pC  то при 

= { }p  получаем следующий результат. 

Следствие 3.1.2. Пусть F  – формация, 
группа G имеет группу операторов A такую, 

что (| |, | |) = 1,G A  ( , ) .D G A G 
F

 Тогда  

( , ) / ( ) = ( / ( ), ).p ppD G A O G D G O G A 

F F  

Следствие 3.1.3. Пусть группа G имеет 
группу операторов A такую, что (| |, | |) = 1,G A  

( , ) .D G A G 
F

 Если F  – nS -замкнутая локальная 

формация, содержащая все нильпотентные 

группы, то ( , ) / ( ) .ppD G A O G 
F

F� 

Теорема 3.2. Пусть F  – локальная фор-
мация, группа G имеет группу операторов A 
такую, что (| |, | |) = 1.G A  Тогда  

( , ) / ( ) = ( / ( ), ).G A O G D G O G A   
F F  

Доказательство. Пусть M – абнормальная 
максимальная A-допустимая подгруппа группы 
G, ( )O G M   и M не содержит F -корадикал 

группы G. Так как ( / ( )) = ( ) / ( ),G O G G O G O G  
F F  

то / ( )M O G  – абнормальная максимальная 

A-допустимая в / ( )G O G  подгруппа, не содер-

жащая F -корадикал группы / ( ).G O G  Таким 

образом,  
( / ( ), ) ( / ( ), ) =

( , ) / ( ).

D G O G A G O G A

G A O G

   

 

 

 

F F

F
 

Обратно, если подгруппа / ( )M O G  абнормаль-

ная максимальная A-допустимая в / ( )G O G  и не 

содержит F -корадикал группы / ( ),G O G  то 

подгруппа M абнормальная максимальная A-до-
пустимая в G подгруппа, содержащая ( )O G  и 

не содержащая .GF  Следовательно,  

( / ( ), ) =

( , ) / ( ) ( / ( ), ).

G O G A

G A O G D G O G A

 

    



  

F

F F
 

Отсюда имеем  
( , ) / ( ) = ( / ( ), ),G A O G D G O G A    

F F  

что и требовалось доказать.                                    
Следствие 3.2.1. Пусть F  – локальная фор-

мация, группа G имеет группу операторов A 
такую, что (| |, | |) = 1.G A  Тогда, если ( , )G A  

обладает свойством ,C  то 

( , ) = ( , ).G A D G A 
F F  

Доказательство. По теоремме 2.2 и теореме 
3.2 имеем:  

( , ) / ( ) = ( / ( ), ) =

( , ) / ( ).

G A O G D G O G A

D G A O G

   

 





F F

F
 

Следовательно, ( , ) = ( , ).G A D G A  
F F  

Следствие 3.2.2. Пусть F  – локальная 
формация, группа G имеет группу операторов A 
такую, что (| |, | |) = 1.G A  Тогда,  

( , ) ( , ) = ( , )
p q

G A G A D G A   F F F  

для любых .p q  

Справедливость утверждения следует из 
справедливости теоремы Силова для ( , )p G A  и 

( , )q G A  и следствия 4.2.1. 
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Теорема 3.3.  Пусть F  – локальная форма-
ция, группа G имеет группу операторов A та-

кую, что (| |, | |) = 1,G A  ( , ) .G A G 
F

 Тогда  

( , ) / ( ) = ( / ( ), ).G A O G D G O G A   
F F  

Доказательство. Покажем, что  

= ( , ) ( , ).K G A G G A  
   
F

F  

Пусть ( , ).K G A
  Тогда в G найдётся абнор-

мальная максимальная A-допустимая подгруппа 
M, не содержащая GF . Если M F , то  

( , ) ,K G A M  
F

 

что невозможно. Следовательно, M F.  Отсюда  

/ = / / .G K MK K M M K F  

А это значит, что ( , ).G K G A  
FF  Это про-

тиворечит существованию в группе G абнор-
мальной максимальной A-допустимой подгруп-

пы, не содержащей GF  и определению ( , ).G A
F

 

Следовательно, ( , ).K G A
   

Пусть ( ) 1.O G   Тогда ввиду того, что  

( , ) / = ( / ( ), ),G A O G O G A  
   

получаем справедливость теоремы для группы 
/ ( )G O G  по индукции. Следовательно,  

( / ( ), ) / ( / ( )) =

( / ( ) / ( / ( )), ).

G O G A O G O G

D G O G O G O G A

   

   





F

F
 

Так как ( / ( )) = 1,O G O G   то  

( / ( ), ) = ( / ( ), ).G O G A D G O G A    

F

F  

Из леммы 3.5  

( , ) / ( ) = ( / ( ), ).G A O G D G O G A   
F F  

Пусть теперь ( ) = 1.O G  По определению под-

группы ( , )G A
F

 имеем ( , ) = ( , ),G A D G A 
F F

 

а определению подгруппы ( , )G A
  –  

( , ) = ( , ) = ( , ).G A G A G A 
    

Тогда из теоремы 4.1 получаем ( , ) =D G A

F

 

= ( , ).D G A
F  Следовательно, ( , ) = ( , ),G A D G A 

F F  

что и требовалось доказать.                                    
Следствие 3.3.1. Пусть F  – нормально на-

следственная локальная формация, группа G 
имеет группу операторов A такую, что 

(| |, | |) = 1,G A ( , ) .G A G 
F

 Тогда 

( , ) / ( )G A O G  
F

F.  

Теорема 3.4. Пусть F  – нормально наслед-
ственная локальная формация, группа G имеет 
группу операторов A такую, что (| |, | |) = 1,G A  

  –  некоторое  множество  простых  чисел.  

Тогда ( , ) = ,G A AB
F  где 

1) / ( ) ;A O G F� 
2) ( , );B G A

   

3) ( ) ( ) .B   F  

Доказательство. Рассмотрим фактор-груп-
пу / ( ).G O G  

Из теоремы 3.2  
( , ) / ( ) = ( / ( ), ),G A O G D G O G A   

F F  

по лемме 2.6  
( , ) / ( ) = ( / ( ), ).G A O G G O G A  

   

Применяя к группе ( / ( ), )D G O G A 
F  теорему 

2.7, получаем  
( / ( / ( )), ) = ( / ( ))( / ( )),D G O G O G A A O G B O G    
F  

где  
/ ( ) , / ( )

( / ( ), ), ( / ( )) ( ) = .

A O G B O G

G O G A B O G
 

 

 
    

F

F
 

Следовательно, ( ) ( ) .B   F  Так как  

( / ( ), ) = ( , ) / ( ),G O G A G A O G  
   

то ( , ).B G A
   

Ввиду теоремы 2.7 имеем, что  
= ( ), / ( ) .A B O G A O G  F  

Так как  
( , ) / ( ) = ( / ( ), ),G A O G D G O G A   

F F  

то ( , ) = ,G A AB
F  что и требовалось доказать.  

Следствие 4.4.1. Пусть F  – нормально на-
следственная локальная формация, группа G 
имеет группу операторов A такую, что 
(| |, | |) = 1,G A    – некоторое множество 

простых чисел. Тогда  
( , ) / ( ) .G A O G 

 F F  
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