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Рассматриваются выпуклые задачи полубесконечного программирования с многогранным множеством индексов и 
вполне выпуклыми функциями ограничений. Для указанного класса задач формулируется и доказывается явный кри-
терий оптимальности. Проводится сравнительный анализ данного критерия с известными ранее условиями оптималь-
ности. Приводится иллюстративный пример.  
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Convex semi-infinite programming problem with polyhedral index sets and faithfully convex constraint functions are consid-
ered. An explicit optimality criterion is formulated and proved for the given class of problems. A comparative analysis of this 
criterion with known optimality conditions is performed. An illustrative example is presented.  
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Введение 
Полубесконечное программирование в по-

следнее время является областью активных ис-
следований [1], [2]. К задачам полубесконечного 
программирования относятся задачи нахождения 
экстремума некоторой функции с конечным чис-
лом переменных на множестве, заданном беско-
нечным числом ограничений.  

Условия оптимальности являются одним из 
основных вопросов при исследовании задач по-
лубесконечной оптимизации [3], [4]. Большинст-
во известных условий оптимальности для полу-
бесконечного программирования предполагают 
выполнение некоторых условий регулярности 
[5], [6]. Однако хорошо известно, что эти усло-
вия могут нарушаться. Поэтому актуальной яв-
ляется проблема получения условий оптималь-
ности при выполнении наиболее слабых условий 
регулярности либо вообще без них.  

В [7] был предложен подход для исследова-
ния задач полубесконечной оптимизации, кото-
рый позволяет свести проверку оптимальности 
заданного допустимого плана в задаче полубес-
конечного программирования к его проверке на 
оптимальность во вспомогательной задаче нели-
нейного программирования. На основе данного 
подхода в [8] был сформулирован и доказан не-
явный критерий оптимальности для выпуклых 
задач полубесконечного программирования.  

В статье рассматривается случай, когда ог-
раничения задачи полубесконечного программи-
рования являются вполне выпуклыми. Понятие 
вполне выпуклой функции было введено Рокка-
феллором [9]. Исследуются выпуклые задачи 
полубесконечного программирования с много-
гранным множеством индексов. Учитывая впол-
не выпуклость функции ограничений данной 
задачи, формулируется явный критерий опти-
мальности, не требующий выполнения извест-
ных условий регулярности. Приводится пример 
применения данного критерия оптимальности. 
Анализируется взаимосвязь полученного крите-
рия оптимальности для задачи полубесконечного 
программирования с вполне выпуклыми функ-
циями ограничений с уже известными условиями 
оптимальности.  
 

1 Постановка задачи, необходимые опре-
деления и обозначения  

Рассмотрим задачу полубесконечного про-
граммирования вида  

min ( )
nx

c x


    (1.1) 

( ) 0f x t t T       

где  
{ }s T

k kT t h t h k K        

– ограниченный многогранник, содержащий бо-
лее одного элемента, K – конечное множество 
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индексов, вектора s
kh   и числа kh k K     

заданы, функции ( )f x t  для каждого t T  и 

( )c x  выпуклые по nx   Предположим, что 

функция ( )f x t  достаточно гладкая по t  и x  и 

функция ( )c x  достаточно гладкая по .x  

В дальнейшем будем использовать следую-
щие обозначения. Любой вектор – вектор-стол-

бец; если ( )r t    то 
( ) sr t

t





  – вектор-столбец; 

если ( ) mr t   – вектор-столбец, то 
( ) s mr t

t


 


  

а 
( )T

m sr t

t


 


  Здесь и далее символ T  означает 

транспонирование.  
Обозначим через X множество допустимых 

планов задачи (1.1):  
{ ( ) 0 }nX x f x t t T          

Для данного t T  обозначим через ( )aK t K  

множество активных ограничений в t    
( ) { }T

a k kK t k K h t h      

и через ( )L t  – множество допустимых направле-

ний для индекса t  в T    
( ) { 0 ( )}s T

k aL t l h l k K t              (1.3) 

Для данного x X  обозначим через ( )aT x T  

множество активных индексов в x    
( ) { ( ) 0}aT x t T f x t       

Введем согласно работе [7] следующие опреде-
ления:  

Определение 1.1. Индекс t T  называется 
неподвижным в задаче (1.1), если ( ) 0f x t    

x X     
Обозначим через T   множество всех непод-

вижных индексов задачи (1.1).  
Определение 1.2 Будем говорить, что не-

подвижный индекс t T   имеет порядок непод-
вижности ( ) {0 1 }q t l      вдоль допустимого 

направления ( ) 0l L t l     если  

01  
0

( )
0 0 ( )

i

i

d f x t l
x X i q t l

d


 
       


 

02  существует вектор ( )x x t l X    такой, 

что 
( ) 1

( ( ) 1)

0

( )
0

q t l

q t l

d f x t l

d

 

 


  
 




  

Здесь предполагаем, что 
0

0

0

( )
( )

d f x t l
f x t

d


  
  


 

Предположение 1.1 Предположим, что 0X   

и  ( ) 1 ( ) 0q t l l L t \ t T           
Согласно работе [8] из Предположения 1.1 

следует, что множество индексов T   состоит из 

конечного числа элементов. Следовательно, мно-
жество T   допускает представление  

{ }jT t j J
     

где J  – некоторое конечное множество индексов. 

Для каждого t T  множество допустимых 
направлений, определенное в (1.3), может быть 
представлено в следующем виде:  

( )

( )

( ) ( )

( ) 0 ( ) ,

s
i i

i P t

i i i
i I t

L t l l b t

a t i I t






     



       








 

где вектора ( ) ( )ib t i P t   – двунаправленные лу-

чи, ( ) ( )ia t i I t   – однонаправленные лучи, ( )P t  

и ( )I t  – конечные множества индексов. В работе 

[10] изложен алгоритм построения векторов 
( ) ( )ib t i P t    ( ) ( )ia t i I t    и множеств ( )P t  и 

( )I t  для любого .t T  

В [11] был описан и обоснован алгоритм 
построения неподвижных точек { }jT t j J

    

и их порядков неподвижности для задачи (1.1). 
Поэтому далее считаем, что известны: множест-
во неподвижных индексов, вектора и множества 

( ) ( )i i ja j a t   ( ) ( )ji I j I t    ( ) ( )i i jb j b t   

( ) ( )ji P j P t j J      и порядки неподвижно-

сти ( ( )) ( )j i j jq t a t i I t j J       вдоль допусти-

мых направлений ( ) ( )i j ja t i I t j J       
Обозначим  

0 ( ) { ( ) ( ( )) 1}j iI j i I j q t a j       0( ) ( ) ( )I j I j \ I j    

0

0

( )

0
( )

( )

( ) 0 ( ) ,

s
j i i

i P j

i i i
i I j

L l l b j

a j i I j






     


       







 

0( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))T
i iB j b j i P j a j i I j j J          

Следующую теорему сформулируем, осно-
вываясь на работе [12]:  

Теорема 1.1. Пусть для выпуклой задачи 
(1.1) выполняется Предположение 1.1. Тогда до-
пустимый план 0x X  является оптимальным 
для задачи (1.1) тогда и только тогда, когда 
существуют конечные наборы активных индек-
сов 0{ } ( ) \j at j J T x T      и допустимых на-

правлений  
0 1ji j j j

j J

l L i d j J J d n







           

такие, что вектор 0x  является оптимальным 
для вспомогательной задачи  

min ( )
nx

c x





                          (1.4) 

( )
( ) 0 ( ) 0j

j

f x t
f x t B j j J x G

t 

 
        


(1.5) 
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где  

2

2

( )
( ) 0 ( )

( )
0 1

( ) 0 .

T
jn

i

jT
ji ji j

j

f x t
G x a j i I j

t

f x t
l l i d j J

t

f x t j J







        


 
      


    




 

Задача (1.4)–(1.5) – задача выпуклого програм-
мирования с конечным числом ограничений.  

Из данной теоремы следует, что проверку 
оптимальности некоторого допустимого плана в 
задаче (1.1) можно свести к проверке оптималь-
ности данного плана в задаче (1.4)–(1.5).  

Целью данного исследования является фор-
мулировка явного критерия оптимальности для 
задачи (1.1) в случае, когда функция ограниче-
ний вполне выпуклая по nx    
 

2 Вполне выпуклость  
Согласно работе [9] введем понятие вполне 

выпуклой функции.  
Определение 2.1. Говорят, что выпуклая 

функция ( )g x  является вполне выпуклой по 
nx   когда для нее выполняется следующее 

условие: если она линейна на некотором интер-
вале, то она линейна и на всей прямой, содер-
жащей данный интервал.  

В [9] было показано, что функция ( )g x  

вполне выпукла по nx  тогда и только тогда, 
когда она представима в виде  

( ) ( ( )) ( )Tg x z x w x z x Ax v        

где ( ) mz     – строго выпуклая по z  

функция, m nA    m nv w          

Предположение 2.1. Предположим, что 
функция ограничений ( ) nf x t x t T      задачи 

(1.1) допускает представление  
( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

Tf x t t z x t w t x t

z x t A t x v t

       
   

    (2.1) 

где функция ( ) s mt z        является 

строго выпуклой по z функцией при любом t T   
функции ( ) ( ) ( ) ( )A t v t w t t      ( )t z   достаточно 

гладкие по t  функция ( )t z   достаточно глад-

кая по z. 
Из Предположения 2.1 следует, что функ-

ция ( )f x t t T     будет вполне выпукла по 
nx    
Утверждение 2.1. Пусть выполняется 

Предположение 2.1, nY    – некоторое выпук-
лое множество, t T   Тогда условие  

( ) 0f x t x Y                        (2.2) 

эквивалентно условию  

( ) ( )

( ) ( )T

A t x v t z

w t x t x Y

  

     
           (2.3) 

где  
( ) ( ) ( )

( )

z z x t A t x v t

t z

    
    

             (2.4) 

x  – некоторый вектор из Y   а условие  

( )
0

f x t
B x Y

t

 
    


                 (2.5) 

при выполнении (2.2), эквивалентно условию  

( ) 0TB Q x u x Y                   (2.6) 

где B – некоторая матрица размерности m s    

( )Q Q t z  
1

( ) ( )Tm
r

r
r

A t w t

t t

 
  

   

( ) -я строка матрицы ( )rA t r A t   
( ) ( )

( )
v t t

u u t z
t t

 
      

 
       (2.7) 

( )
( )

( )
( )

1 ( ) ( 1 )

r r
r

T
r

t z
t z

t
t z

t z
z

r m t z r m

 
     


 

     


            

 

Доказательство. Докажем вначале эквива-
лентность соотношений (2.2) и (2.3).  

Пусть выполняется соотношение (2.2). Пе-
репишем его в следующем виде  

( ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) .

Tt z x t w t x t

z x t A t x v t x Y

      

     
       (2.8) 

Покажем, что ( )z x t const x Y       Пред-

положим противное, т. е. 1 2x x Y     такие, что 

1 2( ) ( )z x t z x t      

Рассмотрим функции 1 2( ) (1 )x x x Y        и 

1 2

( ( ) ) ( ) ( ) ( )

( ) (1 ) ( ) [0 1]

z x t A t x v t

z x t z x t

     
          

 

Учитывая строгую выпуклость функции ,  

имеем  

1

2

1 2

( ( ( ) )) ( ( ))

(1 ) ( ( ))

(0 1) ( ) ( )

t z x t t z x t

t z x t

z x t z x t

        
     

      
 

С учетом соотношения (2.8) получим  

1

2

( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ))

(1 )( ( ) ( )) (0 1)

T T

T

w t x t w t x t

w t x t

      

      
 

( ) ( ) ( ) ( ) (0 1)T Tw t x w t x        
Полученное противоречие доказывает, что 

( )z x t const x Y        

Поскольку x Y   то в качестве данной кон-

станты возьмем значение ( )z z x t    тогда имеем 

( ) ( )A t x v t z x Y       
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из чего следует  

( ( )) ( )t z x t t z x Y            

С учетом этого, перепишем соотношение (2.8) в 
следующем виде  

( ) ( ) 0

( ) ( )

T

T

w t x t x Y

w t x t x Y

       

     


  

Таким образом получили соотношения (2.3).  
Пусть выполняются соотношения (2.3). Из 

условия ( ) ( )A t x v t z x Y       следует, что  

( ( )) ( )t z x t t z x Y                 (2.9) 

Тогда, учитывая (2.3) и (2.9), получаем  

( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) 0

Tf x t t z x t w t x t

t t x Y

       

         
 

Таким образом получили соотношение (2.2).  
Докажем теперь вторую часть утверждения.  
Пусть выполняются соотношения (2.2) и 

(2.5). С учетом того, что выполняется Предполо-
жение 2.1 перепишем соотношение (2.5) в виде  

( ( ( )) ( ) ( ))
0

Tt z x t w t x t
B x Y

t

     
    


  

С учетом правил дифференцирования по вектор-
ному аргументу получим  

( ( )) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( )
0 .

t z x t A t x v t
B

t t t

t z x t w t t
x x Y

z t t

             
             


(2.10) 

Выше было показано, что функция ( )z x t   

const x Y      при выполнении (2.2). Учитывая 

данный факт, можем утверждать, что  
( ( )) ( )

( ( )) ( )

t z x t t z

t t
t z x t t z

x Y
z z

    
  

 
    

     
 


  (2.11) 

Учитывая это, перепишем соотношение (2.10) в 
следующем виде  

( ) ( ) ( ) ( )
0

A t x v t w t t
B x

t t t t

                
 

x Y                             (2.12) 
С учетом обозначений (2.7) последние ра-

венства принимают вид (2.5), что доказывает их 
справедливость.  

Пусть выполняются соотношения (2.2) и 

(2.6). Тогда, учитывая ( )z x t const x Y       и 

(2.11), получаем  
( )

( ) ( ) ( ) ( )

f x t
B

t
A t x v t w t t

B x
t t t t

 



                

 

( ) 0TB Q x u x Y        

Утверждение доказано.  

На основании доказанного утверждения 
можем сделать вывод, что задача (1.4)–(1.5) эк-
вивалентна задаче 

min ( )
x Y

c x


                          (2.13) 

где Y H G   G определено согласно (1.6),  

{ nH x   ( ) ( ) ( )j jA t x v t z j    

( ) ( ) ( )T
j jw t x t j     

( )( ( ) ( )) 0 }TB j Q j x u j j J      

( ) ( ) ( )

( ) ( ( ))

j j

j

z j A t x v t

j t z j x Y

  

      
          (2.14) 

( ) ( ( ));jQ j Q t z j   ( ) ( ( )),ju j u t z j   

( ( ))
( ) ( ) ( ( ))j

j

t z j
j j t z j

t

 
       


 

а функции ( )Q t z   ( )u t z   ( )t z   определены 
согласно (2.7). Поскольку задача (1.4)–(1.5), при 
выполнении Предположения 2.1, эквивалентна 
задаче (2.13), следовательно исследование опти-
мальности некоторого допустимого плана в за-
даче (1.4)–(1.5) эквивалентно проверке опти-
мальности этого плана в задаче (2.13), которая 
является задачей нелинейного программирова-
ния с линейными ограничениями  равенствами. 

Замечание 2.1. Предположение 2.1 можно 
ослабить, заменив его следующим:  

Предположим, что существует такое чис-
ло 0    что для любого j J  в окрестности 

{ }j jt T t t        точки jt  функция ( )f x t   

jt   допускает представление  

( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T
j j j j

j j j

f x t t z x t w t x t

z x t A t x v t

       

   
 

где функция ( ) jms
j jt z        является 

строго выпуклой функцией по jz  для любого t T    
 

3 Условия оптимальности  
В предыдущем пункте было показано, что 

задача (1.4)–(1.5) при выполнении Предположе-
ния 2.1 эквивалентна задаче (2.13), которая явля-
ется задачей выпуклого программирования, в кото-
рой ограничения-равенства являются линейными. 

В [11] было показано, что существует до-
пустимый план x X   такой, что  

2
0

2

( )

( )
( ) 0 ( )

( )
0

( ) 0 \{ }

a

T
j

i

jT
j

j

T T x

f x t
a j i I j

t

f x t
l l l L j J

t
f x t t T t j J









 

 
   


 

      

      








      (3.1) 

Из соотношений (3.1), выпуклости множе-
ства G и доказанной эквивалентности задач 
(2.13) и (1.4)–(1.5) следует справедливость сле-
дующего критерия оптимальности.  
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Теорема 3.1. Пусть выполняется Предпо-
ложение 2.1. Допустимый план 0x Y  является 
оптимальным в задаче (1.4)–(1.5) тогда и толь-
ко тогда, когда существуют векторa и числа  

0( ) ( )jm m
jj j P j I jm           

0 ( ) 0 1

0

ji ji j

j j

i I j i d

j J j J






          

        
       (3.2) 

такие, что 

0( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
x j j j j j

j J

c x A t w t Q j B j



      





0

( )

2 0

2
1

0

( )
( )

( )

( ) 0

j

T
j

ji x i
i I j

d
jT

ji x ji ji
i

j x j
j J

f x t
a j

t

f x t
l l

t

f x t











  
     

  
     

    













      (3.3) 

0( )
( ) 0 ( )

T
j

ji i

f x t
a j i I j

t 

 
    


 

2 0

2

0

( )
0 1

( ) 0

jT
ji ji ji j

j j

f x t
l l i d j J

t

f x t j J





 
       


     

 

Основываясь на Теоремах 1.1 и 3.1, можем 
сформулировать следующий результат для зада-
чи полубесконечного программирования (1.1).  

Теорема 3.2. Пусть выполняются Предпо-
ложения 1.1 и 2.1. Допустимый план 0x X  яв-
ляется оптимальным в задаче (1.1) тогда и 
только тогда, когда существуют векторa и чис-
ла (3.2) такие, что выполняются условия (3.3). 
 

4 Сравнительный анализ полученных ре-
зультатов с известными в литературе 

Покажем взаимосвязь полученных выше 
условий оптимальности с условиями из [4], где 
был исследован случай, когда функция ограни-
чений ( )f x t  при любом t T  является выпук-

лой и аналитической по nx   Приведем далее 
некоторые уже известные факты из [4], которые 
будем использовать.  

В [4] доказана следующая теорема.  
Теорема 4.1. Пусть выполняется Предпо-

ложение 1.1 и функция ( )f x t  является анали-

тической функцией в n T   Допустимый план 
0x X  является оптимальным в задаче (1.1) 

тогда и только тогда, когда существуют числа 

0 ( ) 0 1 jji jii I j i d j J             0
j

j J      

такие, что  
0

0

( )

( )
( ) ( )

T
jT

x x iji
j J i I j

f x t
c x a j

t
  

    
        

    

2 0
0

2
1

( )
( ) 0

jd
jT

x ji ji x jji j
i j J

f x t
l l f x t

t  

  
           

    

0

0

( ) 0

( )
( ) 0 ( )

jj

T
j

iji

f x t j J

f x t
a j i I j

t





    

 
   



 

2 0

2

( )
0 1jT

ji ji jji

f x t
l l d j J

t 

 
     


 

где ( 1 )i i r       { 1 }n
i i r      – мак-

симальное (по количеству элементов) множест-
во векторов удовлетворяющее соотношениям  

( 1 )irank i r r                        (4.1) 

( ) 0 1 2 1 ,k
j iM x k i r j J           

 
1

( )

1

( )

( )
( )

( )
( ) 2 3 ,

j

j

f x tj

t

k
jk

j

f x t

x
M x

B j

x

M x
M x k j J

x

 






  
     

  
 

 
      



 

где x  вектор, удовлетворяющий (3.1). 
Основываясь на вышеизложенном, можно 

легко доказать следующее утверждение.  
Утверждение 4.1. Предположим, что функ-

ция ( )f x t  аналитичная в nR T  и удовлетворя-

ет Предположению 2.1. Пусть 1
i

i r    – 

максимально возможное множество векторов, 
удовлетворяющее условиям  

( 1 )irank i r r        

( )

( ) 0 1

( ) ( )

j
T

j i

T

A t

w t i r j J

B j jQ




 
 

       
 
 

  (4.2) 

Тогда данная система векторов 1i i r     
удовлетворяет условиям (4.1). 

Таким образом, если известно представле-

ние (2.1), то систему векторов 1i i r      необхо-
димую для проверки условий оптимальности из 
теоремы 4.1, можно найти более удобным спосо-
бом: найдя все линейно независимые решение 
однородной линейной системы уравнений (4.2). 

Из всего выше изложенного также можем 
сделать вывод, что если найдены множители 

( ) 1 ,j ji ji jj J i I j i d j J
                удов-

летворяющие условиям теоремы 3.2, то они сов-
падут с множителями 

( ) 1ji jjij
j J i I j i d j J

              

из теоремы 4.1. 
Замечание 4.1. Выше изложенные утвер-

ждения являются справедливыми и для задачи 
полубесконечного программирования с ограниче-
ниями вида  
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min ( ),
nx

c x


 

( ) 0 1i if x t t T i k          

где 0 k    каждое iT  – многогранник.  

 
5 Пример 
Рассмотрим задачу  

2 2
1 1 3 4min 2 4 ( 1)

nx
x x x x


    


          (5.1) 

( ) 0f x t t T       

где        4 2 3
1 1 1 2 1( ) 1.5( 1)f x t t x x x t        

2 4 3 2 2 2
1 2 4 4 2 4 2 1 29 4 4 ( 1)t t x x t x t x t        

2 2 2
2 2 2 2 1 3 1 2 3(3 2)x t x t t x t t x       

2
1 2 1 2{ 0 0 3}T t t t t t             

и 4 2
1 2 3 4 1 2( ) ( )T Tx x x x x t t t            Требу-

ется проверить, является ли допустимый план 
0 (1 0 0 1)x      оптимальным в задаче (5.1). 

Легко проверить, что для плана 0x  множесво 

активных индексов имеет вид 0 (1) (2) (3)( ) { }aT x t t t     

где (1) (2) (3)(0 0) (0 2) (3 0)T T Tt t t          
Применяя алгоритм [11], убеждаемся, что 

индексы (1) (2){ } {1 2}T t t J
       являются не-

подвижными в данной задаче. Используя прави-
ла построения экстремальных лучей, получим  

1 2

1 1

(1) (1 0) (1) (0 1)

(2) (0 1) (2) (1 0)
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Положим {3}J     Поскольку 
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то можем положить 0jd j J      
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Согласно теореме 3.2, план 0x  будет опти-
мальным в задаче (5.1) тогда и только тогда, ко-
гда найдутся такие 
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что выполняются следующие соотношения 
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Положив (1 0 0 1)x      и используя формулы 
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Для проверки условий (5.2) определим еще 
следующие значения  
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Тогда условие (5.2) и условие (5.3) имеют вид  
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Таким образом, 0x  – оптимальный план за-
дачи (5.1). 
 

Заключение 
В данной работе были рассмотрены задачи 

полубесконечного программирования с много-
гранным множеством индексов и вполне выпук-
лой по x функцией ограничений.  

Используя свойство вполне выпуклости 
функции ограничений, было показано, что задача 
(1.4)–(1.5) эквивалентна задаче (2.13), которая 
является задачей выпуклого программирования, 
ограничения-равенства которой являются линей-
ными. На основе  проведенных исследований 
был сформулирован и доказан критерий опти-
мальности (см. Теорему 3.2) для задачи (1.1) с 
вполне выпуклыми функциями ограничений. 
Приведен пример, иллюстрирующий применение 
данного критерия. Проведен сравнительный ана-
лиз критериев оптимальности для задачи (1.1) с 
вполне выпуклыми функциями ограничений и 
аналитичными функциями ограничений. 
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