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Введение 
Все рассматриваемые группы конечны. Бу-

дем рассматривать терминологию из [1]–[4]. 
Символом ( )pF G  обозначают наибольшую нор-

мальную p-нильпотентную подгруппу группы G, 
а символом ( )pO G  ‒ наибольшую нормальную 

p-подгруппу группы G. Через ( )G  обозначают 

множество всех простых делителей порядка 
группы G. 

Напомним, что формацией называется класс 
групп, который замкнут относительно взятия 
гомоморфных образов и конечных подпрямых 
произведений. В теории формаций особую роль 
играют так называемые насыщенные формации. 
Пусть f – произвольная функция вида 

f :   → {формации групп}.       (0.1) 
Следуя [1], сопоставим функции f  класс групп 

( ) ( | / ( ) ( )pLF f G G F G f p   для всех ( )).p G  

Если формация F  такова, что ( )LF fF  для не-

которой функции f вида (0.1), то F  называют на-
сыщенной формацией с локальным спутником f [1].  

Совокупность формаций   называется 
полной решеткой формаций [3], если пересече-
ние любой совокупности формаций из   снова 
принадлежит ,  и во множестве   имеется та-

кая формация ,F  что H F  для любой  форма-

ции .H  Пусть F  ‒ насыщенная формация. 
Заметим, что относительно включения   мно-
жество всех насыщенных формаций, заключен-
ных между F N  и F  образуют полную решет-

ку (обозначаемую ),l F / F N  где N  ‒ класс 

всех нильпотентных групп. 
В 1997 году А.Н. Скибой [3] начали изу-

чаться отделимые решетки формаций. Пусть X  ‒ 

некоторый непустой класс групп. Согласно [3], 
полная решетка формаций   называется X -от-
делимой, если для любого терма 1( ,..., )mx x  сиг-

натуры { , },  любых  -формаций 1,..., mF F  и 

любой группы 

1,..., mA X (F F )  

найдутся такие X -группы 1 1,..., ,m mA A F F  что  

1( form ,..., form ).mA A A    

Здесь   ‒ оператор объединения в решетке .  

 Свойство отделимости является одним из 
основных инструментов при изучении решеток 
классов конечных групп (см. [3], [4]). В моно-
графии [3] доказано, что решетка всех функтор-
но замкнутых n-кратно насыщенных формаций 
G -отделима,  а решетка всех функторно замкну-
тых тотально насыщенных формаций S -от-
делима. Впоследствии в работе Л.А. Шеметкова, 
А.Н. Скибы и Н.Н. Воробьева [6] была доказана 
G -отделимость решетки функторно замкнутых 
n-кратно ω-насыщенных формаций, а в работе 
Н.Н. Воробьева, А.Н. Скибы и А.А. Царева [7] 
была установлена G -отделимость решетки всех 
ω-композиционных формаций. Отметим, что в 
работах [5]–[7] свойство отделимости применя-
ется при исследовании тождеств решеток час-
тично насыщенных и частично композиционных 
формаций.  

Целью данной работы является доказатель-
ство G -отделимости решетки .l F / F N   

Основным результатом данной работы яв-
ляется следующая 

Теорема 2.1. Пусть F  ‒ насыщенная фор-

мация. Тогда решетка l F / F N  G -отделима. 
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1 Предварительные сведения 
Напомним некоторые известные утвержде-

ния и определения, которые потребуются для 
доказательства основного результата. 

Символом form X  обозначается пересече-
ние всех формаций из ,  содержащих совокуп-

ность групп .X  
Лемма 1.1 [3, лемма 1.2.22]. Для любой со-

вокупности групп X  справедливо равенство 

0
QRform ( ).X X  

Лемма 1.2 [8, лемма 2]. Пусть ,i
i I

F F  

где ( ).i iLF fF  Тогда ( ),LF fF  где .i
i I

f f


  

Пусть { | }if i I  – набор всех локальных 

спутников формации .F  Ввиду леммы 1.2 

i
i I

f f


  – локальный спутник формации ,F  

называемый минимальным. Следующая лемма 
дает способ построения  минимального локаль-
ного спутника  формации form .lF X  

Лемма 1.3 [3, теорема 1.1.5]. Пусть X  ‒ не-
пустая совокупность групп, formlF X  и f  – 

минимальный локальный спутник формации .F  
Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) ( ) ( );  X F  

2) ( ) form( / ( ) | )pf p G F G G X  для всех 

;p� 

3) если ( ),LF hF  то для любого ( )p F  

имеет место 
( ) form( | ( ) , ( ) 1).pf p A A h p O A   F  

Лемма 1.4 [3, лемма 4.1.2]. Пусть if  – ми-

нимальный локальный спутник насыщенной фор-
мации ,iF  где .i I  Тогда ( | )if i I   – мини-

мальный локальный спутник формации 
( | ).l i i I  F F  

Напомним, что полуформацией называется 
класс групп, замкнутый относительно взятия 
гомоморфных образов.  

Лемма 1.5 [3, лемма 1.2.21]. Пусть F  ‒ по-

луформация, порожденная .X  Тогда Q .F X  

Лемма 1.6 [3, лемма 4.1.5]. Пусть M  – по-
луформация и form .A M  Тогда если ( ) 1,pO A   

то 1form ,A M  где 1 ( / ( ) | ).pG O G G M M  

Лемма 1.7 [3, лемма 1.3.6]. Если ( )LF fF  
и / ( ) ( )pG O G f p F  для некоторого ( ),p G  

то .G F  
 
2 Доказательство теоремы 
Доказательство. Пусть 1( ,..., )mx x  ‒ терм 

сигнатуры { , },l  ,..., m1F F  ‒ произвольные 

формации из l F / F N  и ( ,..., ).mA 1F F    

Индукцией по числу r  вхождений символов из 
{ , }l  в терм   покажем, что найдутся такие 

группы i iA F  ( 1,..., ),i m  что 

( ,..., ),mA 1M M  

где form .i iAM  При r = 0, очевидно, form .A A  

Докажем, что данное утверждение верно при 
1.r   

Если 1 2 ,A F F  то form form .A A A   

Пусть 1 2 1 2form( ).A   F F F F  Тогда по лемме 

1.1 
01 2 1 2QRform( ) ( ). F F F F  Следовательно, 

/ ,A H N  где
0 1 2R ( ).H  F F  Значит, группа H 

имеет нормальные подгруппы 1,..., ( 2)tN N t   

такие, что 

1

1
t

i
i

N


  и 1 2/ , 1,..., .iH N i t F F  

Заметим, что 1 2 1.H H F F  Значит, 
1 2

0
R ( / , / ).H H H H H F F  

Отсюда применяя лемму 1.1, получаем 
1 2

0

1 2

QR/ ( / , / )

form( / , / )

A H N H H H H

H H H H

  

 

F F

F F
 

1 2
1 2form( / ) form( / ) .H H H H   F F F F  

Пусть 1 lA  2F F  и 1{ ,..., } ( ).tp p A   То-

гда в виду леммы 1.3 и леммы 1.4 

1 2/ ( ) ( ) ( ),
ip i iA F A f p f p   

где jf  ‒ минимальный локальный спутник фор-

мации ,jF  1, 2.j   По доказанному выше найдут-

ся такие группы 
1 1( )i iA f p  и 

2 2 ( ),i iA f p  что 

1 2
/ ( ) (form ) (form ).

ip i iA F A A A   

Заметим, что  

1 2 1 2
(form ) (form ) form( , ).i i i iA A A A   

Пусть 1M  ‒ полуформация, порожденная 

группой 
1
,iA  2M  ‒ полуформация, порожденная 

группой 
2
.iA  Тогда по лемме 1.5 1( ,..., )tA A1M  и 

1( ,..., ),rB B2M  для некоторых 
11 Q,..., ( )t iA A A  

и 
21 Q,..., ( ).r iB B A  Понятно, что 1 2M M  ‒ по-

луформация и 

1 2

1 1

/ ( ) form( , )

form( ) form( ,..., ; ,..., ).
ip i i

t r

A F A A A

A A B B

 

 1 2M M
 

Значит, ввиду леммы 1.6 можем считать, что 
( ) 1 ( )

i ip k p lO A O B   

для всех 1,...,k t  и 1,..., .l r  Пусть 

1 1 ...i tD A A    и 
2 1 ... .i rD B B    

Тогда 
1 2

( ) 1 ( ).
i ip i p iO D O D   

Кроме того, понятно, что 

1 2 1 2

/ ( ) form( )

form( , ) form( , ).
ip

i i i i

A F A

D D A A

 

 

1 2M M
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Пусть 
ipZ  ‒ группа порядка ,ip  

1 1
,

ii p iB Z wrD  

2 2
.

ii p iB Z wrD  Ввиду леммы 1.7 
1

,iB  1F  
2

.iB  2F  

Значит, 

1 1 11 1 2 1... ,tA B B B    F  

2 2 22 1 2 2... .tA B B B     F  

Покажем, что  

1 2( form ) ( form ).lA l A l A  F  

Для этого достаточно установить, что 
/ ( ) ( ),

ip iA F A f p  где f ‒ минимальный локаль-

ный спутник формации .F  Понятно, что 
1

.iB  F  

Значит, 
1 1

/ ( ) ( ).
ii p i iB F B f p  Но поскольку 

1
( ) 1,

ip iO D   

то 
1 1 1

/ ( ) ,
ii p i iB F B D  т. е. 

1
( ).i iD f p  Аналогич-

но убеждаемся, что 
2

( ).i iD f p  Следовательно,  

1 2
/ ( ) form( , ) ( ).

ip i i iA F A D D f p   

Этим самым доказано утверждение теоремы при 
1.r   

Пусть теперь терм   имеет 1r   вхожде-

ний символов из { , }l  и для термов с мень-

шим числом вхождений теорема верна. Пусть   

имеет вид 

1 11 2( ,..., ) ( ,..., ),
a bi i j jx x x x   

где { , },l   и  

1 1 1{ ,..., } { ,..., } { ,..., }.
a bi i j j mx x x x x x  

Обозначим через 1H  формацию 
1
,..., ),

ai i1(F F  а 

через 2H  ‒ формацию 
1
,..., ).

bj j2 (F F  Тогда, по 

доказанному выше, найдутся такие группы 

1 ,A  1H  2 ,A  2H  что 

1 2( form ) ( form ).A l A l A   

Поскольку число операций в терме 1  меньше r, 

то по индукции найдутся такие группы 

11 ,..., ,
ai a iB B F F  что 

1 1 1( form ,..., form ).aA l B l B  

Аналогично, найдутся такие группы 

11 ,..., ,
bj b jC C F F  что 

2 2 1( form ,..., form ).bA l C l C  

Пусть 
1 1
,..., { ,..., }

t a bi i j jx x x x


  и, вместе с тем, 

1 1
{ ,..., } { ,..., } .

t bi i j jx x x x    

Пусть  

, если 1,

, где для некоторого  

{1,..., } при 1.
k k q

k

i k q i j

B k t

D B C x x

q b k t

  


  


  

 

Пусть ,
kj kD C  если 

1
{ ,..., }.

k t aj i ix x x


  Обозна-

чим через pM  формацию form ,
pi

l D  где 

1,..., ;p a  через cX  ‒ формацию form ,
cj

l D  где 

1,..., .c b   

 Итак, 

1

1 1 1

1 1 1

( form ,..., form )

( form ,..., form ) ( ,..., ),
a

a

i i a

A l B l B

l D l D

 

    M M

1

2 2 1

2 2 1

( form ,..., form )

( form ,..., form ) ( ,..., ).
b

b

j j b

A l C l C

l D l D

 

    X X
 

Значит, найдутся такие формации ,..., ,m1H H  что 

1 11 2 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ),
a bi i j j mA   H H H H H H  

где form ,i il KH  где ,i iK  F  1,..., .i m  Таким 

образом, решетка l F / F N  G -отделима.          
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