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Пусть G – конечная группа. Пусть { }i i I      – разбиение множества всех простых чисел   и n – целое число. По-

ложим ( ) { ( ) }i in n          ( ) ( )G G       Множество  1   подгрупп из G называется полным холловским 

 -множеством в G, если каждый член в \{1}  является холловской i -подгруппой в G для некоторого i  и   со-

держит в точности одну холловскую i -подгруппу из G для каждого ( )i G    Если G обладает полным холловским 

 -множеством, то G называется  -полной. Подгруппа A из G называется: (i)  -холловской подгруппой G, если 

( ) ( )A G A        (ii) H -нормально вложенной в G, если A является  -холловской подгруппой некоторой нор-

мальной подгруппы  из  G.  В  данной работе изучаются  -полные группы G, каждая подгруппа которых является 

H -нормально вложенной в G.  

 
Ключевые слова: конечная группа,  -холловская подгруппа, H -нормально вложенная подгруппа, H E -группа. 

 
Let G be a finite group. Let { }i i I      be a partition of the set of all primes   and n an integer. Let 

( ) { ( ) }i in n          ( ) ( )G G       A set   of subgroups of G is said to be a complete Hall  -set of G if every 

member of \{1}  is a Hall i -subgroup of G for some i  and   contains exact one Hall i -subgroup of G for every 

( )i G    If G possesses a complete Hall  -set, then it is said to be  -full. A subgroup A of G is called: (i) a  -Hall sub-

group of G if ( ) ( )A G A        (ii) H -normally embedded in G if A is a  -Hall subgroup of some normal subgroup of 

G. In this paper, we study  -full groups G whose all subgroups are H -normally embedded in G.  

 
Keywords: finite group,  -Hall subgroup, H -normally embedded subgroup, H E -group. 

 
 

Введение  
Все рассматриваемые в работе группы яв-

ляются конечными, символ G обозначает конеч-
ную группу. Кроме того,   – множество всех 
простых чисел,     и \   � Если n – це-

лое число, символ ( )n  обозначает множество 

всех простых чисел, делящих n; как обычно, 
( ) ( )G G      – множество всех простых чисел, 

делящих порядок G.  
В дальнейшем, { }i i I      – некоторое 

разбиение множества   т. е. i I i    и 

i j     для всех i j     – непустое под-

множество из   \      
Пусть  
( ) { ( ) }i in n         и ( ) ( )G G       

Тогда G  называется  -примарной [1], [2], если 
G  – i -группа для некоторого i    

Множество 1  подгрупп из G  называет-
ся полным холловским  -множеством в G  [3], 

если каждый член в {1}  является холловской 

i -подгруппой в G  для некоторого i  и   со-

держит в точности одну холловскую i -под-

группу из G для каждого ( )i G    Если G об-

ладает полным холловским  -множеством, то G 
называется  -полной. В дальнейшем мы полага-
ем, что G  является  -полной группой.  

Подгруппа A из G называется [1], [2]: 
(i)  -холловской подгруппой G  если 

( ) ( )A G A        

(ii)  -субнормальной в G  если существует 

такая цепь подгрупп 0 1 tA A A A G       что 

либо 1iA  является нормальной в iA  либо 1( )
ii i AA A  

является  -примарной для всех 1i … t      
В данной работе нами исследуется следую-

щее понятие.  
Определение 0.1. Подгруппа A из G называ-

ется H -нормально вложенной в G  если A  

МАТЕМАТИКА



Д.А. Синица, В.Н. Рыжик 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (28), 2016 62 

является  -холловской подгруппой некоторой 
нормальной подгруппы из G. 

Заметим, что в случе, когда {{2} {3} }…      

понятие H -нормально вложенной подгруппы 

эквивалентно понятию холловски нормально 
вложенной подгруппы в [4].  

Пример 0.2. Заметим, что для любого   все 
 -холловские подгруппы и все нормальные под-
группы некоторой группы S являются H -нор-

мально вложенными в S. Пусть теперь P – про-
стой 11 7 3( )C C  -модуль, который является точ-

ным для 7 3C C   Пусть 7 3 5( ( ))G P C C A     

Пусть 1 2{ }     где 1 {5 7 11}     и 2 {5 7 11}      
Тогда подгруппа 7 5( )M P C A   нормальна в 

G  и подгруппа B  порядка 12  из 5A  является 

 -холловской подгруппой в M   следовательно, 
B  является H -нормально вложенной в G  Ес-

ли же 1 2{ }      где 1 {7}   и 2 {7}    то B  

не является H -нормально вложенной в G   
Напомним, что G   -нильпотентна [5], ес-

ли 1 tG H H     где 1{1 }tH … H    – полное 

холловское  -множество в G. Символ N  обо-

значает класс всех  -нильпотентных групп; G N  
обозначает  -нильпотентный корадикал G  
т. е. пересечение всех нормальных подгрупп N  
из G  с  -нильпотентным фактором G N   GN  
обозначает нильпотентный корадикал G. 

Пусть F  – класс групп. Подгруппа H  из G  
называется F -проектором G [6, VI, определение 
7.8], если H F  и для каждой подгруппы E  из 
G  такой, что H E  и E N  F  следует, что 
E NH   Подгруппа H из G называется  -кар-
теровой подгруппой G, если H – N -проектор G. 

Говорят, что G имеет силовскую башню, ес-
ли G имеет нормальный ряд  

0 1 11 t tG G G G G        

где 1i iG G     – порядок некоторой силовской 

подгруппы из G для каждого {1 }i … t     Главный 

фактор H K  из G называется  -центральным 
(в G) [1], если ( ) ( ( ))GH K G C H K    является 

 -примарной группой; в противном случае, 
H K  называется  -эксцентральным (в G).  

Группа G  называется H E -группой, если 

G D M   где D G  N  –  -холловская под-
группа в G  причем ( ) ( )D D      D  имеет 

силовскую башню и каждый главный фактор из 
G ниже D является  -эксцентральным, M явля-
ется  -картеровой подгруппой в G  и M  дейст-
вует неприводимо на каждой M-инвариантной 
силовской подгруппе из D. 

В данной работе нами доказывается сле-
дующий результат.  

Теорема 0.3. Следующие условия эквиваленты:  
(i) Каждая подгруппа из G является H -нор-

мально вложенной в G.  

(ii) G G M N  является H E -группой, где 

G N  – циклическая группа, порядок которой сво-
боден от квадратов, и M – дедекиндова группа.   

(iii) G D M   где D  –  -холловская цик-
лическая подгруппа в G, порядок которой свобо-
ден от квадратов, причем ( ) ( )D D      и M – 

дедекиндова группа.  
Следствие 0.4 (Ли, Лиу [7]). В том и толь-

ко в том случае каждая подгруппа из G является 
холловски нормально вложенной в G, когда 
G D M   где D G N  – циклическая холлов-
ская подгруппа из G, порядок которой свободен 
от квадратов, и M – дедекиндова группа.  
 

1 Основные леммы  
Целое число n называетя  -числом, если 

( )n    Подгруппа H из G называется холлов-

ской  -подгруппой в G [1], если H   –  -число 

и G H    –  -число. Символ ( )O G  использу-

ется для обозначения подгруппы из G  порож-
денной всеми нормальными  -подгруппами из 
G  Группа G  называется  -разрешимой [1], [2], 
если каждый главный фактор из G   -примарен.  

Лемма 1.1. Пусть H – нормальная подгруп-
па из G  Если ( )H H G   –  -группа, то H 

содержит холловскую  -подгруппу E и E нор-
мальна в G  Следовательно, если ( )H H G   

является  -нильпотентной группой, то H явля-
ется  -нильпотентной группой.  

Доказательство. Пусть ( )D O H   Тогда, 

поскольку ( )H G   -нильпотентна, D  явля-

ется холловской  -подгруппой в H   Следова-
тельно, по теореме Шура-Цассенхауза, H  имеет 
холловскую  -подгруппу, скажем E  Очевид-
но, что H   -разрешима, где 

i i       Зна-

чит, любые две холловские  -подгруппы из H  
сопряжены. Согласно аргументу Фраттини,  

( ) ( ( ( ))) ( ) ( )G G GG HN E E H G N E N E      
Следовательно, E нормальна в G.                  
Лемма 1.2. Если каждый главный фактор 

из G ниже D G  N  цикличен, то D нильпо-
тентна.  

Доказательство. Предположим, что это не 
так, и пусть G – контрпример минимального по-
рядка. Пусть R – минимальная нормальная под-
группа из G  Тогда, ввиду G -изоморфизма 

( )D D R DR R G R       N  получаем, что 

каждый главный фактор из G R  ниже DR R  
цикличен. Следовательно, ввиду выбора G  
D D R DR R    нильпотентна. Значит, R D  
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и R – единственная минимальная нормальная 
подгруппа в G  Ввиду леммы 1.1, ( )R G   и 

следовательно, ( )RR C R  по [8, A, теорема 15.2]. 

Но R   является простым числом по условию 

леммы, следовательно, ( )GG R G C R    цик-

лична. Поэтому G сверхразрешима, и следова-

тельно, G N  нильпотентна, поскольку 

G G  N N                                                                 
Прямые расчеты показывают, что верна 

следующая лемма.  
Лемма 1.3. Класс всех  -разрешимых групп 

замкнут относительно прямых произведений, 
гомоморфных образов и подгрупп. Кроме того, 
любое расширение  -разрешимой группы с по-
мощью  -разрешимой группы также является 
 -разрешимой группой.  

Пусть A, B и R – подгруппы из G. Тогда A 
называется R-перестановочной c B [9], если для 
некоторого x R  мы имеем x xAB B A    

Если G содержит такое полное холловское 
 -множество 1{1 }tH … H      что i j j iH H H H  

для всех i j   то 1{ }tH … H   назывется  -бази-

сом в G. 
Лемма 1.4 [3, теоремы А и В]. Пусть G – 

 -разрешимая группа. Тогда:   
(i) G имеет такой  -базис 1{ }tH … H    что 

для всякого i j  каждая силовская подгруппа из 

iH  G -перестановочна с каждой силовской под-

группой из jH     
(ii) Для любого   справедливы следующие 

утверждения: G имеет холловскую  -подгруп-
пу E, каждая  -подгруппа из G содержится в 
некоторой сопряженной с E подгруппе и E явля-
ется G-перестановочной с каждой силовской 
подгруппой из G.  

Лемма 1.5. Пусть H, E и R – подгруппы из 
G. Предположим что H является H -нормально 

вложенной в G и R нормальна в G.  
(1) Если H E   то H является H -нор-

мально вложенной в E.  
(2) HR R  является H -нормально вло-

женной в G R    
(3) Если S – нормальная подгруппа в G, то 

H S  является H -нормально вложенной в G. 

(4) Если G H     -примарен, то H являет-

ся либо  -холловской подгруппой G, либо нор-
мальна в G. 

Доказательство. Пусть V – такая нормаль-
ная подгруппа из G, что H является  -холлов-
ской подгруппой в V. 

(1) Поскольку H является  -холловской 
подгруппой в V  и V E  нормальна в E  то H  
является  -холловской подгруппой в V E   

 Следовательно, H является H -нормально 

вложенной в E. 
(2) Пусть H –  -группа. Поскольку V H    – 

 -число, то  
VR HR V H V R H R            

также является  -числом. Следовательно, 
HR R  –  -холловская подгруппа в VR R  и, 
значит, HR R  является H -субнормально вло-

женной в G R    
(3) Очевидно, что V S  нормальна в V и в 

G. Поскольку H является  -холловской подгруп-
пой в V, ( )H V S H S     является  -хол-

ловской подгруппой в V S    
(4) Предположим, что H не является нор-

мальной подгруппой в G  Тогда H V   Ввиду 
условия леммы, G H     -примарен. Пусть 

G H    – i -число. Тогда V H    также являет-

ся i -числом. Но H  –  -холловская подгруппа 

в V   Следовательно, H  является  -холловской 
подгруппой в G.                                                       

Следующая лемма хорошо известна (см., на-
пример, [10, лемма 3.29] или [11, лемма 1.10.10]).  

Лемма 1.6. Пусть H K  – абелев главный 
фактор из G и V – такая максимальная подгруп-
па в G  что K V  и HM G   Тогда 

( ) ( ( ))G GG M H K G C H K       

 
2 Доказательство теоремы 0.3  
Доказательство теоремы 0.3. (i) (ii) 

Предположим, что импликация не верна, и пусть 
G – контрпример минимального порядка. Тогда 

1D G  N  и ( ) 1G      

(1) Условие (ii) верно для каждого собст-
венного фактора H K  из G (т. е. такого фак-
тора H K   что либо 1K    либо )H G . Это 

прямо следует из леммы 1.5 (1) (2) и выбора G.  
(2) G   -разрешима.  
Ввиду утверждения (1) и леммы 1.3, доста-

точно показать, что G не проста. Предположим, 
что это не так. Тогда, поскольку ( ) 1G     еди-

ничная подгруппа является единственной собст-
венной нормальной подгруппой в G. Следова-
тельно, каждая подгруппа из G является  -хол-
ловской подгруппой в G. Значит, если p – наи-
меньший простой делитель G   и P – силовская 

p-подгруппа из G  то P p    откуда G p   по 

[6, IV, лемма 2.8]. Полученное противоречие по-
казывает, что (2) верно.  

(3) D является циклической группой, поря-
док которой свободен от квадратов.   

Пусть ( ) ip D   и пусть P – силовская 

p-подгруппа из D. Так как G содержит такую 
нормальную подгруппу E  что 'i

E G p     то 
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G E  – i -группа. Следовательно, GD E E    
откуда P p    Поэтому G  сверхразрешима по 

[6, IV, лемма 2.8] и, следовательно, каждый глав-
ный фактор из G ниже D является циклическим. 
Следовательно, D нильпотентна по лемме 1.2, и 
поэтому D является циклической группой, поря-
док которой свободен от квадратов.  

(4) D является  -холловской подгруппой в 
G. Следовательно, D имеет дополнение M в G. 

Предположим, что D не является  -холлов-
ской подгруппой в G. Тогда для некоторого i I  
и для некоторых холловских i -подгрупп U  и 

iH  из D и G, соответственно, следует 1 iU H    
Пусть R – минимальная нормальная подгруппа 
из G, содержащаяся в D. Из утверждения (2) сле-
дует, что R – k -группа для некоторого k. Кроме 

того, ( )D R G R    N  –  -холловская подгруп-

па в G R  по утверждению (1). Следовательно, 
UR R  –  -холловская подгруппа в G R   
Предположим, что 1UR R    Тогда UR R  – 
холловская i -подгруппа в G R    

Если k i   то, очевидно, U  является хол-

ловской i -подгруппой в G  что противоречит 

тому, что iU H   Если k i   то R U  и, следо-

вательно, U R  является холловской i -под-

группой в G R   Следовательно, U является хол-
ловской i -подгруппой в G  что противоречит 

тому, что iU H   Значит, 1UR R    и поэтому 

U R  и U R   Но, очевидно, iH UR D    Та-

ким образом, iR U H D    является холлов-

ской i -подгруппой в D   

Покажем теперь, что ( )R G   Действи-

тельно, предположим, что ( )R G    Тогда D R  

по лемме 1.1, поскольку 1D    С другой сторо-
ны, D R  является i -группой, так как R U  

является холловской i -подгруппой в D  Сле-

довательно, ( ) 1
i

O D   по лемме 1.1. Но ( )
i

O D  

– характеристическая подгруппа в D  следова-
тельно, она нормальна в G. Значит, G содержит 
такую минимальную нормальную подгруппу L, 
что L R  и L D   Полученное противоречие 

показывает, что ( )R G    

Пусть S – такая максимальная подгруппа из 
G  что RS G   Тогда G S    – i -число. Так-

же, очевидно, что S  не является  -холловской 
подгруппой в G. Следовательно, S нормальна в 
G  по лемме 1.5 (4) и G S  является i -группой. 

Значит, R D S   и G RS S    Полученное 
противоречие завершает доказательство (5).  

(5) M – дедекиндова группа.   

Пусть L – произвольная подгруппа из M. 
Рассмотрим подгруппу LD  Ввиду условия тео-
ремы, LD  является  -холловской подгруппой 
некоторой нормальной подгруппы V из G. Тогда, 
поскольку G D   -нильпотентна, LD D   -суб-
нормальна в G D  по [1, лемма 2.6 (6)] значит, 
LD   -субнормальна в G  по [1, лемма 2.6 (5)]. 
Следовательно, LD   -субнормальна в V по [1, 
лемма 2.6 (1)]. Но тогда LD  нормальна в V по [1, 
лемма 2.6 (10)] и, следовательно, является харак-
теристической подгруппой в V. Следовательно, 
LD  является нормальной подгруппой в G. Но то-
гда L M LD   нормальна в M. 

(6) Каждая собственная подгруппа E из G, 
содержащая M   не является нормальной в G  
и поэтому каждая такая подгруппа является 
 -холловской подгруппой в G. 

Предположим, что E является нормальной в 
G  Поскольку D  нильпотентна по (3),  

G E DM E DE E D D E        
является  -нильпотентной, откуда D E   Сле-
довательно, ( )E M D E MD G      противо-

речие. Пусть теперь B – некоторая подгруппа из 
G  содержащая M   Ввиду условия теоремы, G  
содержит такую нормальную подгруппу W, что B 
является  -холловской подгруппой в W. Но то-
гда W G   и следовательно, B является  -хол-
ловской подгруппой в G. 

(7) ( ) ( )D D       Следовательно, D раз-

решима и M действует неприводимо на каждой 
M-инвариантной силовской подгруппе из D.  

Пусть ( )ip D    Тогда из леммы 1.4, 

аргумента Фраттини и утверждений (2) и (5) сле-
дует, что для некоторой силовской p-подгруппы 
P  из G  имеет место PM MP   Следовательно, 
MP  является  -холловской подгруппой в G  по 
утверждению (6). Значит, { }i p    откуда 

( ) ( )D D       Следовательно, D  разрешима, 

поскольку G   -разрешима по утверждению (2), 
и M действует неприводимо на каждой M-инва-
риантной силовской подгруппе из D по утвер-
ждению (6).  

(8) M является  -картеровой подгруппой в G. 
Пусть R – минимальная нормальная под-

группа из G  содержащаяся в D  и E  – под-
группа из G  содержащая M   Нам нужно пока-

зать, что E E M N  Из утверждения (1) следует, 
что RM R  является  -картеровой подгруппой 
в G R   значит,  

( ) ( )ER R ER R RM R    N  

Следовательно, ER E MR N  поскольку 

( )ER R E R R    N N  Из утверждения (7) следу-

ет, что R является p-группой для некоторого про-
стого числа p. Более того, из утверждений (4), (6) 
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и (7) следует, что R  E  и E MN  являются  -
холловскими подгруппами в G. Следовательно, 

если R E  то E  и E MN  являются холлов-

скими  p -подгруппами  в  ER E MR N  откуда 

E E M N  Предположим, наконец, что R E  и 

R E M  N  Тогда 1R E   N  С другой стороны, 

поскольку DE D E D E     -нильпотентна, 

то E D N  и, следовательно, 1M E   N  Сле-
довательно,  

( )( ) 1E RM E R E M       N N N  

Тогда E E E MR E MR     N N N   -ниль-
потентна. Значит, ( )GM C R   Предположим, что 

( )GC R G   и пусть ( )GC R W G    где G W  – 

главный фактор из G. Из утверждения (2) следу-
ет, что G W   -примарна, значит, D W   Но 
тогда G DM W G     противоречие. Следова-

тельно, ( )GC R G   т. е. ( )R Z G   Пусть V  – 

дополнение к R  в D  Тогда V  является холлов-
ской нормальной подгруппой в D, поэтому V 
характеристична в D. Следовательно, V нормаль-
на в G  и G V RM    -нильпотентна, откуда 
D V D    Полученное противоречие завершает 
доказательство (8).                                                   

(9) D обладает силовской башней.  
Пусть R – минимальная нормальная под-

группа из G, содержащаяся в D. Тогда R является 
p-группой для некоторого простого числа p по 
утверждению (7). Кроме того, из аргумента 
Фраттини следует, что в D существует такая си-
ловская p-подгруппа P  что ( )GM N P  и 

R P   поскольку M  действует неприводимо на 
P по утверждению (7). С другой стороны, по ут-
верждению (1), D R  обладает силовской баш-
ней. Следовательно, получаем (9).  

(10) Каждый главный фактор из G ниже D 
является  -эксцентральным.  

Пусть H K  – главный фактор из G  ниже 
D  Тогда H K  является p-группой для некото-
рого простого числа p по утверждению (7). Вви-
ду аргумента Фраттини, существуют силовская 
p-подгруппа P и p-дополнение E из D такие, что 

( )GM N P  и ( )GM N E   Тогда ( )GM N P K   

и ( )GM N P H    Следовательно, 1P K   и 

P H P   по утверждению (7), и поэтому 
H K P   Пусть V EM   Тогда K V  и 
HV G   значит, V  является максимальной под-
группой в G. Следовательно,  

( ) ( ( ))G GG V H K G C H K      

по лемме 1.6. Значит, если H K   -централен, 
то GD V   что невозможно, поскольку, очевид-

но, p не делит V    Таким образом, получаем (10).  

Заключительное противоречие для (i) (ii). 
Из утверждений (4), (6)–(10) следует, что G явля-
ется H E -группой. Следовательно, (i) (ii).  

Импликация (ii) (iii) очевидна.  
(iii) (i) Пусть A – некоторая подгруппа из 

G  Тогда DA  нормальна в G  поскольку DA D  
нормальна в G D M   С другой стороны, по-
скольку ( ) ( )D D      и D является  -холлов-

ской подгруппой в G  H является  -холловской 
подгруппой в DA  Следовательно, A  является 
H -нормально вложенной в G.                             
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