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Получено множество трехмерных систем неавтономных обыкновенных дифференциальных уравнений, отражающая 
функция которых совпадает с отражающей функцией системы Лэнгфорда. Это позволяет сопоставить качественное 
поведение решений полученных систем и системы Лэнгфорда. 
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The set of three-dimensional systems of nonautonomous ordinary differential equations for which the reflecting function coin-
cides with reflecting function of the Langford system is obtained. It allows comparing the qualitative behavior of solutions of 
the obtained systems and Langford system. 
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Введение  
Многие процессы, происходящие в окру-

жающем нас мире, моделируются с помощью 
систем обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Большинство таких систем невозможно 
проинтегрировать даже в квадратурах и тем бо-
лее через элементарные функции. В связи с этим 
встает вопрос об изучении решений таких систем 
дифференциальных уравнений по виду самих 
систем (т. е. о применении качественной теории 
дифференциальных уравнений). Одним из новых 
инструментов качественной теории дифференци-
альных уравнений является отражающая функ-
ция (ОФ), введенная профессором В.И. Миро-
ненко [1], [2]. 

Для системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений 

 = ( , ), , nx X t x t x D              (0.1) 

с общим решением в форме Коши 0 0= ( ; , )x t t x  

ОФ определяется (см. [2, с. 11], а также [1, с. 62]) 
формулой ( , ) := ( ; , )F t x t t x  . Теория ОФ позво-

ляет проводить исследование качественного 
поведения решений даже неинтегрируемых в 
замкнутом виде систем несмотря на то, что ОФ 
определяется (формально) через общее решение 
этой системы. ОФ позволяет решать такие задачи 
качественной теории дифференциальных урав-
нений, как вопросы существования и устойчиво-
сти периодических решений [2], существования 
решений краевых задач [3], вопросы глобального 
поведения семейств решений дифференциальных 
систем [1]. Изучению качественного поведения 
решений дифференциальных уравнений с помо-
щью ОФ посвящены работы J. Zhou, Z. Zhou, 

Л.А. Альсевич, М.С. Белокурского, В.А. Бельско-
го, Е.В. Варенниковой, П.П. Вересовича, С.В. Майо-
ровской, В.И. Мироненко, В.В. Мироненко, Э.В. Му-
сафирова и других [4]–[13]. 

Любая непрерывно дифференцируемая 
функция ( , ),F t x  удовлетворяющая условию 

 , ( , ) (0, ) ,F t F t x F x x    является ОФ множе-

ства систем [1]. Все системы с одинаковой ОФ 
имеют один и тот же оператор сдвига [4, с. 11–
13] на любом интервале ( ; )  . Поэтому все 

2 -периодические системы с одинаковой ОФ 
имеют одно и то же отображение за период 
[ ; ]  . 

Пусть система (0.1) и система  
 = ( , ), , ny Y t x t y D      (0.2) 

имеют одинаковую ОФ ( , ),F t x  и пусть система 

(0.1) является 2 -периодической. Тогда, если 
решение ( ; , )t x   системы (0.1) и решение 

( ; , )t x   системы (0.2) продолжимы на отрезок 

[ , ],   то отображение за период [ , ]   для 

системы (0.1) есть  
( ; , ) ( , ) ( ; , ),x F x x          

хотя система (0.2) может быть непериодической. 
Т. е., между 2 -периодическими решениями 
системы (0.1) и решениями двухточечной задачи 

( ) = ( )y y   для системы (0.2) можно установить 

взаимно однозначное соответствие [1]. 
Таким образом, решения систем дифферен-

циальных уравнений с одинаковой ОФ имеют 
много одинаковых качественных свойств. По-
этому при исследовании качественных свойств 
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решений систем целесообразно заменять слож-
ную систему на более простую. 

 
1 Допустимые возмущения системы 

Лэнгфорда 
Находить возмущения дифференциальных 

систем, не меняющие ОФ (назовем такие воз-
мущения допустимыми), позволяет следующее 
утверждение (см. [12]). 

Утверждение 1.1. Пусть вектор-функции 

( , )i t x  ( 1, )i m  являются решениями диффе-

ренциального уравнения в частных производных 
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) = 0.
t x t x X t x

X t x t x
t x x

  
  

  
 (1.1) 

Тогда ОФ возмущенной дифференциальной сис-
темы вида  

1

= ( , ) ( ) ( , ), ,
m

n
i i

i

x X t x t t x t x D


         

совпадает с ОФ системы (0.1), где ( )i t  – 

произвольные непрерывные скалярные нечетные 
функции. 

Цель настоящей работы – поиск допусти-
мых возмущений для хорошо изученной системы 
Лэнгфорда [15]–[19], моделирующей турбулент-
ность в жидкости 

2 2 2

(2 1) ;

(2 1) ;

( ); , , .

x a x y xz

y x a y yz

z az x y z a x y

   
   

     




 
      (1.2) 

Для этой системы пара 0 0( 1/ 2, 2 )a T    

является точкой бифуркации Хопфа. Рождаю-
щиеся периодические решения системы (1.2) 
существуют при 1/ 2a   и являются асимптоти-
чески орбитально устойчивыми [17]. 

Получена следующая теорема. 

Теорема 1.1. Пусть ( ),i t  1,7i   – произ-

вольные скалярные непрерывные нечетные функ-
ции, тогда: 

1) ОФ системы (1.2) совпадает с ОФ сис-
темы 

   
 

 
 
  
 

  

1

2 3

1 3

1 2

1 3

1 3

2 2 2
1 3

1 ( )

( ) 1 ( )

2 1 ( ) ( ) ,

1 ) ( )

1 ( ) ( )

2 1 ( ) ( ) ,

1 ( ) )

(

( ;

x y x z x y xz t

y t x z t

ax t t

y x y z x t x t

y z t t

a t t

z x y z az t t

        

     

  

       

    

  

      







(1.3) 

2) при 2 / 3a   ОФ системы (1.2) совпада-
ет с ОФ системы 

1

1 1
( )

3 3
x x z y x z y t

               
    

  

     2 2 2 2 2
21 3 3 4 6 ( )x x y z x y z z t         

 
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1 3 3 4 6 ( )
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,

y t x xz t
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               
    
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Доказательство вытекает из утверждения 
1.1 последовательной проверкой тождества (1.1) 
для каждого вектор-множителя при ( )i t . 

Замечание. Обычно динамика процессов 
моделируется на неотрицательной временной 
полуоси, поэтому требование нечетности функ-
ций ( )i t  не является существенным, т. к. функ-

ции ( )i t  ( (0) 0)i   можно доопределить 

непрерывно нечетным образом на отрицатель-
ную полуось. 

С помощью теории ОФ Теорему 1.1 можно 
использовать для изучения качественного пове-
дения решений допустимо возмущенных систем. 
При этом, в частности, характер устойчивости 
решений, при 0 ,t t  выходящих из одной и той 

же точки, всех допустимо возмущенных систем 
такой же, как и у исходной системы. 

 
2 Численное решение 
Пример. Вышесказанное проиллюстрируем 

численными решениями с начальными условия-
ми (0) 0,x   (0) 0.01,y   (0) 0.1z   систем (1.2) 

(рисунки 2.1–2.3) и (1.3) при 0.53a   и 

( ) sin( ),i t i t    1,3i   (рисунки 2.4–2.6). 
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Рисунок 2.1 – Решение системы Лэнгфорда (1.2) с начальными условиями (0) 0,x   (0) 0.01,y   

(0) 0.1z   в фазовом пространстве 
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Рисунок 2.2 – Проекции решения системы Лэнгфорда (1.2) с начальными условиями (0) 0,x   

(0) 0.01,y   (0) 0.1z   на фазовые плоскости: 

(a) – на плоскость ;xOy  (b) – на плоскость ;xOz  (c) – на плоскость yOz  
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Рисунок 2.3 – Графики компонент решения системы Лэнгфорда (1.2) с начальными условиями 

(0) 0,x   (0) 0.01,y   (0) 0.1:z   

(a) – компоненты ( );x t  (b) – компоненты ( );y t  (c) – компоненты ( )z t  
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Рисунок 2.4 – Решение системы (1.3) при 0.53,a   ( ) sin( ),i t i t    1,3i   и начальными условиями 

(0) 0,x   (0) 0.01,y   (0) 0.1z   в фазовом пространстве 
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Рисунок 2.5 – Проекции решения системы (1.3) при 0.53,a   ( ) sin( )i t i t    и начальными условиями 

(0) 0,x   (0) 0.01,y   (0) 0.1z   на фазовые плоскости: 

(a) – на плоскость ;xOy  (b) – на плоскость ;xOz  (c) – на плоскость yOz  
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Рисунок 2.6 – Графики компонент решения системы (1.3) при 0.53,a   ( ) sin( ),i t i t    1,3i   

и начальными условиями (0) 0,x   (0) 0.01,y   (0) 0.1:z   

(a) – компоненты ( );x t  (b) – компоненты ( );y t  (c) – компоненты ( )z t  
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Заключение 
Полученно множество нестационарных 

систем обыкновенных дифференциальных урав-
нений, ОФ которых совпадает с ОФ системы 
Лэнгфорда. Одинаковая ОФ этих систем обу-
славливает совпадение некоторых качественных 
свойств поведения их решений, что позволяет 
использовать результаты исследования качест-
венного поведения решений хорошо изученной 
системы Лэнгфорда для изучения более сложных 
по своей природе нестационарных возмущенных 
систем. 
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