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Пусть G конечная группа и ( )p G   Предположим, что для любого значения ( ) \{ }q G p  нормализаторы силов-

ских q-подгрупп обладают нильпотентными холловыми добавлениями. При этих предположениях доказывается, что 
группа G разрешима. 
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Let G be finite group and ( )p G   Suppose that for all ( ) \{ }q G p  normalizer Sylow q-subgroups has nilpotent Hall sup-

plement. Under these assumptions, prove that G is solvable. 
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Введение  
Все рассматриваемые группы предполага-

ются конечными.  
Натуральное число, которое является степе-

нью некоторого простого числа, называют при-
марным.  

Добавление к подгруппе X в группе G назы-
вается подгруппа Y  такая, что G XY   Если 

1X Y    то подгруппа Y  называется дополне-
нием к подгруппе X в группе G.  

Добавление Y к подгруппе X в группе G на-
зывается:  

– примарным, если порядок Y есть примар-
ное число;  

– холловым, если подгруппа Y холлова в 
группе;  

– нильпотентным, если подгруппа Y ниль-
потентна в группе.  

В работе 1968 г. [1] В.А. Ведерников дока-
зал разрешимость группы, у которой порядки 
всех классов сопряженных силовских подгрупп 
есть степени простых чисел, теорема 5. Исполь-
зовалась при доказательстве непростота таких 
групп, установленная П.И. Трофимовым в 1963 г., 
[2], теорема 6.  

Напомним, что если порядок класса сопря-
женных подгрупп совпадает с индексом норма-
лизатора любой подгруппы из этого класса, то 
теорему В.А. Ведерникова можно сформулиро-
вать так: если индексы нормализаторов силов-
ских подгрупп в группе G примарны, то группа G 
разрешима.  

В такой формулировке эта теорема доказы-
валась в работах [3]–[5]. Более тщательное изу-
чение групп с примарными индексами нормали-
заторов силовских подгрупп проведено Го Вень-
бином в [6]. В выше перечисленных работах 
классификация конечных простых групп не ис-
пользовалась.  

Го Веньбинь и Шам в работе 2005 г. [6] по-
казали, что для разрешимости группы достаточ-
но только примарность индексов нормализаторов 
силовских 2- и 3-подгрупп. Их доказательство ос-
новано на теореме Фисман [7], которая исполь-
зует классификацию конечных простых групп.  

В 2009 г. В.С. Монахов и Т.В. Бородич в 
своей работе [8] установили разрешимость груп-
пы G в том случае, когда нормализаторы силов-
ских 2- и 3-подгрупп обладают нильпотентными 
холловыми добавлениями. Их доказательство ос-
новано на теореме Казарина [9], которая исполь-
зует классификацию конечных простых групп.  

Развивая данную тематику доказана сле-
дующая теорема.  

Теорема. Пусть G  группа и ( )p G   Если 

для любого значения ( ) \{ }q G p  нормализа-

торы силовских q-подгрупп обладают нильпо-
тентными холловыми добавлениями, то группа 
G разрешима.  

При доказательстве используется теорема 
Казарина [9]. 

 
1 Вспомогательные утверждения  
Все обозначения и определения понятны из 

текста и соответствуют принятым в [10]–[12].  
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Будем говорить, что подгруппа H  не до-
бавляема в группе G  если для любой подгруппы 
K  группы G  из условия G HK  следует, что 
K G   Через np

E   nZ   nD   nA  будем обозна-

чать элементарную абелеву группу порядка np   
циклическую, диэдральную группы порядка n  
знакопеременную группу степени n  Под факто-
ризацией группы будем понимать представление 
этой группы в виде произведения двух своих 
собственных подгрупп.  

Пример 1.1. В условиях теоремы нельзя ис-
ключить два простых делителя из ( )G   Приме-

ром служит простая группа 5A    
В данной группе нормализаторы силовских 

подгрупп имеют следующие порядки: 
2

2( ) 2 3GN G    3( ) 6GN G    5( ) 10GN G    
Индексы нормализаторов силовских подгрупп 

2( ) 5GG N G     3( ) 2 5GG N G      

5( ) 2 3GG N G      

Таким образом, если мы исключим два про-
стых делителя 3 и 5 из 5( )A  и рассмотрим 

5( ) \{3 5}A    то нормализатор силовской 2-под-

группы обладает циклическим дополнением и 
условие теоремы для группы 5A  справедливо, 

противоречие.  
Пример 1.2. В условиях теоремы нельзя 

рассматривать вместо нильпотентных добав-
лений к нормализаторам силовских подгрупп 
разрешимые добавления. Примером служит про-
стая группа (2 7)PSL     

В данной группе нормализаторы силовских 
подгрупп имеют следующие порядки: 

3
2( ) 2GN G    3( ) 2 3GN G     7( ) 3 7GN G     

Индексы нормализаторов силовских подгрупп 

2( ) 3 7GG N G      4
3( ) 2 7GG N G     

3
7( ) 2GG N G     

Таким образом, если мы исключим делитель 
3, тогда условие теоремы для ( (2 7)) \{3}PSL   

условие теоремы справедливо, но группа 
(2 7)PSL   является простой, противоречие.  

Лемма 1.1 [13, лемма 4]. Пусть A  B  и N  
– подгруппы группы G  причем A  холлова, а N  
нормальна. Если G AB   то 

( )( )N A N B N     

Лемма 1.2. Группа (2 2 )nG SL    ( )p G  

обладает следующими свойствами:  
1) 2 2 2 1

( ) [ ]n nGN G E Z


  имеет циклическое 

дополнение порядка 2 1n   и диэдральное добав-
ление порядка 2(2 1)n     

2) если p делит 2 1n    то подгруппа ( )G pN G  

не добавляема в G   

3) если p делит 2 1n    то подгруппа ( )G pN G    

2(2 1)nD


  имеет добавление, изоморфное 

2 2 2 1
( ) [ ]n nGN G E Z


   

4) нормализатор силовской p-подгруппы не 
имеет дополнения в группе G   

Других факторизаций группы (2 2 )nG SL   

с участием в качестве сомножителей нормали-
заторов силовских 2- и p-подгрупп нет.  

Доказательство. По теореме 0.8 [14] группа 
(2 2 )nG SL   допускает только следующие фак-

торизации: 2 22(2 1) 2 1
( ) ( )n nG GG N G D N G Z

 
    где 

2 2 2 1
( ) [ ]n nGN G E Z


   Таким образом, справедливо 

утверждение 1.  
Если p  делит 2 1n    то p  не делит 2 1n   и 

силовская p-подгруппа содержится в 2( )GN G   
Поэтому подгруппа ( )G pN G  не добавляема в G  

и справедливо утверждение 2.  
Пусть p  не делит 2 1n    Тогда p  делит 

2 1n   и силовская p-подгруппа содержится в 

2(2 1)nD

  Поэтому 2(2 2 ) ( ) ( )n

G p GG SL N G N G    

и справедливо утверждение 3. В частности, нор-
мализатор силовской p-подгруппы не имеет до-
полнения в группе G  т. е. справедливо утвер-
ждение 4.  

Лемма 1.3 [8, лемма 4]. Группа 
(2 )nG PSL p    2p    

обладает только следующими факторизациями 
с участием в качестве сомножителей нормали-
затора силовской 2-подгруппы:  

1) при 1 2n kp    подгруппа 2 2
( ) kGN G D  

имеет дополнение, изоморфное 
( 1) 2

[ ]n np p
E Z

 
   

2) при 11p   подгруппа 2 4 3( ) [ ]GN G E Z  

имеет дополнение, изоморфное 11 5[ ]Z Z    
Лемма 1.4. В группе (3 )PSL q   9q    нор-

мализатор силовской 2-подгруппы не обладает 
добавлением, отличным от всей группы.  

Доказательство. 1) Если 3q    то согласно 

пункту 2 теоремы 1 [15] группа факторизуется 
следующим образом 1G AB AB CB     где 

подгруппы A  B  1B  C  имеют следующие по-

рядки соответственно: 4 32 3   3 13   13  4 22 3   
Согласно [15] 4

2( ) 2GN G    По условию леммы 

2( )GG N G H   где H – собственная подгруппа, то 
33 13  должно делить порядок подгруппы H    

Из приведенных факторизаций получаем, что 

2( )GN G  не обладает собственным добавлением.  

2) Если 4q    то по пункту 1 теоремы 1 

[15] группа не факторизуема. Следовательно 

2( )GN G  не обладает собственным добавлением.  
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3) Если 5q    то согласно пункту 2 теоремы 

1 [15] группа факторизуется следующим образом 

1G AB AB    где подгруппы  
5 32 3 5A      3 31B     1 31B    

Согласно [15] 5
2( ) 2GN G    Если 2( )GG N G H   

где H  – собственная подгруппа, то 33 5 31   
должно делить порядок подгруппы H. Из приве-
денных факторизаций получаем, что 2( )GN G  не 

обладает собственным добавлением.  
4) Если 7q    то по пункту 1 теоремы 1 

[15] группа не факторизуема. Следовательно 

2( )GN G  не обладает собственным добавлением.  

5) Если 8q    то согласно пункту 2 теоремы 

1 [15] группа факторизуется следующим образом 

1G AB AB    где подгруппы  
9 2 22 3 7A       3 73B     1 73B    

Следовательно 9 2
2( ) 2 7GN G     Если 

2( )GG N G H   где H  – собственная подгруппа, 

то 23 73  должно делить порядок подгруппы H    
Из приведенных факторизаций получаем, что 

2( )GN G  не обладает собственным добавлением.  

Таким образом группа (3 )PSL q   9q    
факторизациями с участием в качестве сомножи-
телей нормализатора силовской 2-подгруппы не 
обладает.  

Лемма 1.5. Группа 2(3 8 )PSU   не фактори-

зуема.  
Доказательство. Все факторизации группы 

2(3 )PSU q  известны, они указаны в теореме 2 

[15]. При 3q   и 5q   группа 2(3 )PSU q  не 

факторизуема.  
Лемма 1.6 [8, лемма 8]. В группах (4 3)PSp   

и (4 2)PSL   нормализаторы силовских 2-под-

групп не обладают разрешимыми добавлениями.  
Лемма 1.7. В группе 11M  нормализатор си-

ловской 2-подгруппы не обладает добавлением, 
отличным от всей группы.  

Доказательство. Утверждение следует из 
теоремы 1.1 [16], в которой перечислены все 
факторизации группы 11M    

Лемма 1.8 [17, теорема 2.3]. Пусть конеч-
ная группа G  имеет S -подгруппу (2 )  

2 ( ) ( )M O M O M    Тогда G  является D -груп-

пой. Если \{2}      то G –  -разрешима.  

Лемма 1.9. В простой группе G c ( ) \{ },q G p  

где ( ),p G  нормализатор силовской q-под-

группы не обладает нильпотентным холловым 
добавлением.  

Доказательство. Пусть G – простая группа 
c ( ) \{ },q G p  где ( ).p G  Возможны сле-

дующие случаи:  

1) Если {2;3},p  то группа разрешима по 

теореме 2 [16].  
2) Пусть 3p    В этом случае группа раз-

решима или 2 (G)  и группа G  является про-

изведением разрешимой подгруппы 2( )GN G  и 

нильпотентного добавления, поэтому применима 
теорема Казарина [9]. По этой теореме группа G  
принадлежит следующему списку простых групп: 

(2 )PSL q   3q    (3 )PSL q   9q    (4 2)PSL    

11M   4 (3)PSp   (3 8)PSU    В виду лемм 1.3–1.7 

нормализатор силовской 2-подгруппы не облада-
ет холловым нильпотентным добавлением во 
всех перечисленных группах, за исключением 
группы (2 2 )nSL    По лемме 1.2 нормализатор 

силовской 2-подгруппы имеет циклическое до-
полнение порядка 2 1n   и диэдральное добавле-
ние порядка 2(2 1)n    Так как диэдральная под-

группа порядка 2(2 1)n   не нильпотентна, тогда 

нормализатор силовской 2-подгруппы не облада-
ет холловым нильпотентным добавлением. В 
случае, когда нормализатор силовской 2-под-
группы имеет циклическое дополнение порядка 
2 1n    дополнение будет холловым нильпотент-

ным, когда 2 1n sr    где 1s    В этом случае 

найдется простой делитель ( ) \{3}q G   2q    
По лемме 1.2 нормализатор ( )G qN G  имеет до-

бавление, когда q  делит 2 1n    добавление изо-

морфно подгруппе 2 2 2 1
( ) [ ]n nGN G E Z


   но оно 

не нильпотентно. Таким образом, условие теоре-
мы в этом случае справедливо.  

3) Пусть 2p    В этом случае имеем, что 

группа ( )G qG N G H   где H – нильпотентная хол-

лова подгруппа. Если подгруппа H нечетного 
порядка, то группа G – 2-нильпотентна по тереме 
А.С. Кондратьева [18]. Если подгруппа H  чет-
ного порядка, то по лемме 1.8 подгруппа 

2H G   Следовательно группа имеет вид 

2( )G qG N G G   Тогда для любого значения r  из 

( ) \{2}G   порядок силовской r-подгруппы rG   
делит порядок ( )G qN G   значит  

( )r G qG N G   
Не теряя общности мы получаем, что для 

любого значения ( ) \{2 3}r G   подгруппа 

3( )r GG N G   Согласно теореме 2 [19] группа 

разрешима или изоморфна одной из следующих 
групп: (2 7)PSL    (3 )PSU q   где q  – нечетно, 

1( 4)q mod    1 3q m   и (3 ) 1m    (3 )PSU q   

где q  – четно, 1 3q m   и (3 ) 1m    2 1(2 )nSz    
Согласно примеру 1.2 группа (2 7)PSL   исключа-

ется. Согласно теореме 2 [15] группа (3 )PSU q  
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факторизуется, если 3q   или 5,q   и не факто-

ризуется в противном случае. Если 3q   или 

5q    то нарушается условие 1 3q m    Следо-

вательно группу (3 )PSU q  исключаем из рас-

смотрения. Согласно лемме 1.3 [20] группа Су-
зуки 2 1(2 )nSz   не факторизуется. Полученное 

противоречие доказывает лемму.  
Следствие 1.1. Если в группе G c 
( ) \{ },q G p  где ( ),p G  нормализатор си-

ловской q-подгруппы обладает нильпотентным 
холловым добавлением, то группа G непроста.  

Следствие 1.2. Пусть G группа и нечетное 
число ( )p G   Если для любого значения 

( ) \{ }q G p  нормализатор силовской q-под-

группы обладает разрешимым добавлением, то 
группа G  изоморфна (2 2 )nSL    где 3 делит 

2 1n   и 2 1l np      

 
2 Доказательство основного результата  
Теорема. Пусть G  группа и ( )p G   Если 

для любого значения ( ) \{ }q G p  нормализа-

торы силовских q-подгрупп обладают нильпо-
тентными холловыми добавлениями, то группа 
G разрешима.  

Доказательство. Предположим, что G – не 
простая группа и пусть N – её нормальная нетри-
виальная подгруппа. Пусть pG  – силовская p-под-

группа группы G. Тогда p pN G N   – силовская 

p-подгруппа в N. По условию ( )G pG N G K   где 

K – холлово нильпотентное добавление к ( )G pN G   
По лемме 1.1 

( ( ))( )G pN N N G N K     

Подгруппа N K  является холловой в K   Так 
как K холлова нильпотентная подгруппа в G, 
тогда ( )N K  холлова нильпотентная подгруп-

па в N   Кроме того, p pN G N   – нормальная 

подгруппа в ( )G pN N G   поэтому 

( ) ( )G p N pN N G N N   и ( )( )N pN N N N K    

где ( )N K  холлово нильпотентное добавление 

к ( )N pN N  в N    

Пусть pG N N  – силовская p-подгруппа в 

группе G N   Так как ( )G pG N G K  и 

( ) ( )G p G N pN G N N N G N N     

то ( ( ))( )G N pG N N G N N KN N      

Поскольку N  холлово нильпотентное до-
бавление к ( )G pN G  в группе G  тогда KN N   

K K N   холлово нильпотентное добавление 
к ( )G N pN G N N   в G N    

Таким образом подгруппа N  и фактор-
группа G N  удовлетворяют условию теоремы и 
по индукции они разрешимы. Поэтому сама 
группа G  разрешима.  

Пусть G  – простая группа. По лемме 1.9 
группа, удовлетворяющая условию теоремы, не 
проста.  

Следствие. Пусть G  группа и ( )p G   
Если для любого значения ( ) \{ }q G p  индекс 

нормализатора каждой силовской q-подгруппы 
примерен, то группа G  разрешима.  
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