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Изучаются асимптотические свойства диагональных аппроксимаций Эрмита – Паде I типа для системы экспонент 

0{ }pz k
peλ
= ,  где 0 0λ = ,  а остальные pλ  являются корнями уравнения 1kξ = .  Доказанные теоремы дополняют известные 

результаты П. Борвейна, Ф. Вилонского, Г. Шталя, А.В. Астафьевой, А.П. Старовойтова, полученные в случае, когда 

0{ }k
p p=λ  – различные действительные числа. 
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Asymptotic properties of the diagonal Hermite – Padé approximants of type I for the system of exponentials 0{ }pz k

peλ
= ,  in which 

0 0λ = ,  while the rest pλ  are the roots of the equation 1kξ =  are studied. The theorems complement known results of P. Bor-

wein, F. Wielonsky, H. Stahl, A.V. Astafyeva, A.P. Starovoitov, obtained for the case, where the 0{ }k
p p=λ  – different real num-

bers. 
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Введение  
В последние годы наблюдается повышен-

ный интерес к аппроксимациям Эрмита – Паде 
экспоненциальных функций и их обобщениям, в 
частности, в задачах приближения аналитиче-
ских функций [1]–[3], в приложениях к случай-
ным матрицам [4]–[7], диофантовым приближе-
ниям [8]–[12] и теории операторов [13], [14].  

Саму конструкцию этих аппроксимаций 
предложил Эрмит, в связи с исследованием 
арифметических свойств числа e. С тех пор ап-
проксимации Эрмита – Паде экспоненциальных 
функций были достойным объектом исследова-
ния как классиками (Д. Гильберт, Ф. Клейн, 
Ф. Линдеман, К. Малер, К. Зигель), так и извест-
ными современными математиками (А.А. Гон-
чар, Е.А. Рахманов, С.П. Суетин, А.И. Аптека-
рев, H. Stahl, E. Saff, R. Varga, G. Chudnovsky, 
P. Borpwein, W. Van Assche, A. B. J. Kuijlaars 
и др.).  

Для того, чтобы перейти к точным опреде-
лениям и конкретным формулировкам, рассмот-
рим систему экспоненциальных функций 

0{ }p z k
peλ
= ,  где 0{ }k

p p=λ  – произвольные различные 
комлексные числа.  

Аппроксимациями Эрмита – Паде I типа 
(Latin type) системы экспонент 0{ }p z k

peλ
=  называют 

многочлены ( )p
nA z ,  1p

ndegA n≤ − ,  0 1p k= , ,..., ,  
хотя бы один из которых тождественно не равен 
нулю, удовлетворяющие условию  

 1

0

( ) 0p
k

zp kn n
n

p
A z e O z zλ + −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= , → .∑      (0.1) 

Многочлены 0{ ( )}p k
n pA z =  введены в рассмот-

рение Эрмитом [15] (одновременно с получен-
ными для них интегральными представлениями) 
спустя некоторое время после выхода в свет его 
знаменитой работы [16], посвящённой доказа-
тельству трансцендентности числа e.  В [16] Эр-
мит нашёл явный вид (также в интегральной 
форме) многочленов ( )nQ z ,  ( )j

nP z ,  1 2j k= , ,..., ,  
степени не выше kn,  удовлетворяющих условиям  

 1( ) 0j z j kn n
n nQ z e P O z zλ + +⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

− = , → ,      (0.2) 
которые единственным образом определяют ра-
циональные функции  

 ( ) ( ) ( ) 1 2j j
n n nz P z Q z j kπ = / , = , ,..., .     (0.3) 

Дроби (0.3) принято называть совместными диа-
гональными рациональными приближениями, а 
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многочлены ( )nQ z ,  1 ( ) ( )k
n nP z P z, ...,  – диагональ-

ными аппроксимациями Эрмита – Паде II типа 
(German type) системы экспонент 1{ }j z k

jeλ
=  (по 

поводу терминологии см., например, [17]).  
В одномерном случае ( 1)k =  общая поста-

новка задачи о нахождении многочленов, удов-
летворяющим равенствам (0.1), (0.2), принадле-
жит Паде [18], а построенные многочлены (их 
называют аппроксимациями Паде) совпадают:  

 0 1 1
1 1( ) ( ) ( ) ( )n n n nA z P z A z Q z− −= − , = .      (0.4) 

Теорема Паде утверждает, что многочлены (0.4), 
нормированные так, что 1(0) 1A = ,  при n →∞  
равномерно сходятся на любом компакте в :C   

0 2 1 2( ) ( )z z
n nA z e A z e/ − /, .⇒ ⇒  

С помощью явных формул П. Борвейн [19] 
нашёл асимптотику квадратичных ( 2)k =  ап-
проксимаций Эрмита – Паде I типа для системы 

2{1 }z ze e, , .  В [20] этот результат был обобщён на 

произвольную систему экспонент 0 1 2{ }z z ze e eλ λ λ, , .  
В недавнем цикле работ [21]–[27] с помощью 
метода матричной задачи Римана – Гильберта 
найдены очень точные асимптотики и располо-
жение нулей, преобразованных с помощью мас-
штабирования независимой переменной квадра-
тичных аппроксимаций Эрмита – Паде I и II ти-
пов для системы экспоненциальных функций 

2{1 }z ze e, , .  Ещё раньше, применяя метод перева-
ла, Ф. Вилонский [28] доказал аналог результата 
П. Борвейна для системы экспонент 0{ }pz k

pe =  при 
любом 2k ≥ .   

В [29] найдены равномерные асимптотики 
многочленов 0{ ( )}p k

n pA z =  для системы экспонен-

циальных функций 0{ }p z k
peλ
=  с произвольными 

различными действительными числами 0{ }k
p p=λ .  

В этой работе также как и в [28] при исследова-
нии асимптотик интегральных представлений 
многочленов { }

0
( )

kp
n p

A z
=

 применялся метод пере-

вала: в случае действительных множителей в 
показателе экспонент найдены все точки перева-
ла соответствующей подинтегральной функции в 
интегралах Коши, представляющих эти много-
члены, и соответствующие этим интегралам пе-
ревальные контуры интегрирования. Анализируя 
доказательства в [29], можно сделать вывод о 
том, что аналогичные результаты справедливы и 
в случае, когда комплексные числа 0{ }k

p p=λ  ле-
жат на одной прямой в комплексной плоскости 
(например, на мнимой оси). Если же 0{ }k

p p=λ  яв-
ляются произвольными комплексными числами, 
то применение метода перевала крайне затруд-
нено.  

В данной статье рассматривается в некото-
ром смысле исключительный случай, когда при-
менение метода перевала в указанной ситуации 
возможно. Для системы экспонент 0{ }p z k

peλ
= ,  где 

0 0λ = ,  а остальные pλ  являются корнями урав-

нения 1 0kξ − = ,  найдены асимптотики соответ-
ствующих аппроксимаций Эрмита – Паде I типа 
и доказана равномерная сходимость нормиро-
ванных аппроксимаций на компактах в C  к явно 
заданным функциям. Для простоты формулиро-
вок далее ограничимся случаем, когда 3k = .   
 

1 Предварительные результаты  
Полиномы 3

0{ ( )}p
n pA z = ,  удовлетворяющие 

условию  

 
3

4 1

0

( ) 0p zp n
n

p

A z e O z zλ −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= , → ,∑  (1.1) 

где  
2 ( 1) 3

0 0 1 2 3i p
p e pπ − /λ = , λ = , = , , ,  

могут быть получены решением линейной сис-
темы 4 1n −  однородных уравнений с 4n  неиз-
вестными коэффициентами. Поэтому нетриви-
альное решение всегда существует. Легко пока-
зать, что такие нетривиальные решения могут 
быть выписаны в явном виде. Действительно, 
пусть pC  – круг с центром в точке pλ  столь ма-
лого радиуса, что все остальные jλ  лежат во 
внешности этого круга. Используя теорему Коши 
о вычетах, легко показать, что функции  

 
[ ]

( ) 0 3
2 ( )

p

p

z z
p

n n
C

e e dA z p
i

−λ ξ ξ
= , ≤ ≤ ,

π ϕ ξ∫      (1.2) 

где 3( ) ( 1)ϕ ξ = ξ ξ − ,  удовлетворяют (1.1) и всем 
другим условиям.  

При изучении асимптотики многочленов 
(1.2) будем использовать известные методы ком-
плексного анализа. Приведем без доказательств в 
удобном для нас виде необходимые утверждения  
[30, С. 398, 415].  

Утверждение 1.1 (Метод Лапласа). Пусть 
( )f x ,  ( )S x  непрерывные на отрезке [ ]a b,  функ-

ции, при этом ( )S x  принимает только дейст-
вительные значения, а ( )f x  может быть ком-
плекснозначной. Полагаем  

( )( )
b nS x

n a
I f x e dx= .∫  

Предполагаем, что ( )S x  в точке 0 ( )x a b∈ ,  име-
ет абсолютный максимум на отрезке [ ]a b, ,  т. е. 

0( ) ( )S x S x< ,  0x x≠ ,  0( ) 0S x′′ ≠  и функции ( )f x ,  
( )S x  бесконечно дифференцируемы в некоторой 

окрестности точки 0x .  Тогда при n → +∞  спра-
ведливо асимптотическое равенство  
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{ }0( )
0

0

2 ( ) (1 )
( )

nS x
nI e f x O n

nS x
π

= − + / .
′′

 

Утверждение 1.2 (Метод перевала). Пусть 
функции ( )f z  и ( )S z  регулярны в некоторой 
односвязной области G,  содержащей кусочно 
гладкую кривую γ  и  

( )( ) nS
nF f e dξ

γ

= ξ ξ.∫  

Предположим, что max{Re ( ) }S ξ : ξ∈ γ  дости-
гается только в точке 0z ,  которая является 
внутренней точкой контура γ  и простой точ-
кой перевала, т. е. 0( ) 0S x′ = ,  0( ) 0S x′′ ≠ .  Счита-
ем также, что в окрестности 0z  контур γ  
проходит через оба сектора [30, C. 414], в кото-
рых 0Re ( ) Re ( )S S zξ < .  Тогда при n →∞   

 { }0( )
0

0

2 ( ) (1 )
( )

nS z
nF e f z O n

nS z
π

= − + / .
′′

 (1.3) 

Выбор ветви корня в (1.3) определяется из 
условий  

0
0

1arg
( )S z

− = ϕ ,
′′

 

где 0ϕ  – угол между касательной к кривой l  в 
точке 0z  и положительным направлением дей-
ствительной оси, а l – линия наибыстрейшего 
спуска, проходящая через точку 0z ,  т. е. для l в 
окрестности 0z  выполняются условия: Im ( )S z =  

0Im ( )S z=  при z l∈ ;  0Re ( ) Re ( )S z S z<  при 
z l∈ ,  0z z≠ .   
 

2 Асимптотика поточечной сходимости  
Перейдём непосредственно к изучению 

асимптотики многочленов ( )p
nA z ,  0 3p≤ ≤  при 

фиксированном значении переменной z.  С этой 
целью введём необходимые обозначения. Пусть 

jz  – нули функции ( )′ϕ ξ .  Тогда  
2 ( 1) 33 1 4 1 2 3i j

jz e jπ − /= / , = , , .  
Здесь и в дальнейшем i  – мнимая единица.  

В окрестности точки 1z  определим одно-
значную ветвь функции  

( ) ln )S ξ = − ϕξ ,  
полагая  

[ ]1 1( ) ln ( )S z z i= − | ϕ | + π .  
Фиксируем односвязную область G,  для которой 

3 3
1 0{ } \{ }j j p pz G= =⊂ ⊂ λ .C  Тогда по теореме о мо-

нодромии выбранная ветвь аналитически про-
должается в G,  а полученная в результате про-
должения функция является однозначной. Её 
значения в G  вычисляются по формуле  

( ) ln ( ) arg ( )S i γ⎡ ⎤ξ = − | ϕ ξ | + Δ ϕ ξ ,⎣ ⎦  

где кривая γ  лежит в G  и соединяет точки 1z  и 
ξ,  а arg ( )γΔ ϕ ξ  – приращение аргумента ( )ϕ ξ  
вдоль кривой γ.   

Пусть  

 ( )1 2( ) 1 2 3
2 ( )

jnS z
n j

j

B z e j
i nS z

− π
= , = , , .

′′π
 (2.1) 

Ветвь корня в (2.1) определяется из условий  

0
1arg

( )jS z
−

= ψ ,
′′

 

где 0ψ  – угол между касательной к окружности 
3{ 1 4}z z:| |= /  в точке jz  (окружность обходит-

ся против часовой стрелки) и положительным 
направлением действительной оси. Учитывая 
легко проверяемые равенства  

2( ) 4 1 2 3j jS z z j−′′ = , = , , ,  
нетрудно показать, что  

 ( )1( ) 1 2 3
8

jnS z
n j jB z z e j

n
= , = , , .

π
  (2.2) 

Теорема 2.1. Для каждого фиксированного 
z∈C  и n →∞   

 ( )
3

( )0

1
( ) ( ) 1 (1 )j jz z

n n j
j

A z B z e O n−λ

=

= + / ,∑   (2.3) 

( )( )( ) ( ) 1 (1 )

1 2 3

p pz zp
n n pA z B z e O n

p

−λ= − + / ,

= , , .
   (2.4) 

Доказательство. Исходя из интегрального 
представления  

 
1

1

1 ( )
2 [ ( )]

z z

n nC

e e dA z
i

−λ ξ ξ
= ,

π ϕ ξ∫               (2.5) 

докажем равенство (2.4) при 1p =  для каждого 
фиксированного z∈ .C  При других значениях p  
равенства (2.4) доказываются аналогично.  

Для этого в (2.5) деформируем контур ин-
тегрирования 1C  в криволинейный прямоуголь-
ник Π  с вершинами в точках 

( cos( 3) sin( 3))A r rπ / , π / ,  
( cos( 3) sin( 3))B R Rπ / , π / ,  
( cos( 3) sin( 3)C R Rπ / ,− π / ,  
( cos( 3) sin( 3))D r rπ / ,− π / .  

Сторонами прямоугольника Π  являются отрезки 
[ ]A B,  и [ ]D C,  и дуги окружностей 

{ 3 3}iAD re τ= : −π / ≤ τ ≤ π / ,  

{ 3 3}iBC Re τ= : −π / ≤ τ ≤ π / ,  

где 3 1 4r = / ,  а 1R > .   
Так как при [ ]t r R∈ ,   

3 3 3( ) ( 1) ( 1)ite t t r rπ/ϕ = + ≥ + ,  
на отрезке, соединяющем точки A  и B,  мини-
мум функции ( )ϕ ξ  достигается в единственной 
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точке A.  Аналогично, на вертикальном отрезке, 
соединяющем точки D  и C,  минимум функции 

( )ϕ ξ  достигается в единственной точке D  и 

равен 3( 1)r r + .   

На дуге BC  при достаточно больших R  зна-
чения ( )ϕ ξ  больше каждого из значений ( )ϕ ξ  в 
точках A  и D.  Действительно, если 3R > ,  то 
при [ 3 3]τ∈ −π / ,π /   

3 3 3 3( ) ( ) ( 1) ( 1)i i iRe Re R e R R r rτ τ τϕ = ≥ − ≥ + .  
С другой стороны, если [ 3 3]τ∈ −π / ,π / ,  то  

6 3 3( ) 2 cos3 1 (1 )ire r r r r rτϕ = − τ + ≥ − .  

Поэтому наименьшее значение функции ( )ϕ ξ  

на дуге AD  достигается в единственной точке 1z  
и равно 3(1 )r r− .   

Считаем положительным направлением об-
хода дуги LN  направление от L  к N .  По опре-
делению полагаем  

1

( )
2 [ ( )]

z z
AD

n n
AD

e e dF z
i

−λ ξ ξ
= .

π ϕ ξ∫  

Область G  выбираем так, что AD G⊂ .  Поэтому 
предыдущее равенство можно записать в виде  

 
1

( )( )
2

z
AD z nS

n
DA

eF z e e d
i

−λ
ξ ξ= − ξ.

π ∫          (2.6) 

Так как наименьшее значение функции 
( )ϕ ξ  на дуге DA  достигается в единственной 

точке 1z ,  то максимум функции Re ( )S ξ  на этой 
дуге также достигается в единственной точке 1z ,  
которая является простой точкой перевала функ-
ции ( )S ξ .  Поэтому для нахождения асимптотики 
интеграла в (2.6) можно применить метод пере-
вала (утверждение 1.2). Учитывая выбор ветви 
корня в (2.1) и равенство 0 0ϕ = ψ ,  получим  

( )1 1 1( ) ( )

1

1 2( ) 1 (1 )
2 ( )

nS z z zAD
nF z e e O n

i nS x
−λ− π

= − + / =
′′π

 

 ( )1 1( )
1( ) 1 (1 )z z

nB z e O n−λ= − + / .          (2.7) 
Рассмотрим интеграл  

1
( )

\

( )
2

z
z nS

n
DA

eF z e e d
i

−λ
ξ ξ

Π

= ξ.
π ∫  

На криволинейном прямоугольнике Π  функция 
( )ϕ ξ  достигает наименьшее значение в единст-

венной точке 1z ,  которая принадлежит дуге AD.  
Поэтому, рассуждая как и при доказательстве 
неравенства (8) в [30, гл. VII, § 45], получим, что  

 1( ( ) )( ) n S z
nF z e −δ≤ θ ,            (2.8) 

где θ  и δ  – положительные постоянные. Из не-
равенства (2.8) следует, что при n →∞  интеграл 

( )nF z  по модулю экспоненциально мал по срав-
нению с модулем 1( )nS ze .  Значит основной вклад 
в асимптотику многочлена 1 ( )nA z  вносит инте-

грал по дуге DA.  Таким образом, равенство (2.4) 
при p = 1 доказано.  

Перейдём к доказательству равенства (2.3). 
При p = 0 в качестве контура интегрирования 0C  
в (1.2) возьмём окружность  

3{ 1 4}z zγ = :| |= / .  
Все точки 3

1{ }j jz =  лежат на этой окружности. 
Представим γ  в виде 1 2γ = γ ∪ γ ,  где  

1 2 1{ 6 arg 3} \z zγ = ∈ γ : π / ≤ ≤ π / , γ = γ γ .  
Будем считать, что G  – односвязная область, для 
которой 3 3

1 0{ } { }j j p pz G= =⊂ ⊂ λ\C  и, кроме того, 

2 Gγ ⊂ ,  а пересечение 1γ  с дополнением G  яв-
ляется дугой окружности.  

Введём в рассмотрение интегралы  
1

( ) 1 2
2 [ ( )]

j

j

z z

n n

e e dF z j
i

−λ ξ
γ

γ

ξ
= , = , .

π ϕ ξ∫  

Поскольку 2 Gγ ⊂ ,  то интеграл 2 ( )nF zγ  можно 
представить в виде  

1
2

2

( )( )
2

z
z nS

n
eF z e e d

i

−λ
γ ξ ξ

γ
= ξ.

π ∫  

Учитывая, что { }max Re ( )S ξ  достигается на 2γ  
только в точках 1 2 3z z z, , ,  которые являются точ-
ками перевала и внутренними точками контура 

2γ ,  можно утверждать [30, гл. VIII, § 45, следст-
вие 2], что асимптотика 2 ( )nF zγ  при n →∞  равна 
сумме вкладов от точек 1 2 3z z z, , .  Поэтому, учи-
тывая, что контур 2γ  обходится против часовой 
стрелки, получим  

( )2

3
( )

1

( ) ( ) 1 (1 )j jz z
n n j

j

F z B z e O n−λγ

=

= + / .∑  

Аналогично, как и при доказательстве ра-
венств (2.4), доказывается, что основной вклад в 
асимптотику 0 ( )nA z  вносит интеграл по дуге 2γ .  
Теорема 2.1 доказана.  

Следствие 2.1. При n →∞   

 ( )
3

( )0

1

1(0) 1 (1 )
8

jnS z
n j

j
A z e O n

n =

= + / ,
π ∑    (2.9) 

( )( )1(0) 1 (1 ) 1 2 3
8

pnS zp
n pA z e O n p

n
= − + / , = , , .

π
(2.10) 

 
3 Асимптотика равномерной сходимости  
Из (2.10) следует, что при 1 2 3p = , ,  и доста-

точно больших n  (0) 0p
nA ≠ .  При таких n  опре-

делим три последовательности нормированных 
многочленов:  

( ) ( ) (0) 1 2 3p p p
n n nA z A z A p= / , = , , .  
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Теорема 3.1. При n →∞   
 ( )( ) 1 2 3p pz zp

nA z e p−λ , = , ,⇒          (3.1) 
равномерно на любом компакте из .C   

Доказательство. Поточечная сходимость в 
(3.1) доказана в теореме 2.1. Необходимо дока-
зать, что многочлены ( )p

nA z ,  1 3p≤ ≤  равно-
мерно сходятся на компактах в C  к соответст-
вующим функциям. Докажем это, например, для 

1 ( )nA z .   
Если предположить, что z| |≤ ρ  и ξ∈Π,  то 

модуль zeξ  ограничен 2 RM e ρ= .  Опираясь на 
равенство (2.5), в этом случае получим, что  

 1 ln ( ( ))( ) ( )
2

n t
n

MA z e t dt
β − |ϕ ζ |

α
′≤ | ζ | ,

π ∫      (3.2) 

при условии, что контур интегрирования преж-
ний и параметризуется вещественным парамет-
ром [ ]t∈ α,β .  Обозначим через 1 1[ ] [ ]α ,β ⊂ α,β  

отрезок, который параметризует дугу AD.  Так-
же, как и при доказательстве теоремы 2.1 пока-
зывается, что основной вклад в асимптотику ин-
теграла в правой части (3.2) вносит интеграл по 
отрезку 1 1[ ]α ,β .  Поэтому при достаточно боль-
ших n   

 1

1

1 ln ( ( ))( ) ( )n t
n

MA z e t dt
β − |ϕ ζ |

α
′≤ | ζ | ,

π ∫     (3.3) 

Для нахождения асимптотики интеграла в пра-
вой части равенства (3.3) применим метод Лап-
ласа (утверждение 1.1). В результате получим, 
что при n →∞   

[ ]
( )

1

1

1

0

ln ( ( ))

Re ( )
0

( )

2 ( ) 1 (1 )
Re ( ( ))

n t

n S z

t t

e t

e t O n
n S t

β − |ϕ ζ |

α

=

′| ζ =

− π ′= ζ + / ,
′′ζ

∫
 

где 0t  выбрано так, что 0 1( ) .t zζ =  Параметризу-

ем дугу AD,  полагая  
3( ) 1 4 [ 3 3]itt e tζ = / , ∈ −π / ,π / .  

Тогда  

[ ]
0

3
0 00 ( ) 1 4 Re ( ( )) 3

t t
t t S t

=
′′′= , ζ = / , ζ = − .  

Поэтому при достаточно больших n   

1Re ( )1 32( ) 1 4
3

n S z
nA z M e

n
≤ / .

π
 

Отсюда и из равенства (2.10) при 1p =  следует, 

что 1 ( ) 4nA z M≤ .  Это значит, что последователь-

ность 1
1{ ( )}n nA z ∞
=  по модулю равномерно ограни-

чена в круге { }D z zρ = :| |≤ ρ .  Тогда по теореме 
Витали [31, С. 371] эта последовательность рав-
номерно сходится на любом компакте из круга 
Dρ .  Аналогично рассматривается случай, когда 

2 3p = , .  Теорема 3.1 доказана.  

Докажем аналог теоремы 3.1 для многочле-
нов 0 ( )nA z .  В начале заметим, что если продиф-
ференцировать тождество  

 
0

0
3

1( )
2 ( 1)

z

n n nC

e dA z
i

ξ ξ
= ,

π ξ ξ −∫        (3.4) 

l  раз, то получим  

0

( )0
3

1( ) 1 2 3
2 ( 1)

l zl

n n nC

e dA z l
i

ξξ ξ⎡ ⎤ = , = , , ,....⎣ ⎦ π ξ ξ −∫  (3.5) 

При фиксированном z  асимптотика инте-
грала в (3.5) находится также, как и асимптотика 
интеграла (3.4) при доказательстве теоремы 2.1, с 
той лишь разницей, что при применении метода 
перевала вместо функции ( ) zf eξξ =  нужно брать 
функцию ( ) l zf eξξ = ξ .  Поэтому при n →∞   

 ( )
3( )0

0
1

( ) ( ) 1 (1 )
l l

n j n jz
j

A z z B z O n
=

=

⎡ ⎤ = + / .⎣ ⎦ ∑     (3.6) 

Из (3.5) также следует, что  

0

( )0
30

1( ) 1 2 3
2 ( 1)

ll

n n nz C

dA z l
i=

ξ ξ⎡ ⎤ = , = , , , ....⎣ ⎦ π ξ ξ −∫  (3.7) 

Интегралы в (3.7) легко вычисляются. Поэтому 
из (3.6) и (3.7) получаем:  

0 0
3 3 0

(0) ( ) 0n n z
A A z

=

′⎡ ⎤= = ,⎣ ⎦  

( )

0 3 3 1
3 0

3
2

3
1

( )
( ) ( 1)

(3 1)

( ) 1 (1 )

n n
n z

j n j
j

n
A z

n

z B z O n

−

=

=

′′⎡ ⎤ = − =⎣ ⎦ − !

= + / .∑
         (3.8) 

Здесь и далее 0( ) 1a = ,  ( ) ( 1) ( 1)ma a a a m= + ⋅⋅⋅ + −  
– символ Похгаммера. Из (3.8) следует, что 

0
3 0

( ) 0n z
A z

=

′′⎡ ⎤ ≠ .⎣ ⎦  Поэтому определена последова-

тельность  

 0 0 0
3 3 3 0

( ) ( ) ( ) 1 2 3n n n z
A z A z A z n

=

′′⎡ ⎤= / , = , , , ....⎣ ⎦  

Далее, из (3.6) и (3.7) следует, что 0
3 1(0) 0nA − = ,   

( )

0 3 1 3 2
3 1 0

3

3 1
1

( )
( ) ( 1)

(3 2)

( ) 1 (1 )

n n
n z

j n j
j

n
A z

n

z B z O n

− −
− =

−
=

′⎡ ⎤ = − =⎣ ⎦ − !

= + / .∑
 

Поэтому определена последовательность  
0 0 0
3 1 3 1 3 1 0

( ) ( ) ( ) 1 2 3n n n z
A z A z A z n− − − =

′⎡ ⎤= / , = , , , ....⎣ ⎦  

Аналогично определяем последовательность  
 0 0 0

3 2 3 23 2( ) ( ) (0) 1 2 3n nn z A z A nA − −− = / , = , , , ....  
Это определение корректно, так как знаменатель 
дроби в правой части последнего равенства 
представим в виде  

( )

0 3 2 3 3
3 2

3

3 2
1

( )
(0) ( 1)

(3 3)

( ) 1 (1 )

n n
n

n j
j

n
A

n

B z O n

− −
−

−
=

= − =
− !

= + /∑
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и, следовательно, не может быть равен нулю.  
Теорема 3.2. При n →∞  равномерно на 

любом компакте в C   
3 3

( )0 2 ( 1) 3
3

1

16( )
3

j jz zi j
n

j
A z e e −λπ − /

=

,∑⇒    (3.9) 

 
3 3

( )0 4 ( 1) 3
3 1

1

4( )
3

j jz zi j
n

j
A z e e −λπ − /

−
=

,∑⇒   (3.10) 

 
3

( )0
3 2

1

1( )
3

j jz z
n

j

A z e −λ
−

=

.∑⇒           (3.11) 

Доказательство. Поточечная сходимость в 
(3.9)–(3.11) следует из теоремы 2.1 и следующих 
легко проверяемых соотношений:  

2 ( 1)( 1) 31( ) ( 1)
2

n i n j
n j nB z e

n
− π − − /= − Ω ,

π
 

( )0 3
3 330

3 1( ) ( 1) 1 (1 )
616

n
n nz

A z O n
n=

′′⎡ ⎤ = − ⋅ Ω + / ,⎣ ⎦ π
 

( )

0
3 1 0

3 1
3 13

( )

3 1( 1) 1 (1 )
2 (3 1)4

n z

n
n

A z

O n
n

− =

−
−

′⎡ ⎤ =⎣ ⎦

= − ⋅ Ω + / ,
π −

( )

0
3 2 0

3 2
3 2

( )

1( 1) 3 1 (1 )
2 (3 2)

n z

n
n

A z

O n
n

− =

−
−

⎡ ⎤ =⎣ ⎦

= − ⋅ Ω + / ,
π −

 

где 
4 3

3

1 4
332

n

n

/⎛ ⎞
Ω = .⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Равномерная сходимость на компактах в C  
последовательностей нормированных многочле-
нов в (3.9)–(3.11) следует из теоремы Витали и 
равномерной ограниченности последовательно-
сти 0

1{ ( )}n nA z ∞
=  в круге Dρ .  Равномерная ограни-

ченность последовательности 0
1{ ( )}n nA z ∞
=  доказы-

вается с помощью утверждения 1.1 также, как и 
соответствующее утверждение при доказатель-
стве теоремы 3.1. Теорема 3.2 доказана. 
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