
Проблемы физики, математики и техники, № 4 (25), 2015 
 

© Сафонов В.Г., Сафонова И.Н., 2015             
80 

  
УДК 512.542 

О КОММУТАТИВНЫХ ПОЛУГРУППАХ  
РАЗРЕШИМЫХ ТОТАЛЬНО ω-НАСЫЩЕННЫХ ФОРМАЦИЙ 

В.Г. Сафонов, И.Н. Сафонова 

Белорусский государственный университет, Минск 
 

ON COMMUTATIVE SEMIGROUPS OF  
SOLUBLE TOTALLY ω-SATURATED FORMATIONS 

V.G. Safonov, I.N. Safonova 
Belarusian State University, Minsk 

 
Пусть M  – некоторая тотально (n-кратно) ω-насыщенная формация конечных групп ( 0),n ≥  F  и H  – тотально (n-кратно) 

ω-насыщенные подформации из M.  Тогда через ( )Aω
∞ M  ( ( ))nAω M  обозначают полугруппу всех тотально (n-кратно) 

ω-насыщенных подформаций из M  с умножением заданным формулой = ,⋅ ∩
M

F H HF M  где ( | ).G G ∈HFH= F  Дока-

зано, что разрешимая тотально (n-кратно) ω-насыщенная формация порождает коммутативную полугруппу тотально 
(n-кратно) ω-насыщенных подформаций тогда и только тогда, когда она нильпотентна. В частности, в классе разреши-
мых групп получено решение проблемы 6.26 из [1]. 
 
Ключевые слова: формация конечных групп, тотально ω-насыщенная формация, n-кратно ω-насыщенная формация, 
полугруппа формаций, коммутативная полугруппа формаций. 
 
Let M  be some totally (n-multiply) ω-saturated formation of finite groups ( 0),n ≥  F  and H  be totally (n-multiply) ω-satu-

rated subformations of .M  Then ( )Aω
∞ M  ( ( ))nAω M  denotes the semigroup of all totally (n-multiply) ω-saturated subforma-

tions of M  with multiplication = ,⋅ ∩
M

F H HF M  where ( | ).G G ∈HFH= F  It is proved that a soluble totally (n-multiply) 

ω-saturated formation generates a commutative semigroup of totally (n-multiply) ω-saturated subformations if and only if, 
when it is nilpotent. In particular, the problem 6.26 from [1] is solved for the class of soluble groups. 
 
Keywords: formation of finite groups, totally ω-saturated formation, n-multiply ω-saturated formation, semigroup of forma-
tions, commutative semigroup of formation. 

 
 

Введение  
Все рассматриваемые группы предполага-

ются конечными. Используются определения и 
обозначения, принятые в [1]–[3].  

А.И. Мальцевым в работе [4] было введено 
понятие произведения классов F  и H  алгебраи-
ческих систем в некотором классе M  (мальцев-
ское произведение классов) и обсуждалась зада-
ча о нахождении таких классов алгебраических 
систем ,M  для которых соответствующий час-
тичный группоид является ассоциативным и 
коммутативным.  

Задачи нахождения формаций (тотально на-
сыщенных формаций) с коммутативными полу-
группами подформаций (тотально насыщенных 
подформаций) были включены Л.А. Шеметковым 
и А.Н. Скибой в монографию [1] (проблемы 6.26 
и 10.7). В случае формаций конечных групп маль-
цевское произведение классов задается формулой 

= ,⋅ ∩
M

F H HF M  где ( | )G G ∈HFH = F .  

Решение проблемы 10.7 было получено в 
работе [5], где, в частности, доказана следующая 
теорема  

Теорема. Пусть M  – тотально насыщен-
ная формация. Тогда следующие условия равно-
сильны: 

1) полугруппа ( )A∞ M  коммутативна; 
2) всякий элемент полугруппы ( )A∞ M  явля-

ется идемпотентом; 
3) формация M  нильпотентена.  
В приведенной теореме ( )A∞ M  обозначает 

полугруппу всех тотально насыщенных подфор-
маций из M  с мальцевским умножением.  

В данной статье, развивая результаты рабо-
ты [5], получено описание разрешимых тотально 
ω-насыщенных (ω-композиционных) формаций с 
коммутативной полугруппой тотально ω-насы-
щенных (ω-композиционных) подформаций, а так-
же разрешимых n-кратно ω-насыщенных (ω-ком-
позиционных) формаций с коммутативной по-
лугруппой n-кратно ω-насыщенных (ω-компо-
зиционных) подформаций ( 0).n ≥  В частности, в 
классе разрешимых групп получено решение 
проблемы 6.26 из [1].  
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1 Определения и обозначения  
Пусть ω – непустое подмножество множества 

всех простых чисел. Символом dGω  обозначается 
наибольшая нормальная в G  подгруппа, у кото-
рой каждый композиционный фактор является 

dω -группой (если таких подгрупп в G  нет, то 
полагают 1dGω = ). Всякую функцию вида  

{ }f ′: ω∪ ω → {формации} 
называют ω-локальным спутником. Через ( )LF fω  
обозначают класс всех таких групп G, что 

( )dG G fω ′/ ∈ ω  и ( ) ( )pG F G f p/ ∈  для любого 
( ).p G∈ω∩π  Если формация F  такова, что 

( ),LF fω=F  то говорят, что F  является ω-ло-
кальной формацией, а f – ω-локальным спутни-
ком формации F.  Формация F  называется ω-на-
сыщенной, если ей принадлежит всякая группа 
G  с ,G L/ ∈F  где ( ) ( ).L O G Gω⊆ ∩Φ  Как из-
вестно [3], формация F  является ω-насыщенной 
тогда и только тогда, когда она ω-локальна.  

Всякую формацию считают 0-кратно ω-на-
сыщенной. При 1n ≥  формацию F  называют 
n-кратно ω-насыщенной, если ( ),LF fωF =  где 
все значения ω-локального спутника f  являют-
ся ( 1)n − -кратно ω-насыщенными формациями. 
Формацию n-кратно ω-насыщенную для любого 
целого неотрицательного n  называют тотально 
ω-насыщенной.  

Пусть X  – некоторый класс групп. Тогда 
через formlω∞ X  обозначают тотально ω-насыщен-
ную формацию, порожденную классом групп ,X  
т. е. пересечение всех тотально ω-насыщенных 
формаций, содержащих X . При этом, если 

{ },G=X  то формацию forml Gω
∞  называют одно-

порожденной тотально ω-насыщенной формаци-
ей. Множество lω∞  всех тотально ω-насыщенных 
формаций относительно включения ⊆  образует 
полную модулярную решетку [6]. Формации из 
lω∞  называют lω∞ -формациями.  

Пусть F  – некоторая lω∞ -формация, H  – 
произвольный класс групп. Формацию F  назы-
вают минимальной тотально ω-насыщенной не 
H -формацией ( ω

∞H -критической формацией), ес-
ли ,⊆/F H  но все ее собственные lω∞ -подформа-
ции из F  содержатся в классе групп .H  

Если F  – непустая формация, то символом 
GF  обозначается наименьшая нормальная под-
группа группы G  с факторгруппой в .F  Произ-
ведением двух непустых формаций F  и H  обо-
значают класс групп ( | ).G G ∈HFH = F  

Пусть X  – произвольная совокупность 
групп, p – простое число. Тогда полагают 

( ) form( / ( ) | ),p pF G F G G= ∈X X  если ( )p∈π X  и 
( ) ,pF = ∅X  если ( ).p∉π X  

Пусть M  – тотально ω-насыщенная фор-
мация. Тогда через ( )Aω

∞ M  обозначают полу-
группу тотально ω-насыщенных подформаций из 

.M  В частности, если form ,l Gω
∞=M  то 

( form ) = ( ).A l G A Gω ω ω
∞ ∞ ∞  

 
2 Вспомогательные результаты  
Лемма 2.1 [7]. Пусть F  – ненильпотентная 

тотально ω-насыщенная формация. Тогда и 
только тогда F  является ω

∞N -критической 
формацией, когда form ,l Gω

∞=F  где G  – такая 
монолитическая группа с монолитом ,P G= N  
что либо ( ) ,Pπ = π ∩ω = ∅  либо π ≠ ∅  и выпол-
няется одно из следующих условий: 

1) [ ]G P Q=  – группа Шмидта с Ф( ) 1,G =  
где ( )GP C P=  – абелева p-группа, p∈ω  и | |Q q=  
– простое число; 

2) P  – неабелева pd -группа, / ,pG P∈N  
где ,p∈ω  причем ( ) { }.G pπ ∩ω =  

Лемма 2.2 [3]. Если = formlω∞F X  и f – ми-
нимальный ω-локальный lω∞ -значный спутник 
формации ,F  то справедливы следующие ут-
верждения: 

1) ( ) = form( / | );df l G G Gω
∞ ω′ω ∈X  

2) ( ) = form( ( ))pf p l Fω
∞ X  для всех ;p∈ω  

3) если = ( ),LF hωF  спутник h  lω∞ -значен и 
p  – некоторое фиксированное число из ω, то 

1= ( ),LF fωF  где 1( ) = ( )f a h a  при любом 
( \{ }) { }a p ′∈ ω ∪ ω  и 

1( ) = form( | ( ) , ( ) = 1),pf p l G G h p O Gω
∞ ∈ ∩F  

кроме того, 1( ) = ( );f p f p  
4) = ( ),LF hωF  где ( ) =h ′ω F  и ( ) = ( )h p f p  

при всех .p∈ω  
Лемма 2.3 [2, c. 171]. Если в группе G  име-

ется лишь одна минимальная нормальная под-
группа и ( ) = {1}pO G  ( p  – некоторое простое 
число), то существует точный неприводимый 
FpG -модуль, где Fp  – поле из p  элементов.  

Лемма 2.4 [1]. Если = ( )LF fωF  и 
/ ( ) ( ),pG O G f p∈ ∩F  

для некоторого ,p∈ω  то .G∈F  
Лемма 2.5. Пусть M  – ненильпотентная 

тотально ω-насыщенная формация. Тогда в M  
содержится по меньшей мере одна минимальная 
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тотально ω-насыщенная ненильпотентная фор-
мация. 

Доказательство. Пусть M  – ненильпо-
тентная тотально ω-насыщенная формация. Вы-
берем в M\N  группу G минимального порядка. 
Тогда G – монолитическая группа с цоколем 

.P G= N  Пусть = form .l Gω
∞F  Если 
( ) ,Pπ = π ∩ω = ∅  

то в силу леммы 2.1 F  – искомая минимальная 
тотально ω-насыщенная ненильпотентная фор-
мация. 

Пусть π ≠ ∅  и .p∈π  Допустим, что P  – 
абелева p-группа. Поскольку N  – насыщенная 
формация, то ( )P G⊄ Φ  и ( ) ( ).G pP C P F G= =  
Ввиду леммы 2.2 формация F  имеет такой ми-
нимальный ω-локальный lω∞ -значный спутник f, 
что ( ) form( / ( )) form( / ).pf p l G F G l G Pω ω

∞ ∞= =  За-
метим, что / 1,G P ≠  поскольку в противном 
случае G  является p-группой и принадлежит ,N  
что невозможно. Поэтому найдется по меньшей 
мере одно ( / ) \{ }.q G P p∈π  Пусть Q  – группа 
порядка q. Так как form( / )l G Pω

∞ ⊆ N  и N  – на-
следственная формация, то силовская q-под-
группа группы /G P  принадлежит form( / ).l G Pω

∞  
Значит, формации form( / ) ( )l G P f pω

∞ =  принад-
лежит и группа Q. Поскольку Q монолитическая 
группа и ( ) 1,pO Q =  то по лемме 2.3 существует 
точный неприводимый FpQ -модуль ,V  где Fp  – 
поле из p элементов. Положим [ ] .A V Q=  Тогда 
группа A является группой Шмидта с ( ) 1.AΦ =  
Понятно, что ( ) ( ) .p pF A O A V= =  Поскольку 

/ ( ) ( ),pA F A V f p≅ ∈  то применяя лемму 2.4 по-

лучим .A∈F  Тогда, ввиду леммы 2.1, = forml Aω
∞L  

– искомая минимальная тотально ω-насыщенная 
ненильпотентная формация. 

Пусть теперь P  – неабелева pd -группа, 
где .p∈ω  Допустим, что | | 1.π >  Тогда в π  су-
ществуют по крайней мере еще одно отличное от 
p простое число q. Понятно, что  

( ) ( ) 1.p qF G F G= =  
В силу леммы 2.2 для минимального ω-локаль-
ного lω∞ -значного спутника f формации F  имеем:  

( ) form( / ( )) form ,pf p l G F G l Gω ω
∞ ∞= =  

( ) form( / ( )) form .qf q l G F G l Gω ω
∞ ∞= =  

Пусть pZ  – группа простого порядка .p  
Поскольку ( ) 1,q pO Z =  то ввиду леммы 2.3 суще-
ствует точный неприводимый Fq pZ -модуль W,  
где Fq  – поле из q  элементов. Пусть [ ] .pB W Z=  

Ясно, что ( ) ( ) .q qF B O B W= =  Тогда, так как 
/ ( ) ( ),qB F B W f q≅ ∈  то по лемме 2.4 группа 

.B∈F  Но тогда в силу леммы 2.1 forml Bω
∞  – ис-

комая минимальная тотально ω-насыщенная не-
нильпотентная формация.  

Пусть теперь | | 1.π =  Если теперь / ,pG P∈N  
то ввиду леммы 2.1 F  – искомая минимальная 
тотально ω-насыщенная ненильпотентная фор-
мация. Пусть ( / ) { }G P pπ ⊄  и ( / ) \{ }.q G P p∈π  
Обозначим через Q  группу простого порядка .q  
Поскольку формация form( / )l G Pω

∞  нильпотент-
на, то она наследственна. Поэтому силовская 
q-подгруппа группы / ,G P  а следовательно и 
группа ,Q  принадлежат формации 

form( / ) ( ).l G P f pω
∞ =  

По лемме 2.3 существует точный неприводимый 
FpQ -модуль K, где Fp  – поле из p  элементов. 
Положим [ ] .M K Q=  Тогда ( ) ( ) .p pF M O M K= =  
Поскольку / ( ) ( ),pM F M K f p≅ ∈  то по лемме 
2.4 группа M  принадлежит F . Но тогда по 
лемме 2.1 = forml Mω

∞L  – минимальная тоталь-
но ω-насыщенная ненильпотентная формация. 
Лемма доказана. 

Лемма 2.6 [2, с. 94]. ПустьF  – разрешимая 
формация. Тогда в том и только в том случае F  
– минимальная тотально локальная ненильпо-
тентная формация, когда p q=F N N  для неко-
торых различных простых чисел , .p q   

Лемма 2.7 [3]. Пусть F  – формация. Тогда 
следующие условия равносильны: 

1) формация F  ω-насыщена; 
2) ( )p pF ⊆N F F  для всех ;p∈ω  
3) ( ),LF fω=F  где ( ')f ω = F  и 

( ) ( )p pf p F= N F  
для всех ;p∈ω  

4) формация F  ω-локальна. 
Лемма 2.8. Пусть формация = ,F MH  где 

= ( ),LF hωH  = ( )LF mωM  и спутники h  и m  яв-
ляются внутренними. Тогда формация F  ω-ло-
кальна и = ( ),LF fωF  где ( ) = ,f ′ω F   

( ) = ( )f p m p H  при ( )p∈π ∩ωM  
и ( ) = ( )f p h p  при \ ( ).p∈ω π M  

Лемма 2.9. Пусть [ ]G P Q=  – группа Шмид-
та с ( ) 1,GΦ =  где ( )GP C P=  – абелева p-груп-
па, p∈ω  и | |Q q=  – простое число, .q∉ω  То-
гда имеет место равенство 

form form .pl G Qω
∞ = N  
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Доказательство. Пусть form ,l Gω
∞=F  где G  

группа из условия леммы. Обозначим через f – 
минимальный ω-локальный lω∞ -значный спутник 
формации F.  В силу леммы 2.2 имеет место 

( ) = form( / ( )).pf p l G F Gω
∞  Поскольку по условию 

леммы ( )GP C P=  – абелева p-группа, то ( ) .pF G P=  

Значит, ( ) = form( / ) form .f p l G P l Qω ω
∞ ∞=  Так как 

при этом | |Q q=  – простое число, ,q∉ω  то 
form form .l Q Qω

∞ =  Тогда по лемме 2.7 имеем 
( ) formp pf p Q= ⊆N N F.  

Заметим также, что в силу леммы 2.8 формация 
formp QN  является тотально насыщенной фор-

мацией как произведения двух lω∞ -формаций pN  
и form .Q  Так как при этом, очевидно, 

form ,pG Q∈N  то form .p Q=F N  Лемма доказана. 
Лемма 2.10 [8]. Если /H K  – главный фак-

тор группы G  и ( / ),p H K∈π  то / ( / )GG C H K  
не содержит неединичных нормальных p -под-
групп, причем ( ) ( / ).p GF G C H K⊆   

Лемма 2.11 [7]. Пусть G  – такая моноли-
тическая группа с цоколем ,P G= N  что 

( ) .Pπ = π ∩ω = ∅  Тогда формация = forml Gω
∞L  

имеет единственную максимальную lω∞ -подфор-
мацию form( / ) =l G Pω

∞ ∩F N.  
Лемма 2.12. Пусть = form ,l Gω

∞L  
form( / ),l G Pω

∞=H  
где G  – такая монолитическая группа с цоколем 

,P G= N  что ( )Pπ ∩ω = ∅  и / 1.G P ≠  Тогда 
.⊄L LH  

Доказательство. Пусть L  и H  формации 
из условия леммы. В силу леммы 2.11 формация 

form( / )l G Pω
∞=H  является единственной макси-

мальной lω∞ -подформацией формации = form .l Gω
∞L   

Предположим, что .⊆L LH  Тогда G∈LH  
и .G ∈H L  Так как при этом /G P∈H  и ,⊄L H  
то .P G= H  Значит, .P∈L   

Допустим, что forml Pω
∞ = L.  Тогда посколь-

ку P  – 'ω -группа, то группа G  также является 
'ω -группой. Поэтому  

form form ,l P Pω
∞ =  

form forml G Gω
∞ =  

и form formG P= .  Так как P  – элементарная 
группа, а по условию леммы / 1,G P ≠  то 

formG P∉ .  Противоречие. Следовательно, 
form forml P l Gω ω

∞ ∞⊆ .  Поэтому forml Pω
∞ ⊆ H.  Так 

как при этом ,⊆H N  то P  – абелева p -группа 

для некоторого простого числа p . Ввиду леммы 
2.10 имеем ( / ) 1.pO G P =  Значит, ' .pP∈ ⊆H N  
Снова получили противоречие. Следовательно, 
наше предположение неверно и .⊄L LH  Лемма 
доказана. 

Лемма 2.13 [8, с. 18]. Любая подформация 
формации N  замкнута относительно подгрупп. 

Лемма 2.14 [1, с. 175]. Тогда и только то-
гда F  – минимальная неабелева формация, когда 

= form ,GF  где G  – одна из следующих групп: 
1) ненильпотентная монолитическая груп-

па с таким монолитом G, что Ф( )P G⊄  и 
факторгруппа /G P  абелева; 

2) группа кватернионов порядка 8; 
3) неабелева группа порядка 3p  простой 

нечетной экспоненты .p  
Лемма 2.15 [1, с. 167]. Пусть A  монолити-

ческая группа с монолитом .P  Тогда если 
Ф( ),P G⊄  то form( / )A P  единственная макси-

мальная подформация формации form .A  
 
3 Основной результат  
Теорема 3.1. Пусть M  – разрешимая то-

тально ω-насыщенная формация. Тогда и только 
тогда полугруппа ( )Aω

∞ M  коммутативна, когда 
⊆M N.  
Доказательство. Необходимость. Пусть 

полугруппа ( )Aω
∞ M  коммутативна. Покажем, 

что ⊆M N.   
Допустим, что ,⊆M N  тогда по лемме 2.5 

в формацию M  входит по меньшей мере одна 
минимальная тотально ω-насыщенная ненильпо-
тентная подформация .L  В силу леммы 2.1 име-
ем = form ,l Gω

∞L  где G  – такая монолитическая 
группа с монолитом ,P G= N  что либо 

( ) ,Pπ = π ∩ω = ∅  либо π ≠ ∅  и выполняется 
одно из следующих условий: 

1) [ ]G P Q=  – группа Шмидта с ( ) 1,GΦ =  
где ( )GP C P=  – абелева p-группа, p∈ω  и 
| |Q q=  – простое число; 

2) P  – неабелева pd -группа, / ,pG P∈N  
где ,p∈ω  причем ( ) { }G pπ ∩ω = . 

Пусть ( )Pπ ∩ω ≠ ∅ . Поскольку по условию 
теоремы формация M  разрешима, то [ ]G P Q=  
– группа Шмидта с ( ) 1,GΦ =  где ( )GP C P=  – 
абелева p-группа, p∈ω  и | |Q q=  – простое число. 

Пусть .q∈ω  Тогда поскольку ( ) ,Gπ ⊆ ω  то 
form form ,l G l Gω

∞ ∞=  т. е. L  – тотально насыщен-
ная формация. Ввиду леммы 2.6 имеем 

form .p ql G∞= =L N N  Поскольку pN  и qN  – 
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тотально ω-насыщенные формации из ,⊆L M  
то pN  и qN  элементы полугруппы ( ).Aω

∞ M  
Следовательно, по условию теоремы имеет место 
равенство = .p q q p⋅ ⋅

M M
N N N N  Так как 

=p q p q⋅ ∩
M

N N N N M  и ,p q ⊆N N M  

то = .p q p q⋅
M

N N N N  

Если теперь ,q p ⊆N N M� то ,q p ∩ ⊆N N M N  
так как q p ⊄N N N.  Следовательно, 

= .p q p q q p⋅ ≠ ⋅ ⊆
M M

N N N N N N N  

Противоречие. Поэтому q p ⊆N N M.  Но тогда 
=q p q p⋅

M
N N N N  и = .p q q pN N N N  Снова полу-

чаем противоречие.  
Следовательно, q∉ω . Тогда  

form forml Q Qω
∞ =  

и в силу леммы 2.4 имеет место равенство  
= form form .pl G Qω

∞ =L N  
Поскольку formQ  и pN  – тотально ω-насы-

щенные подформации из ,M  то по условию тео-
ремы form = form .p pQ Q⋅ ⋅

M M
N N  Так как  

form = form ,p pG Q Q∈ ∩ ⋅
M

N M N  

то form form .p pG Q Q∈ ⋅ = ∩
M

N N M  Поэтому 

form .pG Q∈N  Поскольку при этом ,pG∉N  то 

1.pG ≠N  Значит, form .pP G Q⊆ ∈N  Противоре-
чие. Следовательно,  

form form .p pQ Q⋅ ≠ ⋅
M M

N N  

Полученное противоречие показывает, что 
данный случай невозможен.  

Пусть теперь ( ) .Pπ ∩ω = ∅  Тогда G  – мо-
нолитическая группа с монолитом .P G= N  По-
скольку формация M  разрешима и ( ) 1GΦ = , то 

( )GP C P=  – абелева p-группа, p∉ω  и [ ] ,G P H=  
где H  – некоторая максимальная подгруппа 
группы G. Ввиду леммы 2.10 имеем O ( ) 1.p H =  

По лемме 2.11 формация = forml Gω
∞L  име-

ет единственную максимальную тотально ω-на-
сыщенную подформацию = form .l Hω

∞H  Тогда L  
и H  элементы полугруппы ( ).Aω

∞ M  Значит, 
= .⋅ ⋅

M M
L H H L   

Поскольку ,⊆L M  то .⊆ ∩ = ⋅
M

L HL M H L  

С другой стороны, по лемме 2.12 имеем .⊄L LH  
Поэтому .⊄ ∩ = ⋅

M
L LH M L H  Таким образом, 

.⋅ ≠ ⋅
M M

L H H L  Противоречие. Следовательно, 

⊆M N.  

Достаточность. Пусть теперь ⊆M N.  
Покажем, что тогда полугруппа ( )Aω

∞ M  комму-
тативна.  

Допустим противное. Тогда найдутся такие 
тотально ω-насыщенные подформации F  и H  из 

,M  что .⋅ ≠ ⋅
M M

F H H F  Пусть для определенно-

сти .⋅ ⊄ ⋅
M M

F H H F  Выберем в ⋅ ⋅
M M

F H\ H F  группу 

G наименьшего порядка. Тогда G монолитическая 
группа с минимальной нормальной подгруппой 

Soc( ).P G=  Так как в силу леммы 2.13 всякая 
подформация нильпотентных групп наследст-
венна, то формации H  и F  содержатся в произ-
ведении HF  и в произведении H.F  Поэтому 

1P G⊆ ≠F  и 1.P G⊆ ≠H  Кроме того, так как 
,G∈FH  то G ∈H F  и имеет место .G G≠H   

Применяя лемму 2.8 нетрудно убедиться, 
что имеет место равенство  

( ) ( ) .π ∩ ∩ω = π ∩ ∩ωHF M FH M  
Поскольку группа ,G∈ ⋅ = ∩

M
F H FH M  то G  

является p-группой для некоторого простого 
числа .p∉ω   

Допустим, что группа G абелева. Тогда G – 
циклическая группа. Пусть | | nG p=  для некото-
рого натурального .n  Поскольку ,G∈FH  то 
G ∈H F.  Пусть | | .kG p=H  Тогда поскольку 

1,G ≠H  то 0 ,k n< <   
| / | ,n kG G p −=H  0 .n k n< − <  

Так как группа / ,G G ∈H H  то формация H  со-
держит циклическую группу порядка .n kp −  
Пусть H  подгруппа группы G  порядка .n kp −  
Тогда H – нормальная циклическая подгруппа, 
H ∈H  и | / | .kG H p=  Поскольку /G H  – цик-
лическая группа, то / .G H GH  Так как при 
этом ,G ∈H F  то /G H ∈F.  Значит, .G H⊆F  Но 
H ∈H  и формация H  наследственна. Поэтому 
G ∈F H.  Но тогда G∈HF.  Следовательно, 
G∈ ∩ = ⋅

M
HF M H F.  Получили противоречие.  

Поэтому G – неабелева группа. Так как при 
этом формация ⋅ = ∩

M
F H FH M  наследственна, 

то G – минимальная неабелева группа и 
= form forml G Gω

∞ =L  
– минимальная неабелева формация. В силу 
леммы 2.14 группа G является либо группой ква-
тернионов порядка 8, либо неабелевой группой 
порядка 3p  простой нечетной экспоненты .p  

Пусть 2∉ω  и G  – группа кватернионов 
порядка 8. Тогда ,G AB=  где A  и B  – нор-
мальные циклические подгруппы порядка 4, 

( )A B Z G∩ =  – группа порядка 2.  



О коммутативных полугруппах разрешимых тотально ω-насыщенных формаций 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (25), 2015 85

Поскольку ,G∈FH  то G ∈H F.  Покажем, что 
| | 2G =H  и ( ).G Z G=H  Допустим, что | | 4.G =H  
Тогда | / | 2.G G =H  Поскольку | / | 2G A =  и 
| / | 2,G B =  то /G A∈H  и /G B∈H.  Значит, 

/ / ( )G A B G Z G∩ = ∈H.  Поэтому ( ).G Z G⊆H  
Так как при этом группа ,G∉H  то ( )G Z G=H  и 
| | 2.G =H  Противоречие. Поэтому ( )G Z G=H  и 
| | 2.G =H  

Допустим теперь, что | | 4.G =F  Рассуждая 
аналогично, получим, что | | 2G =F  и ( ).G Z G=F  
Но тогда поскольку / / ( )G G G Z G=H   – элемен-
тарная 2-группа, то ( ) .G Z G= ∈F H  Последнее 
означает, что G∈HF.  Следовательно, 

G∈ ∩ = ⋅
M

HF M H F.  

Получили противоречие.  
Пусть теперь G  – неабелева группа порядка 

3p  простой нечетной экспоненты .p∉ω  Тогда 
группа G  представима в виде полупрямого про-
изведения [ ]p p pZ Z Z×  элементарной абелевой 

группы [ ]p pZ Z×  порядка 2p  и циклической 
группы pZ  порядка .p  Понятно, что  

form form .p pG Z Z∈  

Поскольку ,G∈FH  то G ∈H F.  Так как при этом 
P G G⊆ ≠H  и / ,G G ∈H H   то form pZ ⊆ ∩F H.  
Поэтому form formp pZ Z ⊆ FH.  Но тогда 

form formp pG Z Z∈ ⊆ HF.  
Следовательно, G∈ ∩ = ⋅

M
HF M H F.  Получили 

противоречие. Таким образом, .⋅ = ⋅
M M

F H H F  

Теорема доказана.  
Приведем некоторые следствия доказанной 

теоремы. В случае, когда { }pω =  из теоремы 3.1 
получаем.  

Следствие 3.1. Пусть M  – разрешимая 
тотально p-насыщенная формация. Тогда и 
только тогда полугруппа ( )pA∞ M  коммутатив-
на, когда ⊆M N.  

Если ω – множество всех простых чисел из 
теоремы 3.1 вытекает  

Следствие 3.2. Пусть M  – разрешимая 
тотально насыщенная формация. Тогда и толь-
ко тогда полугруппа ( )A∞ M  коммутативна, 
когда ⊆M N.  

Следствие 3.3. Тогда и только тогда раз-
решимая группа G нильпотентна, когда полу-
группа ( )A Gω

∞  коммутативна. 
Пусть M  – n-кратно ω-насыщенная форма-

ция, 0.n ≥  Тогда через ( )nAω M  обозначают по-
лугруппу n-кратно ω-насыщенных подформаций 

из .M  В частности, если form ,nl Gω=M  то 
( form ) = ( ).n n nA l G A Gω ω ω   
Аналогично теореме 3.1 доказывается  
Теорема 3.2. Пусть M  – разрешимая n-крат-

но ω-насыщенная формация, 0.n ≥  Тогда и 
только тогда полугруппа ( )nAω M  n-кратно ω-на-
сыщенных подформаций из M  коммутативна, 
когда ⊆M N.  

Следствие 3.4. Тогда и только тогда раз-
решимая группа G нильпотентна, когда полу-
группа ( )nA Gω  коммутативна, 0.n ≥  

Частным случаем теоремы 3.2 является сле-
дующая теорема, дающая ответ на вопрос 6.26 
[1, с. 67] в классе разрешимых групп. 

Теорема 3.3. Пусть M  – разрешимая фор-
мация. Тогда и только тогда полугруппа 0 ( )A M  
подформаций из M  коммутативна, когда 

⊆M N.  
Доказательство. Необходимость. Пусть 

M  – разрешимая формация и полугруппа 

0 ( )A M  коммутативна. Покажем, что ⊆M N.   
Допустим, что ⊆M N  и выберем в M\N  

группу G  минимального порядка. Тогда G  – 
монолитическая группа с монолитом .P G= N  
Поскольку формация M  разрешима, то P G= N  
– абелева p-группа для некоторого простого чис-
ла p. Ввиду насыщенности формации  всех ниль-
потентных групп N  имеем ( ) 1.GΦ =  Поэтому 

[ ] ,G P Q=  где ( )GP C P=  – абелева p-группа, 
.Q∈N  В силу леммы 2.10 имеет место 

O ( ) 1.p Q =  Применяя лемму 2.15 получим, что 
формация = formGL  имеет единственную мак-
симальную подформацию  

= form( / ) form .G P Q=H  
Таким образом, L  и H  элементы полугруппы 

0 ( ).A M  Следовательно, имеет место равенство 
= .⋅ ⋅

M M
L H H L   

Поскольку ,⊆L M  то, очевидно, 
.⊆ ∩ = ⋅

M
L HL M H L  

Допустим, что .⊆L LH  Тогда G∈LH  и 
.G ∈H L  Так как /G P∈H  и ,⊄L H  то .P G= H  

Следовательно, .P∈L  Поскольку 1Q ≠  и 
O ( ) 1,p Q =  то form formG P≠ .  Поэтому  

form formP G⊂ .  
Но H  единственная максимальная подформация 
формации .L  Следовательно, form .P ⊆ H  Зна-
чит, ' .pP∈ ⊆H N  Полученное противоречие по-
казывает, что .⊄L LH  Поэтому  

.⊄ ∩ = ⋅
M

L LH M L H  
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Таким образом, .⋅ ≠ ⋅
M M

L H H L  Противоречие. 

Значит, ⊆M N.  
Достаточность. Доказательство достаточ-

ности осуществляется аналогично доказательст-
ву достаточности теоремы 3.1. 

Замечание 3.1. Отметим, что условие раз-
решимости формации M  в теоремах 3.1–3.3 
существенно.  

Пусть = form ,l Gω
∞M  = form ,nl GωF  где G – 

простая неабелева группа, причем при 1n ≥  имеет 
место | ( ) | 1.Gπ ∩ω ≤  Тогда , ⊄M F N.  Однако, 
нетрудно показать, что полугруппы ( )Aω

∞ M  и 
( )nAω F  коммутативны, поскольку 2 | ( ) | 3Aω

∞≤ ≤M  
и 2 | ( ) | 3.nAω≤ ≤F  

Замечание 3.2. Как известно, в классе всех 
разрешимых групп понятия ω-насыщенной и 
ω-композиционной формации совпадают (поня-
тие ω-композиционной формации введено в ра-
боте [9]). Поэтому из теорем 3.1 и 3.2, соответст-
венно, вытекают  

Следствие 3.5. Пусть M  – разрешимая 
тотально ω-композиционная формация. Тогда и 
только тогда полугруппа ( )Aω

∞ M  тотально ω-ком-
позиционных подформаций из M  коммутатив-
на, когда ⊆M N.  

Следствие 3.6. Пусть M  – разрешимая n-крат-
но ω-композиционная формация, 0.n ≥  Тогда и 
только тогда полугруппа ( )nAω M  n-кратно ω-ком-
позиционных подформаций из M  коммутатив-
на, когда ⊆M N.  

 
Заключение  
Полученное в данной работе описание раз-

решимых тотально (n-кратно) ω-насыщенных или 
ω-композиционных формаций с коммутативной 
полугруппой тотально (n-кратно) ω-насыщен-
ных, соответственно, ω-композиционных подфор-
маций позволяет классифицировать  формации 

такого вида по свойствам полугруппы подфор-
маций. Доказанные утверждения расширяют ос-
новные результаты работы [5] и дают новые 
примеры коммутативных полугрупп тотально 
(n-кратно) ω-насыщенных и ω-композиционных 
формаций. В частности, в классе всех разреши-
мых групп получено решения задачи об описа-
нии формаций с коммутативной полугруппой 
подформаций (проблема 6.26 [1]). 
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