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Пусть H – подгруппа конечной группы G. Будем говорить, что подгруппа H τ-квазинормальной в G, если H перестано-
вочна с каждой силовской подгруппой Q из G, такой что (|H|, |Q|) = 1 и (|H|, |QG|) ≠ 1. Доказан следующий результат. 
Пусть G = AT, где A – холлова π-подгруппа группы G и T – p-нильпотентная подгруппа для некоторого простого числа 
p ∉ π. Пусть P – силовская p-подгруппа в T и предположим, что подгруппа A τ-квазинормальна в G. Предположим, что 
существует такое число pk, что 1 < pk < |P| и A перестановочна с каждой подгруппой из P порядка pk и с каждой цикли-
ческой подгруппой из P порядка 4 (если pk = 2 и P – неабелева подгруппа). Тогда группа G p-сверхразрешима. 
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Let G be a finite group and H a subgroup of G. We say that H is τ-quasinormal in G if H permutes with all Sylow subgroups Q 
of G such that (|Q|, |H|) = 1 and (|H |, |QG|) ≠ 1. The main result here is the following: Let G = AT, where A is a Hall π-subgroup 
of G and T is p-nilpotent for some prime p ∉ π, let P denote a Sylow p-subgroup of T and assume that A is τ-quasinormal in G. 
Suppose that there is a number pk such that 1 <pk <|P| and A permutes with every subgroup of P of order pk and with every cy-
clic subgroup of P of order 4 (if pk = 2 and P is non-abelian). Then G is p-supersoluble. 
 
Keywords: τ-quasinormal subgroup, Sylow subgroup, Hall subgroup, p-soluble group, p-supersoluble group. 

 
 

Введение 
Рассматриваются только конечные группы.  
Пусть H – подгруппа группы G. Тогда π(G) 

обозначает множество всех простых делителей 
порядка |G|, HG – номарльное замыкание под-
группы H в группе G, т. е. пересечение всех нор-
мальных подгрупп из G, содержащих подгруппу 
H. Напомним, что подгруппа A группы G назы-
вается перестановочной с подгруппой B, если 
выполняется условие AB = BA. Подгруппа H 
группы G называется π(G)-перестановочной или 
π(G)-квазинормальной в G [1], если подгруппа H 
перестановочна со всеми силовскими подгруп-
пами группы G. 

В данной статье мы анализируем следую-
щее обобщение π(G)-квазинормальности: под-
группа H τ-квазинормальной в G [2], если H пе-
рестановочна с каждой силовской подгруппой Q 
из G, такой, что (|H|, |Q|) = 1 и (|H|, |QG|) ≠ 1. Оче-
видно, что каждая π(G)-квазинормальная под-
группа группы G τ-квазинормальна в G. Пример 
1.2 в [2] показывает, что обратное утверждение в 
общем случае не верно. 

Согласно известной теореме Ф. Холла [3], 
группа G разрешима, если каждая ее силовская 
подгруппа P имеет дополнение T в G, т. е. PT = G 
и P∩T = 1. Пример альтернативной группы A5 
показывает, что такое утверждение в общем слу-
чае не верно, если рассматривать только силов-
ские p-подгруппы для некоторого фиксирован-
ного числа p. 

Тем не менее, Б. Хупперт [4] доказал, что 
если силовская p-подгруппа P группы G имеет 
дополнение T в G, |P| > p и T перестановочна с 
каждой максимальной подгруппой из P, тогда 
группа G p-разрешима. Этот результат в одном 
направлении был усилен В.И. Сергиенко [5]. Ос-
новываясь на данном результате, он доказал, что 
если силовская p-подгруппа P группы G имеет 
дополнение T в G, существует такое число pk, что 
1 < pk < |P| и T перестановочна со всеми подгруп-
пами из P порядка pk и P является абелевой 
группой,  если pk = 2, тогда группа G p-разре-
шима и ее p-длина равняется 1. В дальнейшем 
M.T. Боровиков [6] доказал, что группа G в этом 
случае также является p-сверхразрешимой. В. Го, 
К.П. Шам и А.Н. Скиба показали [7], что если 
G = AT, где A – холлова π-подгруппа группы G, T 
– нильпотентная подгруппа и A перестановочна 
со всеми силовскими подгруппами из T и со все-
ми максимальными подгруппами любой силов-
ской подгруппы из T, тогда группа G p-сверх-
разрешима для каждого такого простого числа 
p ∈ π, что T содержит силовскую p-подгруппу P 
с порядком |P| > p. 

В данной работе доказано следующее 
обобщение этих результатов. 

Теорема 0.1. Пусть G = AT, где A – холлова 
π-подгруппа группы G и T – p-нильпотентная 
подгруппа для некоторого простого числа p ∉ π. 
Пусть P – силовская p-подгруппа в T и предпо-
ложим, что подгруппа A τ-квазинормальна в G. 
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Предположим, что существует такое число pk, 
что 1 < pk < |P| и A перестановочна с каждой 
подгруппой из P порядка pk и с каждой цикличе-
ской подгруппой из P порядка 4 (если pk = 2 и P – 
неабелева подгруппа). Тогда группа G p-сверхраз-
решима. 

Из данной теоремы вытекают следующие 
следствия. 

Следствие 0.1 [5, теоремы 2 и 3]. Пусть 
G = PA, где P – силовская p-подгруппа группы G 
и A – холлова p′-подгруппа в G. Предположим, 
что существует такое число pk, что 1 < pk < |P| 
и A перестановочна со всеми подгруппами из P 
порядка pk и P является абелевой группой, если 
pk = 2. Тогда группа G p-разрешима и ее p-длина 
равняется 1. 

Следствие 0.2 [6, теорема]. Пусть G = PA, 
где P – силовская p-подгруппа группы G и A – 
холлова p′-подгруппа в G. Предположим, что 
существует такое число pk, что 1 < pk < |P| и A 
перестановочна со всеми подгруппами из P по-
рядка pk и P является абелевой группой, если 
pk = 2, тогда группа G p-сверхразрешима. 

Следствие 0.3 [7, теорема C]. Пусть G = AT, 
где A – холлова π-подгруппа группы G и T – ниль-
потентная подгруппа для некоторого простого 
числа p ∈ π. Если A перестановочна со всеми 
силовскими подгруппами из T и со всеми макси-
мальными подгруппами любой силовской под-
группы из T, тогда группа G p-сверхразрешима 
для каждого такого простого числа p ∈ π, что T 
содержит силовскую p-подгруппу P с порядком 
|P| > p. 

Следствие 0.4 [8, теорема 4.6] Пусть 
G = AT, где A – холлова π-подгруппа группы G, T 
– нильпотентная подгруппа и A перестановочна 
со всеми силовскими подгруппами из T и со всеми 
максимальными подгруппами любой силовской 
подгруппы из T, тогда группа G p-сверхразре-
шима для каждого такого простого числа p ∈ π, 
что T содержит силовскую p-подгруппу P с по-
рядком |P| > p. 

Следствие 0.5 [9, теорема 1.1]. Пусть 
G = AT, где A – холлова π-подгруппа группы G и T 
– p-нильпотентная подгруппа для некоторого 
простого числа p ∈ π. Пусть P – силовская p-под-
группа в T и предположим, что подгруппа A пе-
рестановочна со всеми силовскими подгруппами 
из T. Предположим, что существует такое чис-
ло pk, что 1 < pk < |P| и A перестановочна с ка-
ждой подгруппой из P порядка pk и с каждой 
циклической подгруппой из P порядка 4 (если 
pk = 2 и P – неабелева подгруппа). Тогда группа G 
p-сверхразрешима. 

В качестве приложения теоремы 0.1 можно 
доказать следующий результат. 

Теорема 0.2. Пусть G = AT, где A – холлова 
π-подгруппа группы G и T – p-сверхразрешимая 
подгруппа для некоторого простого числа p ∈ π. 

Предположим, что подгруппа A τ-квазинор-
мальна в G. Если A перестановочна с каждой 
максимальной подгруппой некоторой силовской 
p-подгруппы P из Т, тогда группа G p-сверхраз-
решима. 

Критерии p-сверхразрешимости конечной 
группы с заданными обобщенно перестановоч-
ными подгруппами также рассматривались в ста-
тье [10].  

Определения и обозначения стандартны, их 
можно найти в [11]–[12]. 

 
1 Предварительные результаты 
Лемма 1.1 [2, лемма 2.2]. Пусть H – нор-

мальная подгруппа группы G. Тогда фактор-
группа EH / H τ-квазинормальна в G / H для лю-
бой τ-квазинормальной подгруппы E в G такой, 
что (|H|, |E|) = 1. 

Лемма 1.2 [9, лемма 2.1]. Пусть N – эле-
ментарная абелева нормальная p-подгруппа 
группы G для некоторого простого числа p и A – 
холлова p′-подгруппа в G. Предположим, что 
существует такое число pk, что 1 < pk < |N| и A 
перестановочна с каждой подгруппой из N по-
рядка pk. Тогда некоторая максимальная под-
группа из N нормальна в G. 

Лемма 1.3 [9, лемма 2.4]. Пусть G=AP – 
p-разрешимая группа, где P – силовская p-под-
группа в G и A – холлова p′-подгруппа в G. Пред-
положим, что существует такое число pk, что 
1 < pk < pk+1 < |P| и A перестановочна с каждой 
подгруппой из P порядка pk и с каждой цикличе-
ской подгруппой из P порядка 4 (если pk = 2 и P – 
неабелева подгруппа). Тогда lp(G) = 1. 

Лемма 1.4 [9, лемма 2.2]. Пусть F – насы-
щенная формация, содержащая все нильпотен-
тные группы, и G – группа с разрешимым F-ра-
дикалом P = GF. Предположим, что каждая 
максимальная подгруппа группы G, не содержа-
щая P, принадлежит F. Тогда P является p-
группой для некоторого простого числа p. Кроме 
того, если A – холлова p-подгруппа в G и A пере-
становочна со всеми циклическими подгруппами 
из P простого порядка и порядка 4 (если p = 2 и 
P – неабелева подгруппа), тогда |P / Φ(P)| = p. 

Лемма 1.5 [9, лемма 2.3]. Пусть V – под-
группа порядка 4 группы G и Q – холлова 2′-
подгруппа в G такая, что VQ = QV. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения: 

(1) если V = A×B, где |A| = |B| = 2 и AQ = QA, 
тогда BQ = QB; 

(2) если V = <x> – циклическая группа, то-
гда < x2> Q = Q < x2>. 

 
2 Доказательство основных результатов 
Доказательство теоремы 0.1. Предполо-

жим, что утверждение теоремы неверно, и пусть 
группа G – контрпример минимального порядка. 
Разобъем доказательство теоремы на несколько 
этапов. 
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(1) Oπ’(G) = 1, где π1 = π′ \ {p}. 
Предположим, что ( )

1
   1 .Y O Gπ= ≠  Покажем, 

что условия теоремы выполняются для фактор-
группы G / Y. Действительно, Y ∩ P = 1 и 
G / Y = (AY / Y)(T / Y), гдe AY / Y � A – холлова 
π-подгруппа группы G / Y, T / Y – p-нильпотентна 
и PY / Y � P – силовская p-подгруппа в T / Y. Вви-
ду леммы 1.1, подгруппа AY / Y τ-квазинормальна 
в фактор-группе G / Y. Пусть H* / Y – подгруппа 
группы PY / Y такая, что |H* / Y| = pk. Тогда 
H* = [Y] (H*∩ P), где H*∩P – силовская p-под-
группа в H* такая, что |H*∩ P| = pk. Согласно 
предположению, A(H*∩ P) = (H*∩ P)A. Следова-
тельно, подгруппа AY / Y перестановочна с H*/ Y 
в группе G / Y. Если pk = 2 и PY / Y – неабелева 
подгруппа, тогда подгруппа P неабелева, и, со-
гласно гипотезе, подгруппа A перестановочна с 
каждой циклической подгруппой из P порядка 4. 
Следовательно, подгруппа AY / Y перестановочна 
с каждой циклической подгруппой фактор-груп-
пы PY / Y порядка 4. Таким образом, условия 
теоремы выполняются для фактор-группы G / Y. 
Поскольку |G / Y| < |G|, то фактор-группа G / Y 
p-сверхразрешима согласно выбору группы G. 
Отсюда следует, что группа G p-сверхразреши-
ма, противоречие. Таким образом, утверждение 
(1) верно. 

(2) Подгруппа A перестановочна с каждой 
силовской q-подгруппа группы G, где q ∈ π′. 

Пусть Q – силовская q-подгруппа группы G 
для некоторого простого числа q ∈π′. Если 
(|A|, |QG|) ≠ 1, тогда по условию теоремы 
AQ = QA. Предположим, что (|A|, |QG|)=1. По-
скольку G = AT, то QG ≤ T. Тогда подгруппа  QG 
p-нильпотентна. Поскольку Op′(QG) char QG, а QG 
– нормальная подгруппа группы G, то 
Op′(QG) ≤ ( )

1
O Gπ  = 1 ввиду (1). Следовательно, 

QG = Q. Если q ≠ p, то мы получаем противоречие 
ввиду (1). Поэтому q = p. Следовательно, под-
группа Q = P нормальна в группе G, и значит 
AQ = QA. Таким образом, подгруппа A переста-
новочна с каждой силовской q-подгруппой груп-
пы G, где q ∈ π′. 

(3) Op′(G) = 1. 
Предположим, что V = Op′(G) ≠ 1. Покажем, 

что условия теоремы выполняются для фактор-
группы G / V. Действительно, V ∩ P = 1 и 
G / V = (AV / V)(TV / V), где AV / V � A / V ∩ A – 
холлова π-подгруппа группы G / V, подгруппа 
TV / V � T / V ∩ T p-нильпотентна и PV / V � P – 
силовская p-подгруппа в TV / V. Пусть Q / V – 
силовская q-подгруппа группы G / V, где q ∈π′. 
Тогда для некоторой силовской q-подгруппы Gq 
группы G имеем Q = GqV. Ввиду (2), 

 

(AV / V)(Q / V) = (AV / V)(GqV / V) =  
= (Q / V)(AV / V), 

 

следовательно подгруппа AV / V перестановочна 
с каждой силовской q-подгруппой группы G / V, 

где q ∈ π′. Таким образом, подгруппа  AV / V 
τ-квазинормальна в G / V. Кроме того, аналогич-
но как показано в пункте (1) получаем, что под-
группа AV / V перестановочна с каждой подгруп-
пой группы PV / V порядка pk и с каждой цикли-
ческой подгруппой из PV / V порядка 4 (если 
pk = 2 и подгруппа PV / V неабелева). Таким обра-
зом, условия теоремы выполняются для фактор-
группы G / V. Поскольку |G / V|<|G|, то фактор-
группа G / V p-сверхразрешима согласно выбору 
группы G. Это означает, что группа G p-сверх-
разрешима, противоречие. Следовательно, ут-
верждение (3) верно. 

(4) T = P. 
Предположим, что T ≠ P. Пусть S – холлова 

p′-подгруппа в T. Поскольку A – холлова π-под-
группа группы G, то каждая силовская подгруп-
па из A является силовской подгруппой в G. То-
гда [13, лемма 11.6] влечет, что подгруппа A пе-
рестановочна с каждой силовской q-подгруппой 
группы T, где q ∈ π. Следовательно, ввиду (2), 
подгруппа A перестановочна с каждой силовской 
подгруппой из T, поэтому AS = SA. Согласно ус-
ловию теоремы, подгруппа S нормальна в T. То-
гда SG = SAT = SA ≤ AS. Это означает, что Op′(G) ≠ 1, 
что противоречит (3). Таким образом, утвержде-
ние (4) доказано. 

(5) Группа G не является простой группой. 
Предположим, что G – простая неабелева 

группа. Согласно предположению, подгруппа A 
перестановочна с каждой подгруппой H из P та-
кой, что |H| = pk. Поскольку ввиду (4), G = AP, то 
для произвольного элемента x ∈ G имеем x = ta, 
где t ∈ P и a ∈ A. Тогда Ht ≤ P. Следовательно, 
AH t = H  tA, поэтому (AH t)a = AH x – подгруппа 
группы G. Поскольку p не принадлежит π, то 
H ∩ A = 1. Таким образом, группа G не является 
простой согласно [14, теорема 3]. Это противо-
речие завершает доказательство утверждения (5). 

(6) |P| > pk+1. 
Предположим, что |P| = pk+1. Тогда ввиду [4, 

теорема 5], группа G – p-разрешима. Пусть L – 
минимальная нормальная подгруппа группы G. 
Тогда L является p-группа ввиду (3), поэтому 
L ≤ P. Покажем, что фактор-группа G / L p-сверх-
разрешима. Действительно, если |P / L| ≤ p, это 
очевидно. С другой стороны, если |P / L| > p, то-
гда условия теоремы выполняются для фактор-
группы G / L. Таким образом, G / L p-сверх-
разрешима ввиду выбора группы G. Ясно, что 
|L| > p и L не входит в подгруппу Фраттини Φ(P). 
Пусть V – максимальная подгруппа группы P 
такая, что L не входит в V. Тогда AV = VA, по-
этому D = VG = VPA = VA ≤ AV. Теперь из того, что 
P = VL, V – максимальная подгруппа в P и |L| ≠ p, 
получаем, что V ∩ L ≠ 1. Следовательно, D ∩ L – 
нетривиальная подгруппа в L и D ∩ L нормальна 
в группе G, что противоречит минимальности 
подгруппы L. Следовательно, утверждение (6) 
верно. 
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(7) |N| ≤ pk для любой минимальной нор-
мальной подгруппы N группы G, которая содер-
жится в P. 

Предположим, что pk < |N|. Следовательно, 
подгруппа A перестановочна с каждой под-
группой H из N такой, что |H| = pk. Тогда ввиду 
леммы 1.2 некоторая максимальная подгруппа из 
N нормальна в группе G, противоречие. Таким 
образом, утверждение (7) доказано. 

(8) Если N – собственная нормальная под-
группа группы G, тогда N p-разрешима. 

Ввиду (3), число p делит порядок |N|. Спер-
ва предположим, что A ≤ N. Тогда ввиду (4), 
|G:N| = pa для некоторого числа a ∈ N. Следова-
тельно, N = NpA, где Np = N ∩ P – силовская 
p-подгруппа из N. Пусть P1 – максимальная под-
группа из P такая, что Np ≤ P1. Тогда P1N = P1A – 
собственная подгруппа группы G. Ввиду (6) ус-
ловия теоремы справедливы для подгруппы P1A. 
Поскольку |P1A| < |G|, то группа P1A p-сверх-
разрешима согласно выбору группы G. Отсюда 
следует, что подгруппа N p-разрешима. Предпо-
ложим теперь, что подгруппа A не входит в N. 
Очевидно, что N = (A ∩ N)(P ∩ N). Пусть 
E = (A ∩ N)P и пусть H – подгруппа из P такая, 
что AH = HA. Тогда  

AH ∩ (A ∩ N)P = (A ∩ (A ∩ N)P)H =  
= (A ∩ N)(A ∩ P)H = (A ∩ N)H = H(A ∩ N). 
Это показывает, что условия теоремы вы-

полняются для подгруппы E. Если E = G, тогда 
A = A ∩ (A ∩ N)P = (A ∩ N)(A ∩ P) = A ∩ N, про-
тиворечие. Следовательно, подгруппа E p-сверх-
разрешима согласно выбору группы G. Отсюда 
следует, что подгруппа N ≤ E p-разрешима. 

(9) k > 1. 
Предположим, что k = 1. Ввиду(5), G не яв-

ляется простой группой. Пусть L = (A ∩ L)(P ∩ L) 
– максимальная нормальная подгруппа группы 
G. Ввиду (8), подгруппа L p-разрешима и соглас-
но (3), Lp = P ∩ L ≠ 1. Кроме того, поскольку 
ввиду (3), Op′(G) = 1, Op′(L) char L и L – нормаль-
ная подгруппа в G, то Op′(L) = 1. Если подгруппа 
Lp циклическая или |Lp| = p2, тогда lp(L) = 1 со-
гласно [15, VI, Hilfssatz 6.10]. В противном слу-
чае, поскольку k = 1, условия теоремы справед-
ливы для подгруппы L, поэтому снова lp(L) = 1 
согласно лемме 1.3. Поскольку Op′(L) = 1, то под-
группа Lp нормальна в L. Более того, поскольку 
Lp – силовская подгруппа в L, а сама подгруппа L 
нормальна в группе G, то подгруппа Lp нормаль-
на в G. 

Предположим теперь, что p = 2. Тогда ввиду 
(6), 23 ≤ |P|. Поскольку подгруппа L не является 
2-нильпотентной группой, она является 2-зам-
кнутой подгруппой Шмидта [15, IV, Satz 5.4] 
вида K = [K2] Kq, где K2 ≤ Lp. Для некоторого эле-
мента x∈G имеем x

qK A≤  и  
2 [ ] .x x x

qK K K=  По-
скольку подгруппа Lp нормальна в группе G, то 

2    .x
pK L P≤ ≤  Пусть V – циклическая подгруппа в 

2
xK  порядка 2 или порядка 4 (если 2

xK  – неабеле-
ва группа). Тогда VA=AV согласно условию тео-
ремы, поэтому  

2 2

2

( )  

=( ( )) .

x x x x
q q

x x x x
q q q

VA K K VA K K

V A K K VK K V

= =

= =

∩ ∩

∩
 

Таким образом, подгруппа x
qK  перестано-

вочна с каждой циклической подгруппой из 2
xK  

порядка 2 и порядка 4 (если 2
xK  – неабелева груп-

па). Из леммы 1.4 следует, что 2 2| / ( ) | 2.x xK KΦ =  
Следовательно, |K2| = 2. Значит, подгруппа K 
нильпотентна, что противоречит выбору K. 

Таким образом, p > 2. Пусть N – минималь-
ная нормальная подгруппа группы G, содержа-
щаяся в Lp и C = CG(N). Тогда |N| = p ввиду (7). 
Следовательно, N ≤ Z(P). Предположим, что 
C = G. Пусть a ∈ A, z ∈ N и X = <x> – произволь-
ная подгруппа из Lp такая, что |X| = p. Тогда za = z 
и поскольку X = Lp ∩ AX нормальна в AX, то 
xa = xn для некоторого числа n ∈ N. Поскольку 
z ∈ Z(P), то |xz| = p. Следовательно,  

<xz> = {xizi | i = 1,...,p} 
и (xz)a = xaza = xnz ∈ <xz>, откуда n = 1. Таким 
образом, A / CA(Lp) действует тривиально на 
Ω1(Lp). Следовательно, A / CA(Lp) = 1 ввиду [16, 5, 
теорема 3.10], поэтому  

A ∩ L ≤ A = CA(Lp) ≤ CG(Lp). 
Следовательно, L = Lp(A ∩ L) – нормальная 

p-нильпотентная подгруппа группы G, противо-
речие. Таким образом, C ≠ G. Ввиду (8), подгруп-
па C p-разрешима. Поскольку |N| = p, то фактор-
группа G / C циклическая и мы заключаем, что 
группа G p-разрешима. Тогда согласно лемме 1.3 
и ввиду (3) и (6), подгруппа P нормальна в груп-
пе G. Пусть R = GF, где F – насыщенная форма-
ция всех p-сверхразрешимых групп и Φ = Φ(R). 
Очевидно, что R ≤ P. Тогда условия теоремы 
справедливы для каждой максимальной под-
группы M группы G, не содержащей R. Следова-
тельно, подгруппа M p-сверхразрешима согласно 
выбору группы G, поэтому |R / Φ| = p ввиду лем-
мы 1.4. Тогда [17, лемма 2.16] влечет, что 
G / Φ ∈ F. Но тогда R ≤ Φ, следовательно, R = Φ, 
противоречие. Таким образом, k > 1. 

(10) Если P – неабелева 2-группа, тогда k > 2. 
Предположим, что k = 2. Поскольку под-

группа P неабелева, то она содержит такую цик-
лическую подгруппу H = <x>, что |H| = 4. Со-
гласно предположению, подгруппа A переста-
новочна с H. Тогда A перестановочна и с под-
группой < x2 > ввиду леммы 1.5 (2). Покажем 
теперь, что если группа G содержит такую под-
группу V = B×C порядка 4, что |B| = 2 и подгруп-
па A перестановочна с B, тогда A перестановочна 
с подгруппами V и C. Действительно, поскольку 
|V| = 4, то подгруппа A перестановочна с V. Сле-
довательно, A перестановочна с подгруппой C 
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ввиду леммы 1.5 (1). Таким образом, подгруппа 
A перестановочна с некоторой подгруппой Z из 
центра Z(P) порядка |Z| = 2, поэтому A переста-
новочна с каждой подгруппой из P порядка 2 
согласно лемме 1.5 (1), что противоречит (9). 

(11) Если N – минимальная нормальная под-
группа группы G, которая содержится в P, 
тогда условия теоремы справедливы для фак-
тор-группы G / N. 

Ввиду (6), |P| > pk+1. Кроме того, если либо 
p > 2 и |N| < pk или p = 2 и |N| < 2k−1, то условия 
теоремы справедливы для фактор-группы G / N. 
Пусть либо p > 2 и |N| = pk, либо p = 2 и |N| ∈ {2k, 
2k−1}. Согласно (9), k > 1. Предположим, что 
|N| = pk. Тогда подгруппа N не является цикличе-
ской и, следовательно, каждая подгруппа группы 
G, которая содержит N, также не является цик-
лической. Пусть N ≤ K ≤ P, где |K:N| = p. По-
скольку подгруппа K не является циклической, 
то она содержит максимальную подгруппу F ≠ N. 
Тогда подгруппа A перестановочна с K = FN, 
поскольку подгруппа K является произведением 
двух подгрупп, перестановочных с A. Таким об-
разом, если p > 2 или подгруппа P / N абелева, то 
условия теоремы справедливы для фактор-
группы G / N. Предположим теперь, что P / N – 
неабелева 2-группа. Тогда подгруппа P неабеле-
ва, поэтому k > 2 ввиду (10). Пусть N ≤ K ≤ V, где 
|V:N| = 4 и |V:K| = 2. Пусть K1 – максимальная 
подгруппа из V такая, что V = K1K. Предполо-
жим, что подгруппа K1 циклическая. Тогда K1 не 
содержит подгруппу N, поэтому V = K1N, откуда 
получаем |N| = 4 или |N| = 2. Но тогда k = 2 или 
k = 1, противоречие. Следовательно, подгруппа 
K1 не является циклической. Поэтому как пока-
зано выше подгруппа A перестановочна с K1 и, 
следовательно, A перестановочна с V. Таким об-
разом, снова получаем, что условия теоремы 
справедливы для фактор-группы G / N. Предпо-
ложим теперь, что |N| = pk−1. Если |N| > 2, тогда, 
как показано выше подгруппа AN / N перестано-
вочна с каждой циклической подгруппой из P / N 
порядка 2 и порядка 4 (если подгруппа P / N не-
абелева). Предположим наконец, что |N| = 2 и 
подгруппа P / N неабелева. Тогда подгруппа P 
неабелева и k = 2, что противоречит (10). Следо-
вательно, утверждение (11) доказано. 

Заключительное противоречие. 
Согласно (3), (6) и лемме 1.3, P = Op(G). 

Пусть N – минимальная нормальная подгруппа 
группы G, которая содержится в подгруппе P. 
Тогда ввиду (7), N < P. Поскольку класс всех 
p-сверхразрешимых групп является насыщенной 
формацией, то, ввиду (11), подгруппа N не со-
держится в Φ(G) и N является единственной ми-
нимальной нормальной подгруппой группы G. 
Пусть M – максимальная подгруппа группы G 
такая, что G = [N] M. Тогда 

P = P ∩ NM = N (P ∩ M). 

Поскольку P = F(G) ≤ CG(N), получаем, что под-
группа P ∩ M нормальна в G, поэтому P ∩ M = 1. 
Следовательно, N = Op(G) = P. Это противоречие 
завершает доказательство теоремы. 

Используем теорему 0.1 для доказательства 
теоремы 0.2. 

Доказательство теоремы 0.2. Предполо-
жим, что утверждение теоремы неверно, и пусть 
группа G – контрпример минимального порядка. 
Разобъем доказательство теоремы на несколько 
этапов. 

(1) 
1
( ) 1 ,O Gπ =  где π1 = π′ / {p} (аналогично 

доказательству утверждения (1) в теореме 0.1). 
(2) Op(G) = 1. 
Предположим, что Op(G) ≠ 1. Пусть L – ми-

нимальная нормальная подгруппа группы G, ко-
торая содержится в Op(G). Тогда L ≤ P. Покажем, 
что фактор-группа G / L p-сверхразрешима. Дей-
ствительно, если |P / L| ≤ p, то это очевидно. С 
другой стороны, если |P / L| > p, тогда условия 
теоремы справедливы для фактор-группы G / L 
ввиду леммы 1.1. Таким образом, G / L p-сверх-
разрешима согласно выбору группы G. Очевид-
но, что |L| > p и подгруппа L не содержится в 
Φ(T). Пусть V – максимальная подгруппа из T 
такая,  что T = LV. Поскольку  подгруппа T  
p-сверхразрешима, то |T:V| = p согласно [15, VI, 
Satz 9.2(a)]. Тогда L ∩ V ≠ 1 и подгруппа L ∩ V 
нормальна в T. Пусть Vp = V ∩ P. Тогда подгруп-
па Vp максимальна в P. Согласно условию теоре-
мы, AVp = VpA, поэтому L ∩ V = L ∩ Vp = L ∩ AVp 
нормальна в AVp. Следовательно, A ≤ NG(L ∩ V). 
Отсюда следует, что L ∩ V – нетривиальная под-
группа в L и L ∩ V нормальна в группе G, что 
противоречит минимальному выбору подгруппы 
L. Следовательно, утверждение (2) доказано. 

(3) Подгруппа A перестановочна с каждой 
силовской q-подгруппой группы G, где q ∈π′. 

Пусть Q – силовская q-подгруппа группы G 
для некоторого простого числа q ∈ π′. Если 
(|A|, |QG|) ≠ 1, тогда AQ = QA согласно условию 
теоремы. Предположим, что (|A|, |QG|) = 1. По-
скольку  G = AT, то QG ≤ T. Тогда подгруппа QG 
p-сверхразрешима. Следовательно, либо Op(QG) ≠ 1, 
либо Op′(QG) = 

1
( )GO Qπ  ≠ 1. Поскольку Op(QG) и 

Op′(QG) – характеристические подгруппы в QG, то 
мы получаем противоречие ввиду (1) или (2). 
Таким образом, утверждение (3) доказано. 

(4) Op′(G) = 1 (аналогично доказательству 
утверждения (3) в теореме 0.1). 

Заключительное противоречие. 
Поскольку p ∈ π′, то AP = PA согласно (3). 

Тогда ввиду теоремы 0.1 имеем G ≠ AP и под-
группа AP p-сверхразрешима. Предположим те-
перь, что Op′(T) ≠ 1. Пусть Q – силовская q-под-
группа из T такая, что q ≠ p и Y = Oq(T) ≠ 1. Если 
q ∈ π, тогда [13, лемма 11.6] влечет, что под-
группа A перестановочна с Q. В противном слу-
чае, AQ = QA согласно (3). Следовательно, 
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YG = YAT = YA ≤ AQ. Это означает, что Op′(G) ≠ 1, 
что противоречит (4). Таким образом, Op′(T) = 1 и 
ввиду [18, лемма 3.3], подгруппа T сверхразре-
шима. Следовательно, p – наибольший простой 
делитель порядка |T|, поэтому подгруппа P нор-
мальна в T. Таким образом, PG = PAT = PA ≤ AP, 
поэтому подгруппа PG p-сверхразрешима. По-
скольку ввиду (4), Op′(G) = 1, Op′(PG) char PG и 
подгруппа PG нормальна в группе G, то 
Op′(PG) = 1. Тогда ввиду [7, лемма 3.3], подгруппа 
PG сверхразрешима. Таким образом, подгруппа P 
нормальна в группе G, что противоречит (2). Это 
противоречие завершает доказательство теоремы. 

Как следствие теоремы 0.2 мы имеем сле-
дующий результат. 

Следствие 2.1 [9, теорема 1.2]. Пусть 
G = AT, где A – холлова π-подгруппа группы G и T 
– p-сверхразрешимая подгруппа для некоторого 
простого числа p ∈ π. Предположим, что под-
группа A перестановочна с каждой силовской 
подгруппой из T и с каждой максимальной под-
группой некоторой силовской p-подгруппы P из 
Т. Тогда группа G p-сверхразрешима. 

Доказательство. Пусть Gq – произвольная 
силовская q-подгруппа группы G для некоторого 
простого числа q ∈ π′. Тогда для некоторой си-
ловской q-подгруппы Q из T имеем Gq = Qx, где 
x ∈ G. Поскольку G = TA, то x = ta, где t ∈ T и 
a ∈ A. Следовательно, Q x = Q ta = (Q t)a, поэтому 
AGq = AQx = A(Q t)a = (AQ t)a = (QtA)a = QxA = GqA. 
Таким образом, подгруппа A перестановочна с 
каждой силовской q-подгруппой группы G, где 
q ∈ π′. Следовательно, A τ-квазинормальна в G, 
поэтому группа G p-сверхразрешима согласно 
теореме 0.2. Следствие доказано. 
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