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Подгруппа H группы G называется s-нормальной в G, если G имеет такую субнормальную подгруппу T, что G = HT и 
H∩T ⊆ H..G. На основе этого определения получены новые критерии р-разрешимости и разрешимости конечных групп. 
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Введение  
 Подгруппа M группы G называется макси-
мальной, если M<G и в G нет такой собственной 
подгруппы T, которая содержит M собственным 
образом. Поскольку всякая конечная неединич-
ная группа обладает максимальными подгруппа-
ми, это  понятие особенно полезно в теории ко-
нечных групп и результаты, связанные с изуче-
нием строения группы в  зависимости от свойств 
ее максимальных подгрупп, а также от свойств 
максимальных подгрупп некоторых ее собствен-
ных подгрупп, составили важное направление 
современной теории групп, обогащенное боль-
шим числом глубоких теорем и содержательных 
примеров. 
 Многие из наиболее важных классов конеч-
ных групп могут быть охарактеризованы на ос-
нове свойств их максимальных подгрупп. На-
помним, например, что конечная группа нильпо-
тентна тогда и только тогда, когда все ее макси-
мальные подгруппы нормальны. Согласно зна-
менитой теореме Хупперта конечная группа 
сверхразрешима тогда и только тогда, когда ин-
дексы ее максимальных подгрупп – простые 
числа. Согласно [1] конечная группа G является 
разрешимой тогда и только тогда, когда для лю-
бой ее максимальной подгруппы M имеет место 
|G:M| = |G:M|n (здесь |G:M|n – нормальный ин-
декс M в G, который совпадает с порядком глав-
ного фактора H / K, где K⊆M и H⊈M). Отметим, 
что в действительности, как это показано в тео-
рии формаций конечных групп, все наиболее 
известные классы конечных групп, замкнутые 
относительно фраттиниевых расширений своих 
групп, могут быть охарактеризованы по свойст-
вам их максимальных подгрупп [2], [3]. 

 Свойства максимальных подгрупп лежат и в 
основе многих признаков принадлежности ко-
нечной группы тому или иному классу. Напом-
ним некоторые из наиболее известных результа-
тов в этом направлении. Согласно неопублико-
ванному результату Ф. Холла, конечная группа 
разрешима, если индекс любой ее максимальной 
подгруппы является либо простым числом, либо 
квадратом простого числа [4, с. 267]. Это важное 
наблюдение Холла дало толчок серии глубоких 
исследований, связанных с изучением конечных 
групп, у которых индексы максимальных под-
групп обладают тем или иным свойством. В этой 
связи следует прежде всего отметить моногра-
фию М.В. Селькина [5], где найдена связь между 
теорией классов Шунка и теорией максимальных 
подгрупп с заданными индексами, а также рабо-
ту С.Ф. Каморникова [6], где было впервые дано 
описание конечных групп, у которых индексы 
всех максимальных подгрупп являются либо 
простыми числами, либо квадратами простых 
чисел, и статью Е. Грибовской и В.С. Монахова 
[7], где было получено описание разрешимых 
конечных групп с ограниченными примарными 
индексами максимальных подгрупп. В работе 
Томпсона [8] было доказано, что конечная груп-
па G является разрешимой и в случае, когда она 
обладает максимальной нильпотентной подгруп-
пой нечетного порядка. В дальнейшем Янко [9] и 
Дескинс [10] установили, что конечная группа 
разрешима, если она обладает максимальной 
нильпотентной подгруппой, у которой силовская 
2-подгруппа имеет класс, не превосходящий 2. 
 Целью данной работы является дальнейшее 
изучение строения групп в зависимости от 
свойств их максимальных подгрупп. 

МАТЕМАТИКА



Н.С. Косенок 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (23), 2015 54 

1 Некоторые предварительные сведения 
 Символом H..G будем обозначать наиболь-
шую субнормальную подгруппу конечной груп-
пы G, содержащуюся в H. 
  Определение. Подгруппа H конечной группы 
G называется s-нормальной в G если G имеет 
такую субнормальную подгруппу T, что G = HT и 
H∩T ⊆ H..G. 

Следующая лемма очевидна. 
  Лемма 1.1. Пусть G – конечная группа, и 
пусть K G, и K ≤ H. Тогда H s-нормальна в G, 
если и только если H / K s-нормальна в G / K. 
 Пусть M – максимальная подгруппа конеч-
ной группы G. Тогда нормальным индексом [1] 
этой подгруппы называют порядок главного фак-
тора H / MG. 
  
 2 Критерии p-разрешимости и разреши-
мости конечных групп 
 Теорема 2.1. Пусть G – конечная группа и N 
– нетривиальная нормальная подгруппа группы 
G. Тогда N p-разрешима в том и только в том 
случае, когда каждая максимальная подгруппа 
группы G, не содержащая N и чей нормальный 
индекс делится на p, s-нормальна в G. 
 Доказательство. Предположим, что каждая 
максимальная подгруппа M группы G с N M и 
такая, чей нормальный индекс делится на p, s-нор-
мальна в G. Пусть R – минимальная нормальная 
подгруппа группы G. Допустим, что M / R – мак-
симальная подгруппа группы G / R такая, что 
RN / R M / R, и такая, чей нормальный индекс в 
G / R делится на p. Тогда M – максимальная под-
группа группы G такая, что N M. Кроме того, 
если H / R / (M / R)G / R= (H / R) / (MG / R) – глав-
ный фактор в G / R, то H / MG – главный фактор в 
G. Следовательно, p делит нормальный индекс M 
в G. По нашему предположению, M s-нормальна 
в G, и следовательно, M / R s-нормальна в G / R, 
по лемме 1.1. Значит, по индукции, RN / R – p-раз-
решимая группа. Если R ∩ N = 1, тогда N ≃ RN / R 
p-разрешима. Следовательно, каждая минималь-
ная нормальная подгруппа группы G содержится 
в N. Тривиальные рассуждения также показыва-
ют, что R = Soc(G) и R Ф(G). 
 Допустим, что R не является p-разрешимой 
группой. Тогда p делит |R| и если E = NG(P), где 
P – силовская p-подгруппа группы R, то по аргу-
менту Фраттини, мы имеем, что G = RE. Так как 
R не является p-разрешимой группой, то E ≠ G.  
 Пусть M – максимальная подгруппа группы 
G такая, что E ≤ M. Тогда R M и N M. Так как 
|R| совпадает с нормальным индексом M, то p 
делит нормальный индекс M. Следовательно, по 
нашему предположению, M s-нормальна в G.  
 Пусть Gp  – силовская p-подгруппа группы 
G такая, что P = R ∩ Gp. Тогда P нормальна в Gp. 
Поэтому Gp ⊆ E, и поэтому p не делит |G:M|. 

 Пусть T – субнормальная подгруппа группы  
G такая, что TM = G и T ∩ M ≤ M..G. Прежде 
предположим, что M..G ≠ 1, или же пусть A – ми-
нимальная субнормальная подгруппа группы G, 
содержащаяся в M..G. Ясно, что A – простая груп-
па. Допустим, что A R. Тогда A ∩ R =1. Но так 
как R NG(A) [3, c. 47], мы имеем RA = R × A. 
Отсюда следует, что A⊆ CG(R) = 1. Это противо-
речие показывает, что A⊆ R. Так как R = A1× A2× 

…× At, где A1≃A2≃… ≃At есть простая неабелева 
группа, и A субнормальна в R, мы имеем A∈{A1, 
A2,…,At}. Пусть A = A1. Так как  

1 1 1
G RM MA A A R= = =  

и A1⊆ M, мы имеем R ≤ M, противоречие. Следо-
вательно, M..G = 1, и поэтому T ∩ M = 1. Это по-
казывает, что |G| = |T||M|, т. е. |T| = |G:M|.  
 Пусть A – минимальная субнормальная под-
группа группы G, содержащаяся в T. Тогда из 
выше сказанного, мы знаем, что A = Ai для неко-
торого i∈{1,2,…,t}. 
 Пусть P1 – силовская p-подгруппа в A1. То-
гда |P| = |P1|t. Следовательно, p делит |Ai|. Но 
тогда p делит |T| = |G:M|, противоречие. Следо-
вательно, R – p-разрешимая группа, и следова-
тельно, N p-разрешима. 
 Теперь предположим, что N G, и N – p-раз-
решимая группа. Пусть M – максимальная под-
группа группы G такая, что N M и чей нор-
мальный индекс делится на p. И пусть 1 = N0 ≤  
N1 ≤ N2 ≤ …≤ Nt-1 ≤ Nt = N, где Ni /Ni-1 (i =1,2,…,t) – 
главный фактор группы G. Мы можем выбрать 
индекс i такой, что Ni M и Ni-1⊆ M. Тогда 
Ni M = G. Рассмотрим главные факторы Ni MG / MG 
и Ni / Ni-1. Первый из них G-изоморфен главному 
фактору Ni /Ni ∩ MG, при этом Ni-1⊆ Ni ∩ MG. Зна-
чит, факторы Ni MG / MG и Ni / Ni-1 изоморфны и 
поэтому p делит |Ni /Ni-1|. Следовательно, Ni /Ni-1 
– абелева p-группа. 
 Теперь ясно, что Ni ∩ M M и Ni ∩ M Ni. 
Поэтому Ni ∩ M ⊆ MG ⊆ M..G. 
 Теорема доказана. 
 Аналогично теореме 2.1. может быть дока-
зана следующая теорема. 
 Теорема 2.2. Конечная группа G p-разреши-
ма тогда и только тогда, когда каждая  макси-
мальная подгруппа группы G, чей нормальный 
индекс делится на p, слабо c-нормальна в G. 
 Следствие 2.1 [11]. Конечная группа G раз-
решима тогда и только тогда, когда каждая 
максимальная подгруппа группы G c-нормальна в G. 
 Следствие 2.2 [12]. Конечная группа G раз-
решима тогда и только тогда, когда каждая 
максимальная подгруппа группы G c-нормальна в G. 
 Теорема 2.3. Конечная группа p-разрешима в 
том и только в том случае, когда в ней существует 
p-разрешимая максимальная подгруппа, которая 
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либо s-нормальна в G, либо имеет нормальный 
индекс, не делящийся на p. 
 Доказательство. Ввиду теоремы 2.1, нам 
только надо доказать достаточность.  
 Допустим, что утверждение неверно, и G – 
контрпример минимального порядка. Пусть R – 
минимальная нормальная подгруппа группы G, 
M – такая p-разрешимая максимальная в G под-
группа, которая либо s-нормальна в G, либо име-
ет нормальный индекс, не делящийся на p. Если 
R M, то G / R = RM / R ≃ M / R ∩ M разрешима. 
С другой стороны, если R⊆ M, то M / R – такая p-
разрешимая максимальная подгруппа в G / R, 
которая либо s-нормальна в G / R, либо имеет 
нормальный индекс в G / R, не делящийся на p. 
Следовательно, G / R – p-разрешимая группа по 
выбору группы G. Поэтому R – единственная 
минимальная нормальная подгруппа группы G. 
Так как M – разрешимая группа, R M и R – не-
абелева группа, чей порядок делится на p, то по 
нашему предположению, M s-нормальна в G.  
 Пусть T – субнормальная подгруппа группы 
G такая, что G = TM  и T ∩ M ≤ M..G. Ясно, что 
M..G = 1 (cм. доказательство теоремы 2.1.) и, сле-
довательно, T ∩ M = 1. Отсюда следует, что 
|M| = |G:T|. Пусть  

1 = H0 ≤ H1  ≤ … ≤  Hn =  
=T = T0 ≤ T1 ≤ … ≤ Tm = G             (2.1) 

– композиционный ряд группы G. Тогда  
|G:T| = |T1 / T0||T2 / T1| … |Tm / Tm-1|. 

Рассмотрим следующий ряд 
1 = T0 ∩ M ≤ T1 ∩ M ≤ … ≤ Tm-1 ∩ M ≤ 

≤ Tm ∩ M = M                        (2.2) 
Ясно, что Ti-1∩ M  Ti ∩ M для всех i = 1,2,…,m. 
Заметим, что   

|(T1∩ M) / (T0 ∩ M)| |(T2∩ M)/(T1∩ M)| …× 
× |(Tm∩ M)/(Tm-1∩ M)| = |M| = |G:T| = 

= |T1 / T0||T2 / T1| … |Tm / Tm-1|. 
Так как  

(Ti∩ M) / (Ti-1∩ M) = (Ti∩ M) / (Ti∩ M) ∩ Ti-1  
 Ti-1(Ti∩ M) / Ti-1 ≤ Ti / Ti-1, 

|(Ti∩ M) / (Ti-1∩ M)| ≤ |Ti / Ti-1| для всех i =1,2,…,m. 
Cледовательно, (Ti ∩ M) / (Ti-1 ∩ M) ≃ Ti / Ti-1 есть 
простая группа для всех i = 1,2,…,m. Это показы-
вает, что ряд (2.2) есть композиционный ряд 
группы M. По нашему предположению, M – p-раз-
решимая группа. Следовательно,  каждый фактор 
ряда (2.2) либо является p'-группой, либо он абе-
лев и имеет порядок p. Следовательно, каждый 
из факторов T1 / T0, T2 / T1, … , Tm / Tm-1 – либо про-
стая p'-группа, либо группа порядка p. Рассмот-
рим следующий композиционный ряд группы G: 

1 ≤ A1 ≤ A1A2 ≤ …  ≤  A1A2 … At-1 ≤ R = 
= K0 ≤ K1 ≤ … ≤ Kr = G, 

где R = A1 × … × At  – прямое разложение группы 
R в произведение изоморфных простых групп. 
Ввиду теоремы Жордана – Гельдера, существуют 
индексы i1, i2,…, it такие, что  

A1 Hi1 / Hi1-1, A2 / A1 Hi2 / Hi2-1,…, 
R / A1A2…At-1 Hit / Hit-1. 

Следовательно, |R| ≤ |T| = |G:M|. Так как  
| || || | ,
| |

M RG
M R

=
∩

 мы имеем |G:M| ≤ |R|. 

Следовательно, |R| = |T|, и вследствие этого, 
R ∩ M = 1. Применяя теперь основной результат 
работы [13], получаем, что группа M не является 
p-разрешимой. Это противоречит условию. Тео-
рема доказана. 

 

Заключение 
 На основе определения s-нормальной под-
группы установлены новые критерии р-разреши-
мости и разрешимости конечных групп. 
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