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Изучается строение конечных групп, у которых любая собственная подгруппа либо F -субнормальна, либо F -абнор-
мальна, где F  – насыщенная наследственная формация Шеметкова, содержащая все нильпотентные группы. В частно-
сти, получено описание таких групп в случаях, когда F  – формация всех p-нильпотентных или всех p-разложимых 
групп. 
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The structure of finite groups in which every proper subgroup is either F -subnormal or F -abnormal, where F  is a saturated 
hereditary formation with the Shemetkov property containing all nilpotent groups is studied. In particular, descriptions of these 
groups in the cases when F  is either the formation of all p-nilpotent groups or all p-decomposable groups were obtained. 
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Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 

В работе [1] Фаттачи описал группы, у которых 
любая собственная подгруппа либо нормальна, 
либо абнормальна. Расширяя этот результат, 
Эберт и Бауман в работе [2] классифицировали 
группы, у которых любая собственная подгруппа 
либо субнормальна, либо абнормальна.  

В теории классов конечных групп естест-
венными обобщениями понятий субнормально-
сти и абнормальности являются, соответственно, 
понятия F -субнормальной подгруппы и F -аб-
нормальной подгруппы.  

В 1986 году Ферстер и В.Н. Семенчук, со-
ответственно в работах [3], [4], исследовали 
строение групп, у которых все собственные под-
группы либо F -субнормальны, либо F -абнор-
мальны. В последствии В.Н. Семенчук и С.Н. Шев-
чук в работе [5] исследовали группы, у которых 
все примарные подгруппы либо F -субнормаль-
ны, либо F -абнормальны. В работе В.Н. Семен-
чука и А.Н. Скибы [6] были описаны группы, у 
которых каждая собственная подгруппа либо 
U -субнормальна, либо U -абнормальна для слу-
чая, когда U  – формация всех сверхразрешимых 
групп.  

Дальнейшему развитию данного направле-
ния посвящена и настоящая работа.  

1 Предварительные сведения  
Необходимые определения и обозначения 

можно найти в [7]. Напомним некоторые из них. 
Пусть P  – множество всех простых чисел. Если 
p∈P  и π ⊆ ,P  то \′π = πP  и \{ }p p′ = .P   

( )Gπ  – множество простых делителей по-
рядка группы G.   

Формация F  – класс групп, замкнутых от-
носительно гомоморфных образов и подпрямых 
произведений.  

Формация F  называется наследственной, 
если она замкнута относительно взятия подгрупп.  

Формация F  называется насыщенной, если 
она замкнута относительно фраттиниевых рас-
ширений.  

Если F  – класс групп и G  – группа, то GF  
– пересечение всех нормальных подгрупп N  из 
G  таких, что G N/ ∈ .F   

Пусть F  – некоторая непустая формация. 
Подгруппа H  группы G  называется:  

1) F -субнормальной, если существует мак-
симальная цепь  

0 1 nG H H … H H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что для любого 1i ≥  подгруппа iH  F -нор-
мальна в 1iH − ;   
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2) F -абнормальной, если для любой макси-
мальной цепи  

0 1 nG H H … H H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
подгруппа iH  F -абнормальна в 1iH −  для любо-
го 1i ≥ .   

Группа называется минимальной не F -груп-
пой, если она не принадлежит ,F  но все собст-
венные подгруппы ее принадлежат .F  В частно-
сти, ненильпотентная группа, у которой все соб-
ственные подгруппы нильпотентны, называется 
группой Шмидта.  

Важную роль в дальнейших исследованиях 
сыграли формации со свойством Шеметкова, т. е. 
формации ,F  для которых каждая минимальная 
не F -группа является либо группой Шмидта, 
либо группой простого порядка. Как следует из 
работ Ито [8], С.А. Чунихина и И.К. Чунихиной 
[9], примерами формации со свойством Шемет-
кова являются формации всех p-нильпотентных 
и всех p-разложимых групп.  

 
2 Основные результаты  
Пусть F  – непустая формация. Нетрудно 

показать, что любая разрешимая минимальная не 
F -группа с единичной подгруппой Фраттини 
является группой, у которой все собственные 
подгруппы либо F -субнормальны, либо F -аб-
нормальны. Дальнейшая связь таких групп най-
дена в следующей теореме.  

Теорема 2.1. Пусть F  – насыщенная на-
следственная формация, содержащая все ниль-
потентные группы. Если любая минимальная не 
F -группа разрешима, то и любая группа, не при-
надлежащая ,F  у которой все собственные под-
группы либо F -субнормальны, либо F -абнормаль-
ны, также разрешима.  

Следствие 2.1.1. Пусть F  – формация всех 
p-нильпотентных групп. Тогда любая не p-ниль-
потентная группа, у которой все собственные 
подгруппы либо F -субнормальны, либо F -абнор-
мальны, разрешима.  

Следствие 2.1.2. Пусть F  – формация всех 
p-разложимых групп. Тогда любая не p-разло-
жимая группа, у которой все собственные под-
группы либо F -субнормальны, либо F -абнор-
мальны, разрешима.  

Следствие 2.1.3 [6]. Пусть U  – формация 
всех сверхразрешимых групп. Тогда любая груп-
па, у которой все собственные подгруппы либо 
U -субнормальны, либо U -абнормальны, разре-
шима.  

Важную роль в дальнейших исследованиях 
сыграла следующая теорема. 

Теорема 2.2. Пусть F  – непустая наследст-
венная формация, у которой любая минимальная 

не F -группа разрешима. Тогда следующие ут-
верждения эквивалентны:  

1) любая группа G,  у которой все силовские 
подгруппы принадлежат F  и F -субнормальны в 
G,  принадлежит ;F   

2) любая минимальная не F -группа являет-
ся либо бипримарной p-замкнутой ( ( )),p G∈π  
либо примарной группой.  

Следствие 2.2.1 [10]. Пусть F  – формация 
всех p-нильпотентных групп. Группа является  
p-нильпотентной тогда и только тогда, когда у 
нее все силовские подгруппы F -субнормальны.  

Следствие 2.2.2 [10]. Пусть F  – формация 
всех p-разложимых групп. Группа является p-раз-
ложимой тогда и только тогда, когда у нее все 
силовские подгруппы F -субнормальны.  

Следствие 2.2.3. Группа является абелевой 
тогда и только тогда, когда все ее силовские 
подгруппы абелевы и субнормальны.  

Теорема 2.3. Пусть F  – насыщенная на-
следственная формация со свойством Шемет-
кова, содержащая все нильпотентные группы. 
Если в группе G  все примарные подгруппы либо 
F -субнормальны, либо F -абнормальны, то в G  
все собственные подгруппы либо F -субнормаль-
ны, либо F -абнормальны.  

Следствие 2.3.1. Пусть F  – формация всех 
p-нильпотентных групп. Если в группе G  все 
примарные подгруппы либо F -субнормальны, 
либо F -абнормальны, то в G все собственные под-
группы либо F -субнормальны, либо F -абнор-
мальны.  

Следствие 2.3.2. Пусть F  – формация всех 
p-разложимых групп. Если в группе G  все при-
марные подгруппы либо F -субнормальны, либо 
F -абнормальны, то в G  все собственные под-
группы либо F -субнормальны, либо F -абнор-
мальны.  

Теорема 2.4. Пусть F  – насыщенная на-
следственная формация со свойством Шемет-
кова, содержащая все нильпотентные группы. 
Тогда и только тогда любая собственная под-
группа группы G∈/ F  либо F -субнормальна, ли-
бо F -абнормальна, когда G  имеет следующее 
строение:  

1) G  – разрешимая группа;  
2) q qG G G′= ,  где qG G′ = ∈ ,F F  qG  – цик-

лическая подгруппа Картера;  
3) любая максимальная подгруппа из qG  

нормальна в G.   
Следствие 2.4.1 [5]. Пусть F  – формация 

всех p-нильпотентных групп. Тогда и только 
тогда любая собственная подгруппа группы ,G  
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не принадлежащей ,F  либо F -субнормальна, 
либо F -абнормальна, когда p qG G G= ,  где 
q p≠ ,  qG  – циклическая подгруппа Картера, 
любая максимальная подгруппа из qG  нормальна 

в G,  .pG G= F  
Следствие 2.4.2. Пусть F  – формация всех 

p-разложимых групп. Тогда и только тогда лю-
бая собственная подгруппа не p-разложимой 
группы G  либо F -субнормальна, либо F -абнор-
мальна, когда G  – разрешимая группа одного из 
следующих типов: 

1) p qG G G= ,  где q p≠ ,  qG  – цикличе-
ская подгруппа Картера, любая максимальная 
подгруппа из qG  нормальна в G,  pG G= .F   

2) p pG G G′= ,  где pG G′ = ,F  pG  – цикли-
ческая подгруппа Картера и любая максималь-
ная подгруппа из pG  нормальна в .G  

Пример. Пусть 3H S=  и V  – проективная 
оболочка тривиального 3[ ]HF -модуля. Пусть 

[ ]E V H= .  Тогда ( ) ( )E R VΦ =  и 3( ) ( )HC V O H′=  
[11]. Следовательно, E  имеет фраттиниев главный 
фактор K L/  такой, что 3K L| / |> .  Пусть 
G E L= / .  Тогда G  – 3-замкнутая {2 3}, -группа, 
не являющаяся группой Шмидта.  
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