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Замкнутая сеть массового обслуживания  

с неактивными заявками и обходами  
 

Ю.B. МАЛИНКОВСКИЙ, Л.Н. МАРЧЕНКО, Ю.С БОЯРОВИЧ  
 

Исследуется стационарное функционирование замкнутой сети массового обслуживания с неак-

тивными заявками и обходами. Неактивные заявки находятся в очередях узлов и не обслуживают-

ся. Предусматривается возможность перехода заявки из обычного состояния в неактивное и об-

ратно. Длительности обслуживания заявок в узлах имеют показательное распределение. Устанав-

ливается вид стационарного распределения вероятностей состояний сети. 

Ключевые слова: замкнутая сеть массового обслуживания, неактивные заявки, обходы узлов, 

стационарное распределение вероятностей состояний.  

 

Closed queueing network with non active customers and bypasses is considered. Non customers are in a 

system queue and do not get service. Customers can pass from non state into state, when they can get 

their service and vice versa. The form of stationary distribution is obtained.  

Keywords: closed queueing network, non active customers, bypasses, stationary distribution.  

 
Введение. В настоящее время в теории систем и сетей массового обслуживания доста-

точно актуальна проблема исследования надежности обслуживающих узлов. Однако стоит 
заметить, что не только обслуживающий узел может полностью или частично выходить из 
строя. По целому ряду причин могут терять свои качественные характеристики и поступаю-
щие в узлы сети заявки. В связи с этим все большее внимание исследователей привлекают 
сети массового обслуживания с временно неактивными заявками. Все заявки в таких сетях 
подразделяются на два класса. Первые (обыкновенные заявки) могут обслуживаться узлами, 
а вторые являются временно неактивными и не обслуживаются, скапливаясь в очередях уз-
лов. Поступающие в сеть массового обслуживания потоки информационных сигналов позво-
ляют заявкам менять свое состояние: из неактивного состояния переходить в состояние, ко-
гда они снова могут получать обслуживание, и, наоборот: из обыкновенного переходить в 
неактивное состояние. В большинстве случаев исследователей интересуют характеристики 
стационарного функционирования таких сетей массового обслуживания, в частности вид 
стационарного распределения вероятностей состояний сети. Следует отметить, что в послед-
нее время появился ряд работ, посвященных исследованию вопроса инвариантности стацио-
нарного распределения вероятностей состояний сетей массового обслуживания с временно 
неактивными заявками по отношению к функциональной форме распределения длительно-
стей обслуживания. 

Неактивные заявки можно интерпретировать как заявки, имеющие некоторый дефект, 
делающий их непригодными для обслуживания узлами сети массового обслуживания. Дей-
ствительно, при передаче данных в информационно-телекоммуникационных сетях может, 
например, возникать ситуация, когда пересылаемая заявка становится непригодной для об-
служивания в результате какой-либо поломки или сбоя в процессе ее пересылки. Такая заяв-
ка не удаляется из сети, а может сохраняться в очереди узла, в который она была направлена, 
для того, чтобы впоследствии быть либо восстановленной, либо замененной другой заявкой. 
Действительно, такие действия вполне логичны, если потеря заявки приведет к ощутимым 
финансовым или информационным потерям. Таким образом, результаты исследования ста-
ционарного функционирования сетей массового обслуживания с временно неактивными за-
явками могут представлять существенный интерес с прикладной точки зрения, поскольку 
такие модели позволяют адекватно описывать реальные информационно-
телекоммуникационные сети.  

Исследованию открытой сети массового обслуживания с временно неактивными заявками 
посвящена работа [1], где устанавливается вид и условия существования стационарного распре-
деления вероятностей состояний сети. В [2], [3] исследовано стационарное функционирование  
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сетей массового обслуживания с временно неактивными заявками, являющихся обобщением 
модели из [1] на случай произвольного распределения времени обслуживания заявок; устанав-
ливается инвариантность стационарного распределения вероятностей состояний по отноше-
нию к функциональной форме распределения длительностей обслуживания при фиксирован-
ных первых моментах.  

В сетях Джексона стационарное распределение вероятностей состояний существует 
только при определенных соотношениях между параметрами, характеризующими сеть мас-
сового обслуживания. Когда стационарного распределения вероятностей состояний нет, за-
явки будут неограниченно долго ожидать своего обслуживания в очереди. В то же время на 
практике клиент, попавший в узел, сразу оценивает, сколько времени ему придется ожидать, 
сколько заявок находится в очереди, каково состояние сети в целом, и, в зависимости от про-
веденной оценки, либо остается ожидать и становится в очередь, либо переходит в следую-
щий узел. Эти случаи можно описать моделью сети массового обслуживания с обходами. 
Такие модели, в том числе, возникают в ситуациях, когда накладываются ограничения на ко-
личество заявок в узлах или на предполагаемое время ожидания заявок в моменты их по-
ступления в узлы сети.  

Сети массового обслуживания с обходами заявками узлов впервые были рассмотрены 
Ю.В. Малинковским [4]. В таких сетях заявка, поступающая в некоторый узел, с некоторой 
вероятностью, зависящей от состояния этого узла или всей сети, может присоединиться к 
очереди и ожидать своего обслуживания, или мгновенно обойти узел и двигаться далее со-
гласно некоторой матрице маршрутизации. В указанной работе было установлено, что стаци-
онарное распределение вероятностей состояний таких сетей имеет мультипликативную форму.  

Модификации сетей массового обслуживания с обходами заявок узлов и выходные 
потоки заявок в таких сетях были рассмотрены в работах [5], [6]. В работе [7] рассматрива-
ются открытые и замкнутые сети массового обслуживания с обходами заявок узлов, для ко-
торых устанавливается инвариантность стационарного распределения вероятностей состоя-
ний сетей по отношению к функциональной форме распределений длительностей обслужи-
вания при фиксированных первых моментах. 

В настоящей работе исследуется замкнутая экспоненциальная сеть массового обслу-
живания с неактивными заявками и обходами. Устанавливается вид стационарного распре-
деления вероятностей сети.  

Замкнутая сеть с неактивными заявками и обходами. Рассматривается замкнутая 

сеть массового обслуживания с множеством узлов },...,1{ NJ  . Предполагается, что в сети 

циркулируют M  заявок. Все заявки в сети подразделяются на два класса: класс обыкновен-
ных заявок, и класс временно неактивных заявок. Обыкновенные заявки могут получать об-
служивание. Неактивные заявки получать обслуживание не могут и скапливаются в очередях 
обслуживающих узлов.  

В узлы рассматриваемой сети извне поступают независимые пуассоновские потоки 

информационных сигналов с интенсивностями i  и i , Ji . Поступивший в i  узел с ин-

тенсивностью i  сигнал уменьшает число обыкновенных заявок на единицу и увеличивает 

на единицу число неактивных. В случае отсутствия в i -м узле обыкновенных заявок, инфор-

мационный сигнал покидает сеть, не оказывая на нее никакого воздействия. Поступивший в 

i  узел с интенсивностью i  сигнал уменьшает на единицу число неактивных заявок, увели-

чивая на единицу число обыкновенных заявок. В случае отсутствия в i -м узле обыкновен-
ных заявок, информационный сигнал покидает сеть, не оказывая на нее никакого воздей-

ствия ( Ji ).  

Обслуживание  в узлах – экспоненциальное с параметром i , Ji . Заявка, обслу-

женная в узле i , с вероятностью jip ,  переходит в узел j  как обыкновенная заявка, 
















Jj

jip 1, . Не ограничивая общности рассуждений, для простоты договоримся считать 

Jip ii  ,0, . Матрица маршрутизации предполагается неприводимой. 



Ю.B. Малинковский, Л.Н. Марченко, Ю.С Боярович  

 

26 

Состояние сети характеризуется вектором  ))('),(()),...,('),(()( 11 tztztztztz NN , где 

)(tzi  и )(' tzi  – количество обыкновенных и соответственно неактивных заявок в i -м узле в 

момент времени t  ( Ji ).  

Поступающая в узел Ji  заявка, с вероятностью )'( iii zzf   присоединяется к очере-

ди узла, а с дополнительной вероятностью )'(1 iii zzf   мгновенно обходит узел и ведет себя 

в дальнейшем как обслуженная, двигаясь дальше в соответствии с вышеописанной матрицей 

маршрутизации.  

Таким образом, с параметрами сети, описанными выше, )(tz  – марковский процесс c 

непрерывным временем и конечным пространством состояний 









 
Ji

iiiiNN MzzJizzzzzzZ )'(,,0',|)',(),...,',( 11 . 

Теорема 2.1. Процесс )(tz  эргодичен, а его стационарное распределение вероятно-

стей состояний  Z),( zzp  имеет вид  

,),',()...',(
),(

1
)( 111 Zzzzpzzp

NMG
zp NNN                                  (2.1) 
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                                  (2.2) 

здесь 
i  – единственное с точностью до постоянного множителя положительное решение 

системы уравнений трафика  

 .,, Jip
Jj

ijji  


                                       (2.3) 

Нормирующая константа G(M, N) находится из условия 1)( 
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Доказательство. В работе [8] показано, что однородная система линейных уравнений тра-

фика (2.3) имеет единственное с точностью до постоянного множителя положительное решение. 

Пусть рассматриваемая замкнутая сеть массового обслуживания характеризуется век-

тором z  непосредственно после момента направления заявки в i -й узел (т.е. без учета этой 

заявки), обозначим тогда )(, zji  – условную вероятность того, что заявка, направленная в 

узел i , впервые будет обслужена узлом j ,  JjiMzz N  ,,1...1 .  

Для случая, когда сеть находится в состоянии z  непосредственно перед моментом 

окончания обслуживания заявки i -м узлом, обозначим )(, zji  – условную вероятность того, 

что заявка, обслуженная узлом i , впервые будет обслужена узлом j  

 JjiMzz N  ,,...1 .  

По формуле полной вероятности  





N

l

klliiiikiiiiki zpzzfzzfz
1

,,,, )())'(1()'()( ;                             (2.4)  

JkiMzzzzz NN  ,,1...),,...,( 11 ; 





N

k

ijkkiji ezpz
1

,,, );()(                                                  (2.5) 

 JjiMzzzzz NN  ,,...),,...,( 11 . 

Здесь ki,  – символ Кронекера.  
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В работе [6] показано, что если матрица маршрутизации для сети  Jjip ji ,,,  непри-

водима, то при каждом фиксированном z соотношения (2.4) и (2.5) однозначно определяют 

вероятности )(, zji  и )(, zji   Jji , . 

Эргодичность очевидна. Таким образом, стационарное распределение вероятностей 

состояний рассматриваемой сети   массового обслуживания существует и является един-

ственным. Система уравнений глобального равновесия для стационарных вероятностей 

 Z),( zzp  имеет вид  

 


 
Ji

niniIiii zpIIIz
iii

)())(1( 00'0,  




 
Ji

niiiniii ii
IeezpIeezp 0'0 )'()'(  

 .,)()( 0, ZzIeezeezp
Jj

nijijjij i




                               (2.6) 

Заметим, что с такими интенсивностями переходов марковский процесс, описываю-

щий сеть, является обратимым.  

Разобьем (2.6) на уравнения локального равновесия:  

 0'0' )'()(  
ii niiini IeezpzpI ;                                                   (2.7) 

00 )'()(  
ii niiini IeezpzpI ;                                                   (2.8) 

.,)()()())(1(
,

0,0, JiIeezeezpzpIz
ijJj

nijijjijniii ii
 



             (2.9) 

Подставляя стационарные вероятности Z),( zzp , определенные по формулам (2.1), 

(2.2), в уравнения (2.7), (2.8), в результате элементарных преобразований доказываем спра-

ведливость соотношения (2.7).  

Проверим, что (2.1), (2.2) удовлетворяют соотношениям (2.9). Из соотношений (2.4) и 

(2.5) следует, что выполняется следующее равенство  


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N

l

lilllllkiiiikkik ezzzfpzzfpez
1
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Заменяя в последнем равенстве z  на iez  , получим 
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  

Из последнего соотношения с учетом системы уравнений трафика (2.3), доказываем 

справедливость (2.9). 

Таким образом, стационарное распределение вероятностей состояний сети определя-

ется по формулам (2.1), (2.2).  

Теорема доказана.  

. Заключение. Исследовано стационарное функционирование замкнутой сети массово-

го обслуживания с неактивными заявками и обходами заявками узлов. Неактивные заявки 

скапливались в очередях узлов и не могли получать обслуживание. Состояние рассматрива-

емой сети массового обслуживания описывалось набором, характеризующих количество 

обыкновенных и неактивных заявок в каждом из узлов сети. Вероятности обходов узлов за-

явками зависели от суммарного количества обыкновенных и неактивных заявок в каждом из 

этих узлов. Для заявок предусматривалась возможность перехода из обыкновенного состоя-

ния во временно неактивное и обратно за счет поступления в узлы сети пуассоновских пото-

ков информационных сигналов. Длительности обслуживания заявок в узлах имели показа-

тельное распределение. Для рассмотренной сети массового обслуживания были составлены 

системы уравнений глобального и локального равновесия, показано, что система уравнений 

трафика имеет единственное с точностью до постоянного множителя положительное реше-

ние, установлен вид стационарного распределения вероятностей состояний. Следует отметить, 
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что в случае открытой сети массового обслуживания с временно неактивными заявками и 

обходами заявками узлов результат будет аналогичен и при выполнении условий эргодично-

сти стационарное распределение вероятностей состояний сети может быть найдено в муль-

типликативной форме. 
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