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Рассматривается система, описывающая движение четырех тел в плоскости. С помощью метода малого параметра ус-
тановлены упрощенные системы, состоящие из нелинейных дифференциальных уравнений, каждое из которых имеет 
второй порядок. Для данных систем указаны наборы констант межчастичного взаимодействия, при которых все ее ре-
шения являются мероморфными функциями. 
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The system describing the motion of four bodies in a plane is considered. The method of the small parameter of a simplified 
system consisting of non-linear differential equations, each of which has a second order is determined. For these systems, a set 
of interparticle interaction constants in which all its solutions of the system are meromorphic functions is specified. 
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Введение 
Работы [1]–[5] посвящены исследованиям про-
блемы движения многих тел в плоскости. В них 
отображены и проанализированы (аналитически 
и численно) различные решения ограниченной 
плоской задачи многих тел. Для удобства рас-
смотрения математической модели движения 
многих тел в работе [2] физическая плоскость 
отождествляется с комплексной плоскостью. 
Тогда уравнения движения в плоскости стано-
вятся уравнениями движения N точек в ком-
плексной ξ  – плоскости и сводятся к системе 
[2], [3], состоящей из N обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений 

1
2 , 1,..., .

N
n m

n nm
m n m
m n

a n N
=
≠

′ ′ξ ξ′′ξ = =
ξ − ξ∑  

Зависимые переменные ( )n nξ = ξ τ  являются 
комплексными. Константы межчастичного взаи-
модействия подчинены требованиям симметрии 

.nm mna a=  При отождествлении комплексной 
ξ -плоскости с физической плоскостью [2], [3] 
движение N точек nξ  соответствует решению 
ограниченной задачи многих тел в плоскости. 

 
1 Постановка задачи 
Из исходной системы видно [2], [3], что 

центр масс ( ),Z Z≡ τ  
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движется равномерно: 
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где V – произвольная постоянная. 
В дальнейшем будем предполагать 
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Существует также интеграл движения (что непо-
средственно следует из [1]): 
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Введем координаты относительно центра масс 
, 1, 2,3,4,n nu Z n= ξ − =  

чтобы выполнялось условие 1 2 3 4 0.u u u u+ + + =  
Для удобства обозначений положим 
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С помощью несложных алгебраических 
преобразований можно теперь записать уравне-
ния движения и интеграл движения в терминах 
переменных x, y, z: 
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где 0( ), ( ), ( ), ,x x t y y t z z t t= = = = τ − τ  V, K, 0τ  
– произвольные постоянные. 

Согласно [4] справедливо утверждение: для 
наличия у системы (1.1) мероморфного решения 
необходимо, чтобы все постоянные , , ,n nΓ γ β  

1,6,n =  определяемые через константы a, b, c, d, 
e, f с помощью соотношений 
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принимали целочисленные или бесконечные 
значения. 

Нетрудно выделить все значения констант 
взаимодействия, принадлежащие к определенной 
выше категории: для целочисленности показате-
лей nγ  необходимо [ 2;0],na ∈ −  а для целочис-
ленности nβ  константы взаимодействия должны 
быть сами целочисленными или полуцелочис-
ленными. 

В данной работе рассматриваются упро-
щенные системы для системы нелинейных диф-
ференциальных уравнений (1.1), описывающей 
движении четырех тел в плоскости. 

Целью исследования является установление 
необходимых и достаточных условий для того, 
чтобы все решения упрощенных систем являлись 
мероморфными функциями. Заметим, что упро-
щенные системы ранее были рассмотрены в ра-
ботах [6]–[8], однако, наборы, полученные в дан-
ных работах, целесообразно дополнить случая-
ми, когда одна либо две константы взаимодейст-
вия не равны нулю. 
 

2 Необходимые и достаточные условия 
для того, чтобы все решения упрощенных сис-
тем в задаче движения четырех тел в плоско-
сти являлись мероморфными функциями 

Рассмотрим систему дифференциальных 
уравнений шестого порядка 
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которая является инвариантной относительно 
замены переменных ( , , , )t x y z  на ( , , , ),t x y zε ε ε  − 
параметр, а значит, является упрощенной для 
системы (1.1). 

Опираясь на результаты, полученные в ра-
ботах [6], [7], с учетом соотношений (1.2), за-
ключаем о справедливости следующей теоремы. 

Теорема 2.1. Для того, чтобы все решения 
системы (2.1) являлись мероморфными функ-
циями, необходимо и достаточно, чтобы при вы-
боре чисел { }, , 2; 1.5; 1; 0.5;0b c f ∈ − − − −  постоян-
ная Г была целочисленной или бесконечной, и 
выполнялись условия: 
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Доказательство. Как говорилось ранее, де-
тальное доказательство справедливости утвер-
ждения для случаев 1)–11) приведено в работах 
[6], [7]. 

Проведем исследование случаев, когда 
0.d e= =  Тогда система (2.1) примет вид 

2 ,

2 ,

xyx a
x y

xyy a
x y

=
−

= −
−

                       (2.2) 
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Легко видеть, что для системы (2.2) выполнено 
соотношение 0,x y+ =  значит, 1 0 ,x y C t C+ = +  
где 0 1,C C  – произвольные постоянные. Выражая 
y из последнего соотношения и подставляя в 
первое уравнение системы (2.2) находим 

1

1 0

( )
2 .

2
x C x

x a
x C t C

−
=

− −
 

Заменой 1 02u x C t C= − −  последнее уравне-
ние приводим к виду  

22
1 .

Cuu a a
u u
′

′′ = − +    (2.3) 

Заметим, что уравнение (2.3) легко привес-
ти к уравнениям второго порядка типа Пенлеве с 
помощью замены 1/ .w u=  

В соответствии с результатами, полученны-
ми в работе [9], заключаем, что при 2,a = −  

1,5, 1a a= − = −  все решения уравнения (2.3) яв-
ляются мероморфными функциями, а значит 
компонента решения x  системы (2.2) является 
мероморфной функцией. Выражая x  из соотно-
шения 1 0 ,x y C t C+ = +  где 0 1,C C  – произволь-
ные постоянные, и подставляя в первое уравне-
ние системы (2.2) получим дифференциальное 
уравнение второго порядка для компоненты y  
исследуемой системы вида (2.3).  

Таким образом, компоненты решения сис-
темы (2.2) ,x y  являются мероморфными функ-
циями, более того, согласно результатам, полу-
ченным в работе [10], компоненты решения ,x y  
системы (2.2) являются целыми функциями. 

Рассмотрим теперь третье уравнение систе-
мы (2.2). Обе его части разделим на :z V+  

2 2 2 .z x y x yc b f
z V x y x y

+
= − − −

+ +
 

Интегрируя последнее уравнение, получим 
2 2 2( ) ,c b fz Ax y x y V− − −= + −        (2.4) 

где A − произвольная постоянная,  
{ }, , 2, 1.5, 1, 0.5,0 .c b f ∈ − − − −  

Заметим также, что если компоненты ,x y  ре-
шения системы (2.2) являются целыми функциями, 

то и решение уравнения (2.4) при условии 
{ }, , 2, 1.5, 1, 0.5,0c b f ∈ − − − −  является целой 

функцией. 
Следовательно, утверждение теоремы в 

случае 12) справедливо. 
В случае 13) доказываемой теоремы система 

(2.1) будет иметь вид 
0,
0,

x
y
=
=

                            (2.5) 

( ) ( ) ( )( )2 2 2 ,x z V y z V z V x yz c b f
x y x y
+ + + +
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Из первого и второго уравнения системы 
(2.5) находим  

1 0 1 0, ,x A t A y B t B= + = +  
где 0 ,A  1 0 1, ,A B B  – произвольные постоянные. 

Заметим, что компоненты ,x y  общего ре-
шения системы (2.5) являются целыми функция-
ми, а выражение для компоненты z  легко полу-
чить из третьего уравнения исследуемой систе-
мы, которое, как было показано ранее, сводится 
к уравнению (2.4), где 

{ }, , 2, 1.5, 1, 0.5,0 .c b f ∈ − − − −  
Таким образом, утверждение теоремы в 

случае 13) справедливо. 
 

Заключение 
 Рассмотрена система (1.1), описывающая 
движение четырех тел в плоскости, для которой 
с помощью метода малого параметра получены 
упрошенные системы (2.1), состоящие из нели-
нейных дифференциальных уравнений, каждое 
из которых имеет второй порядок. 
 Для каждой упрощенной системы найдены 
необходимые и достаточные условия для того, 
чтобы все решения исследуемых систем явля-
лись мероморфными функциями. Интерес к ис-
следованиям упрощенных систем обусловлен 
тем фактом, что необходимые и достаточные 
условия для того, чтобы все решения были ме-
роморфными функциями, являются необходи-
мыми условиями наличия мероморфных реше-
ний у исходной системы дифференциальных 
уравнений, описывающей движение четырех тел 
в плоскости. 
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