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Введение 
В работе [1], посвящённой, как видно из её 

названия, изучению полиадических групп, Э. Пост 
исследовал в том числе и полиадические опера-
ции, определённые на упорядоченных наборах 
(M1, …, Mk), все компоненты которых являются 
невырожденными квадратными матрицами n-го 
порядка над полем C комплексных чисел. По-
нятно, что множество всех таких упорядоченных 
наборов совпадает с k-ой декартовой степенью 

(C)k
nGL  полной линейной группы GLn(C). На 

множестве (C)k
nGL  Э. Пост определил (k + 1)-ар-

ную операцию, относительно которой, как он 
установил [1, с. 332], это множество является 
(k + 1)-арной группой, названной им полной ли-
нейной (k + 1)-арной группой. При k = 1 упоря-
доченные наборы матриц Э. Поста – это обыч-
ные матрицы, а (k + 1)-арная группа (C)k

nGL  
совпадает с полной линейной группой GLn(C). 
 Полная линейная (k + 1)-арная группа Э. По-
ста является частным случаем l-арной группы 
< ( ),k

n PGL  [ ]l, σ, k > с l-арной операцией [ ]l, σ, k, 
где k ≥ 2, l ≥ 2, σ – любая подстановка множества 
{1, 2, …, k}, P – произвольное ассоциативное ком-
мутативное кольцо с единицей. Эта l-арная груп-
па впервые была определена в [2]. Для каждой 
подгруппы H полной линейной группы GLn(P) в 
l-арной группе < ( ),k

n PGL  [ ]l, σ, k > имеется l-арная 
подгруппа < Hk, [ ]l, σ, k >. Возникает естествен-
ный вопрос: существуют ли в l-арной группе 
< ( ),k

n PGL  [ ]l, σ, k > другие l-арные подгруппы? В 
статье получен положительный ответа на этот 
вопрос и приведены многочисленные примеры 
таких l-арных подгрупп. 
 

 1 Предварительные сведения 
Вектор-матрицей размера (m1 × n1, …, mk × nk) 

над кольцом P называется [3, определение 1] 

всякий упорядоченный набор A = (A1, …, Ak) 
матриц A1, …, Ak размеров m1 × n1, …, mk × nk с 
элементами из P. Вектор-матрица, у которой все 
компоненты A1, …, Ak – квадратные матрицы 
одного и того же порядка n называется [3] квад-
ратной вектор-матрицей порядка n. Для обозна-
чения множества всех k-компонентных квадрат-
ных вектор-матриц порядка n над P используется 
символ Mn(k, P). Символ Sk используется для 
обозначения симметрической группы на k сим-
волах. 

Определение 1.1 [4]. Пусть A – группоид, 
k ≥ 2, l ≥ 2, σ – подстановка из Sk. Определим на 
Ak вначале бинарную операцию 

x 
σ

D  y = (x1, x2, …, xk) 
σ

D  (y1, y2, …, yk) = 
= (x1yσ(1), x2yσ(2), …, xkyσ(k)), 

 
 

а затем l-арную операцию 
[x1x2 … xl]l, σ, k = 

= x1 
σ

D  (x2 
σ

D  ( … (xl–2 
σ

D  (xl–1 
σ

D  xl)) … )). 
 

Понятно, что операция [ ]2, σ, k совпадает с 

операцией 
σ

D . 

Если σ = (12 … k), то операция 
σ

D  совпадает 
с операцией 

 

x D  y = (x1, x2, …, xk) D  (y1, y2, …, yk) = 
 

= (x1y2, x2y3, …, xk–1yk, xky1) 
 

из [5, определения 2.2.3], а операция [ ]l, σ, k – с 
операцией [ ]l, k из того же определения. 
 

Теорема 1.1 [4]. Пусть A – полугруппа, 
 

xi = (xi1, xi2, …, xik) ∈ Ak, i = 1, 2, …, l. 
 

Тогда 
[x1x2 … xl]l, σ, k = (y1, y2, …, yk), 

где  
yj = 2 11 2 ( ) ( 1) ( ) ( )l lj j l j l j

x x x x− −σ − σ σ
… , j = 1, 2, …, k. 
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Теорема 1.2 [5, теорема 3.6.2]. Если A – 
группа, σ – подстановка из Sk, удовлетворяющая 
условию σl = σ, то < Ak, [ ]l, σ, k > – l-арная группа. 

Обозначим через GLn(k, P) множество всех 
k-компонентных квадратных вектор-матриц n-го 
порядка над ассоциативным коммутативным 
кольцом P с единицей, у которых все компонен-
ты обратимы в кольце Мn(P). Понятно, что мно-
жество GLn(k, P) можно определить как множе-
ство всех k-компонентных квадратных вектор-
матриц n-го порядка над ассоциативным комму-
тативным кольцом P с единицей, у которых опре-
делитель каждой компоненты обратим в кольце P. 

Ясно, что GLn(k, P) совпадает с декартовой 
степенью ( ) ( )n n

k

P P×…×GL GL�����	����
  полной линей-

ной группы GLn(P). Так как GLn(P) – группа с 
операцией умножения матриц, то, ввиду теоремы 
1.2, верна 

Теорема 1.3 [2]. Если подстановка σ ∈ Sk 
удовлетворяет условию σl = σ, то  

< GLn(k, P), [ ]l, σ, k > 
– l-арная группа. В частности,  

< GLn(k, P), [ ]k + 1, (12…k), k > 
– (k + 1)-арная группа. 

l-Арную группу < GLn(k, P), [ ]l, σ, k > по ана-
логии с бинарным случаем естественно называть 
полной линейной l-арной группой, соответст-
вующей данным k и σ. 

Пост рассматривал [1] частный случай l-ар-
ной группы < GLn(k, P), [ ]l, σ, k > при l = k + 1, 
σ = (12 … k), P = C – поле комплексных чисел. 

Определение 1.2 [6]. Пусть P – ассоциатив-
ное коммутативное кольцо с единицей. Вектор-
ным определителем или вектор-определителем 
вектор-матрицы A = (A1, …, Ak), у которой все 
компоненты A1, …, Ak являются квадратными 
матрицами над P, называется упорядоченный 
набор detA = (detA1, …, detAk) ∈ Pk определите-
лей detA1, …, detAk матриц-компонент. 

Теорема 1.4 [6]. Пусть 
Ai = (Ai1, …, Aik), i = 1, …, l 

– k-компонентные вектор-матрицы, у которых 
для любого j ∈ {1, …, k} компоненты 

A1j, A2σ(j), …, 2 1( 1) ( ) ( )
,l ll j l j

A A− −− σ σ
 

– квадратные матрицы одного и того же по-
рядка. Тогда 

det[A1 … Al]l, σ, k = [detA1 … detAl]l, σ, k.   (1.1) 
Теорема 1.5 [6]. Пусть подстановка σ ∈ Sk 

удовлетворяет условию σl = σ, A = (A1, …, Ak) – 
произвольный элемент l-арной группы  

< GLn( k, P), [ ]l, σ, k >. 
Тогда: 

detA[–1] = (detA)[–1],            (1.2) 
где в левой части присутствует косой элемент 
для А в < GLn( k, P), [ ]l, σ, k >, а правая часть яв-
ляется  косым  элементом для элемента detA 
l-арной группы < P∗k, [ ]l, σ, k >. 

2 l-арные подгруппы полной линейной l-ар-
ной группы, определяемые подгруппами полной 
линейной группы 

Если подстановка σ ∈ Sk удовлетворяет 
условию σl = σ, H – подгруппа группы G, то 
согласно теореме 1.2, < Hk, [ ]l, σ, k > – l-арная под-
группа l-арной группы < Gk, [ ]l, σ, k >. Поэтому 
для каждой подгруппы H полной линейной груп-
пы GLn(P) в l-арной группе < GLn(k, P), [ ]l, σ, k > 
имеется l-арная подгруппа < Hk, [ ]l, σ, k >. 

В качестве иллюстрации сказанному можно 
указать l-арную группу < SLn(k, P), [ ]l, σ, k > всех 
k-компонентных квадратных вектор-матриц n-го 
порядка над ассоциативным коммутативным 
кольцом P с единицей, у которых определители 
всех компонент равны единице кольца P. При 
k = 1 l-арная группа < SLn(k, P), [ ]l, σ, k > совпада-
ет со специальной линейной группой SLn(P). 

Приведём ещё несколько примеров подоб-
ного рода. 

Выделим во множестве GLn(k, P) следую-
щие подмножества: 

Dn(k, P) =  
={(A1, …, Ak) ∈ GLn(k, P)⎪A1, …, Ak ∈ Dn(P)}, 

 

где Dn(P) – множество всех диагональных мат-
риц из GLn(P); 

Tn(k, P) = 
= {(A1, …, Ak) ∈ GLn(k, P)⎪A1, …, Ak ∈ Tn(P)}, 

 

где Tn(P) – множество всех матриц из GLn(P), у 
которых угол над главной диагональю нулевой; 

UTn(k, P) = 
= {(A1, …, Ak) ∈ GLn(k, P)⎪A1, …, Ak ∈ UTn(P)}, 

 

где UTn(P) – множество всех матриц из GLn(P), у 
которых угол над главной диагональю нулевой, а 
все элементы на главной диагонали – единицы; 

( , R)n k+GL  = 
= {(A1, …, Ak) ∈ GLn(k, R)⎪A1, …, Ak ∈ (R)},n

+GL  
где R – множество всех действительных чисел, 

(R)n
+GL  – множество всех матриц из GLn(R), у 
которых модуль определителя положителен; 
 

1 ( , C)n k± GL  =  
= {(A1,…, Ak) ∈ GLn(k, C)⎪A1, …, Ak ∈ 1 ( C)n

± GL }, 
 

где 1 ( C)n
± GL  – множество всех матриц из GLn(C), 

у которых модуль определителя равен единице. 
Так как 

Dn(P), Tn(P), UTn(P), (R),n
+GL  1 ( C)n

± GL  
– группы с операцией умножения матриц, и, кро-
ме того, 

Dn(k, P) = ( ) ( ) ,n n

k

P P× ×D D…����	���
  

 

Tn(k, P) = ( ) ( ) ,n n

k

P P× ×T T…����	���
  

 

UTn(k, P) = ( ) ( ) ,n n

k

P P× ×UT UT…�����	����
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( , R)n k+GL  = L (R) L (R) ,n n

k

+ +× ×G G…�����	����
  

1 ( , C)n k± GL  = 
1 1L (C) L (C),n n

k

± ±× ×G G…�����	����
  

то, применяя теорему 1.2, получим 
Предложение 2.1. Если подстановка σ ∈ Sk 

удовлетворяет условию σl = σ, то следующие 
универсальные алгебры 

< Dn(k, P), [ ]l, σ, k >, < Tn(k, P), [ ]l, σ, k >, 
< UTn(k, P), [ ]l, σ, k >, < ( , R),n k+GL  [ ]l, σ, k >, 

< 1 ( , C),n k± GL  [ ]l, σ, k > 
являются l-арными подгруппами l-арной группы 
< GLn(k, P), [ ]l, σ, k >. 

 
3 l-арные подгруппы полной линейной l-ар-

ной группы, определяемые вектор-определи-
телями вектор-матриц 

l-Арные подгруппы в l-арной группе 
< GLn(k, P), [ ]l, σ, k > могут быть определены и 
без использования теоремы 1.2. Указанной цели 
можно достичь, например, с помощью вектор-
определителей. 

Для всякого подмножества F группы P∗k, 
где P∗ – группа всех обратимых элементов ассо-
циативного коммутативного кольца P с едини-
цей, определим множество 

[F] ( , )n k PGL  = {A ∈ GLn(k, P)⎪detA ∈ F}. 
Теорема 3.1. Если подстановка σ ∈ Sk удов-

летворяет условию σl = σ, то множество 
[F] ( , )n k PGL  является l-арной подгруппой l-арной 

группы < GLn(k, P), [ ]l, σ, k > тогда и только то-
гда, когда множество F является l-арной под-
группой l-арной группы < P*k, [ ]l, σ, k >. 

Доказательство. Необходимость. Пусть 
< [F] ( , ),n k PGL  [ ]l, σ, k > 

– l-арная группа, и пусть 
ai = (ai1, …, aik), i = 1, …, l 

– произвольные элементы из F. Для каждого aij 
зафиксируем матрицу Aij, определитель которой 
равен aij: detAij = aij. В качестве такой матрицы 
можно выбрать диагональную матрицу, у кото-
рой на главной диагонали имеется элемент aij, а 
все остальные элементы равны единице. Так как 

detAij = aij ∈ P*, 
то Aij ∈ GLn(P). Поэтому, положив 

Ai = (Ai1, …, Aik), i = 1, …, l, 
получим 

Ai ∈ GLn(k, P), i = 1, …, l, 
detAi = (detAi1, …, detAik) = ai ∈ F. 

Следовательно, 
Ai ∈ [F] ( , ).n k PGL  

Так как < [F] ( , ),n k PGL  [ ]l, σ, k > – l-арная группа, то 
[A1 … Al]l, σ, k ∈ [F] ( , ),n k PGL  

откуда следует 
det[A1 … Al]l, σ, k ∈ F. 

Учитывая равенство (1.1) из теоремы 1.4, полу-
чаем 

[detA1 … detAl]l, σ, k ∈ F, 
то есть 

[a1 … al]l, σ, k ∈ F.                    (3.1) 
Пусть теперь a = (a1, …, ak) – произвольный 

элемент из F, A = (A1, …, Ak) – вектор-матрица, у 
которой 

detA1 = a1, …, detAk = ak. 
Ясно, что 

A ∈ GLn(k, P), detA = a ∈ F. 
Следовательно, 

A ∈ [F] ( , ).n k PGL  
Так как < [F] ( , ),n k PGL  [ ]l, σ, k > – l-арная груп-

па, то 
A[–1] ∈ [F] ( , ),n k PGL  

откуда следует 
detA[–1] ∈ F. 

Учитывая равенство (1.2) из теоремы 1.5, полу-
чаем 

(detA)[–1] ∈ F, 
то есть 

a[–1] ∈ F.                           (3.2) 
Так как верны (3.1) и (3.2), то согласно кри-

терию Дёрнте, < F, [ ]l, σ, k > – l-арная подгруппа в 
< P*k, [ ]l, σ, k >. 

Достаточность. Пусть < F, [ ]l, σ, k > – l-ар-
ная подгруппа в < P*k, [ ]l, σ, k >, и пусть 

 

A1, …, Al ∈ [F] ( , ).n k PGL  
Это значит 

A1, …, Al ∈ GLn(k, P), detA1, …, detAl ∈ F. 
 

Так как < GLn(k, P), [ ]l, σ, k > – l-арная группа, то 
 

[A1 … Al]l, σ, k ∈ GLn(k, P).       (3.3) 
 

А так как < F, [ ]l, σ, k > также является l-арной 
группой, то 

[detA1 … detAl]l, σ, k ∈ F. 
 

Учитывая равенство (1.1) из теоремы 1.4, получим 
 

det[A1 … Al]l, σ, k ∈ F.           (3.4) 
Из (3.3) и (3.4) вытекает 

[A1 … Al]l, σ, k ∈ [F] ( , ).n k PGL          (3.5) 
Пусть теперь A ∈ [F] ( , ),n k PGL  то есть 

A ∈ GLn(k, P), detA ∈ F. 
 

Так как < GLn(k, P), [ ]l, σ, k > и < F, [ ]l, σ, k > – l-ар-
ные группы, то 

A[–1] ∈ GLn(k, P),                 (3.6) 
(detA)[–1] ∈ F. 

 

Учитывая равенство (1.2) из теоремы 1.5, получим 
detA[–1] ∈ F.                      (3.7) 

Из (3.6) и (3.7) вытекает 
A[–1] ∈ [F] ( , ).n k PGL                   (3.8) 

Так как верно (3.5) и (3.8), то, согласно кри-
терию Дёрнте, < [F] ( , ),n k PGL  [ ]l, σ, k > – l-арная под-
группа в < GLn(k, P), [ ]l, σ, k >. Теорема доказана. 
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Если в определении множества [F] ( , )n k PGL  
вместо l-арной группы < GLn(k, P), [ ]l, σ, k > ис-
пользовать l-арную полугруппу < Mn(k, P), [ ]l, σ, k >, 
то будет справедлива теорема, аналогичная тео-
реме 3.1. 

Для всякого подмножества F полугруппы 
Pk, где P – мультипликативная полугруппа ассо-
циативного кольца P, определим множество 

[F] ( , )n k PM  = {A ∈ Mn(k, P)⎪detA ∈ F}. 
Теорема 3.2. Если подстановка σ ∈ Sk удов-

летворяет условию σl = σ, то множество 
[F] ( , )n k PM  является l-арной подполугруппой l-ар-

ной полугруппы < Mn(k, P), [ ]l, σ, k > тогда и толь-
ко тогда, когда множество F является l-арной 
подполугруппой l-арной полугруппы < Pk, [ ]l, σ, k >. 
 

4 Следствия 
Если Н – подгруппа группы P*, подстановка 

σ ∈ Sk удовлетворяет условию σl = σ, то по тео-
реме 1.2 < F = Hk, [ ]l, σ, k > – l-арная подгруппа  
l-арной группы < P*k, [ ]l, σ, k >. Поэтому из теоре-
мы 3.1 вытекает 

Следствие 4.1. Если подстановка σ ∈ Sk 
удовлетворяет условию σl = σ, множество H яв-
ляется подгруппой группы P*, то  

< [ ] ( , ),
kH

n k PGL  [ ]l, σ, k > 
– l-арная подгруппа l-арной группы  

< GLn(k, P), [ ]l, σ, k >. 
Замечание 4.1. Ясно, что 
 

SLn(k, P) = [F] ( , ),n k PGL  F = Hk, H = {1}. 
 

Покажем, что в < GLn(k, P), [ ]l, σ, k > суще-
ствуют l-арные подгруппы вида  

< [ ] ( , )
kH

n k PGL , [ ]l, σ, k > 
такие, что H не является подгруппой в группе P*. 
Для этого заметим, что всякий идемпотент l-ар-
ной группы является ее l-арной подгруппой. По-
этому, полагая в теореме 3.1 F = {а}, где a – идем-
потент l-арной группы < P*, [ ]l, σ, k >, получим 

Следствие 4.2. Если подстановка σ ∈ Sk 
удовлетворяет условию σl = σ, a – идемпотент 
l-арной группы < P*k, [ ]l, σ, k >, то  

 

< [{ ] ( , )n k Pa}GL , [ ]l, σ, k > 
– l-арная подгруппа l-арной группы 

< GLn(k, P), [ ]l, σ, k >. 
Согласно [5, следствие 2.11.8] множество 

всех идемпотентов тернарной группы  
< R*2, [ ]3, (12), 2 > 

совпадает с множеством 
*1, R ,a a

a
⎧ ⎫⎛ ⎞ ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

 

а множество всех идемпотентов 5-арной группы 
< R*2, [ ]5, (12), 2 > совпадает с множеством 
 

* *1 1, , .a a R a a R
a a

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∈ − ∈⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∪  

Поэтому, полагая в следствии 4.2 P = R, 
l = 3, k = 2, σ = (12), получим 

Следствие 4.3. Для любого отличного от 
нуля действительного числа a множество 

1,

(2, R)
a

a
n

⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞
⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦GL  всех двухкомпонентных вектор-

матриц A = (A1, A2) над R порядка n, для кото-

рых detA = 1, ,a
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 то есть 

detA1 = a, detA2 = 1 ,
а

 

является тернарной подгруппой полной линейной 
тернарной группы < GLn(2, R), [ ]3, (12), 2 >. 

Полагая в следствии 4.2 P = R, l = 5, k = 2, 
σ = (12), получим 

Следствие 4.4. Для любого a ∈ R* следую-
щие множества являются 5-арными подгруппа-
ми полной линейной 5-арной группы  

< GLn(2, R), [ ]5, (12), 2 >: 

1) множество 
1,

(2, R)
a

a
n

⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞
⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦GL  всех двух-

компонентных вектор-матриц A = (A1, A2) над R 
порядка n, у которых 

detA1 = a, detA2 = 1 ;
а

 

2) множество 
1,

(2, R)
a

a
n

⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞−⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦GL  всех двух-

компонентных вектор-матриц A = (A1, A2) над R 
порядка n, у которых 

detA1 = a, detA2 = – 1 .
а

 

В силу следствий 4.3 и 4.4, множество 
[{( 1, 1)}] (2, R)n

− −GL  всех двухкомпонентных вектор-
матриц A = (A1, A2) над R порядка n, для которых 

 

detA1 = – 1, detA2 = – 1, 
 

является тернарной подгруппой в тернарной 
группе < GLn(2, R), [ ]3, (12), 2 >, а также 5-арной 
подгруппой в 5-арной группе  

< GLn(2, R), [ ]5, (12), 2 >. 
При этом множество {– 1} не является подгруп-
пой группы R*. 

Согласно [5, теорема 2.12.5], множество 
всех идемпотентов (k + 1)-арной группы  

< R*k, [ ]k+1, (12 … k), k > 
совпадает с множеством 

 

{(a1, a2, …, ak) ⎪a1, a2, …, ak ∈ R*, a1a2 … ak = 1}. 
 

Поэтому, полагая в следствии 4.2 P = R, 
l = k + 1, σ = (12 … k), получим 

Следствие 4.5. Для любых a1, a2, …, ak ∈ R та-
ких, что a1a2…ak = 1, множество 1[{( , , )}] ( , R)ka a

n kGL …  
всех k-компонентных вектор-матриц A = (A1,…,Ak) 
над R порядка n, у которых 

 

detA1 = a1, …, detAk = ak, 
 

является (k + 1)-арной подгруппой полной линейной 
(k + 1)-арной группы < GLn(k, R), [ ]k+1, (12 … k), k >. 
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Согласно следствию 4.5, если k – чётное, то 
множество 

[{( 1, , 1)}]

( , R)k
n k
− −

GL
…��	�


 
всех k-компонентных вектор-матриц A = (A1,…,Ak) 
над R порядка n, для которых 
 

detA1 = – 1, …, detAk = – 1, 
 

является (k + 1)-арной подгруппой в (k + 1)-арной 
группе < GLn(k, R), [ ]k+1, (12 … k), k >. При этом мно-
жество {– 1} не является подгруппой группы R*. 

Используя [5, следствие 2.2.9], с помощью 
следствия 4.2 можно находить полиадические 
подгруппы полной линейной (sk + 1)-арной 
группы GLn(k, С) над полем комплексных чисел. 
Сделаем это для k = 2, s = 1, 2, 3, 4. При этом для 
любых a, b ∈ R, таких что a2 + b2 ≠ 0 будем для 
сокращения записей использовать обозначения 

x = 2 2, ,a iba ib
a b
−⎛ ⎞+⎜ ⎟+⎝ ⎠

 y = 2 2, ,a iba ib
a b
− +⎛ ⎞+⎜ ⎟+⎝ ⎠

 
 

z = 2 2, ,b iaa ib
a b
+⎛ ⎞+⎜ ⎟+⎝ ⎠

 u = 2 2, ;b iаa ib
a b
− −⎛ ⎞+⎜ ⎟+⎝ ⎠

 
 

v = 2 2

1 3, ,
2 2

a iba ib i
a b

⎛ ⎞⎛ ⎞−
+ − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 

w = 2 2

1 3, .
2 2

a iba ib i
a b

⎛ ⎞⎛ ⎞−
+ − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Следствие 4.6. Для любых a, b ∈ R таких, 
что a2 + b2 ≠ 0 множество [{x}] (2, C)nGL  всех 
2-компонентных вектор-матриц A = (A1, A2) над 
C порядка n, у которых 

detA1 = a + ib, detA2 = 2 2 ,a ib
a b
−
+

 

является тернарной подгруппой полной линейной 
тернарной группы < GLn(2, C), [ ]3, (12), 2 >. 

Следствие 4.7. Для любых a, b ∈ R таких, 
что a2 + b2 ≠ 0 в полной линейной 5-арной группе 
< GLn(2, C), [ ]5, (12), 2 > имеются следующие 5-ар-
ные подгруппы: 

1) 5-арная подгруппа  
< [{x}] (2, C),nGL  [ ]5, (12), 2 > 

всех 2-компонентных вектор-матриц A = (A1, A2) 
порядка n, у которых 

detA1 = a + ib, detA2 = 2 2 ;a ib
a b
−
+

 

2) 5-арная подгруппа  
< [{y}] (2, C)nGL , [ ]5, (12), 2 > 

всех 2-компонентных вектор-матриц A = (A1, A2) 
порядка n, у которых 

detA1 = a + ib, detA2 = 2 2 .a ib
a b
− +

+
 

Следствие 4.8. Для любых a, b ∈ R таких, 
что a2 + b2 ≠ 0 в полной линейной 7-арной группе 
< GLn(2, C), [ ]7, (12), 2 > имеются следующие 7-ар-
ные подгруппы: 

1) 7-арная подгруппа  
< [{x}] (2,C),nGL [ ]7, (12), 2 > 

всех 2-компонентных вектор-матриц A = (A1, A2) 
порядка n, у которых 

detA1 = a + ib, detA2 = 2 2 ;a ib
a b
−
+

 

2) 7-арная подгруппа  
< [{v}] (2,C),nGL [ ]7, (12), 2 > 

всех 2-компонентных вектор-матриц A = (A1, A2) 
порядка n, у которых 

detA1 = a + ib, detA2 = 2 2

1 3 ;
2 2

a ib i
a b

⎛ ⎞−
− +⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

 

3) 7-арная подгруппа  
< [{w}] (2,C),nGL [ ]7, (12), 2 > 

всех 2-компонентных вектор-матриц A = (A1, A2) 
порядка n, у которых 

detA1 = a + ib, detA2 = 2 2

1 3 .
2 2

a ib i
a b

⎛ ⎞−
− −⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

 

Следствие 4.9. Для любых a, b ∈ R таких, 
что a2 + b2 ≠ 0 в полной линейной 9-арной группе 
< GLn(2, C), [ ]9, (12), 2 > имеются следующие 9-ар-
ные подгруппы: 

1) 9-арная подгруппа  
< [{x}] (2,C),nGL [ ]9, (12), 2 > 

всех 2-компонентных вектор-матриц A = (A1, A2) 
порядка n, у которых 

detA1 = a + ib, detA2 = 2 2 ;a ib
a b
−
+

 

2) 9-арная подгруппа  
< [{y}] (2,C),nGL [ ]9, (12), 2 > 

всех 2-компонентных вектор-матриц A = (A1, A2) 
порядка n, у которых 

detA1 = a + ib, detA2 = 2 2 ;a ib
a b
− +

+
 

3) 9-арная подгруппа  
< [{z}] (2,C),nGL [ ]9, (12), 2 > 

всех 2-компонентных вектор-матриц A = (A1, A2) 
порядка n, у которых 

detA1 = a + ib, detA2 = 2 2 ;b ia
a b
+
+

 

4) 9-арная подгруппа  
< [{u}] (2,C),nGL [ ]9, (12), 2 > 

всех 2-компонентных вектор-матриц A = (A1, A2) 
порядка n, у которых 

detA1 = a + ib, detA2 = 2 2 .b iа
a b
− −
+

 

В силу следствий 4.6–4.9, множество 
[{x}] (2, C)nGL  = [{( 1, 1)}] (2, C)n

− −GL
 

всех двухкомпонентных вектор-матриц A = (A1, A2) 
над С порядка n, для которых 

detA1 = – 1, detA2 = – 1, 
является тернарной подгруппой в тернарной 
группе < GLn(2, C), [ ]3, (12), 2 >, 5-арной подгруппой 



l-Aрные подгруппы полной линейной l-арной группы 
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в 5-арной группе < GLn(2, C), [ ]5, (12), 2 >, 7-арной 
подгруппой в 7-арной группе < GLn(2, C), 
[ ]7, (12), 2 >, а также 9-арной подгруппой в 9-арной 
группе < GLn(2, C), [ ]9, (12), 2 >. При этом множе-
ство {– 1} не является подгруппой группы C*. 

Полагая в y из следствий 4.7 и 4.9 вначале 
a = 0, b = 1, а затем a = 0, b = – 1, видим, что 
множества 

[{( , )}] (2, C),i i
nGL  [{( , )}] (2, C)i i

n
− −GL

 
всех двухкомпонентных вектор-матриц A = (A1, A2) 
над С порядка n, для которых соответственно 
 

detA1 = i, detA2 = i, 
detA1 = – i, detA2 = – i, 

 

являются 5-арными подгруппами в 5-арной 
группе < GLn(2, C), [ ]5, (12), 2 >, а также 9-арными 
подгруппами в 9-арной группе < GLn(2, C), 
[ ]9, (12), 2 >. При этом множества {i} и {– i} не яв-
ляются подгруппами группы C*. 

Полагая в z из следствия 4.9 a = b = 2 ,
2

 

видим, что множество 
2 2 2 2,

2 2 2 2 (2, C)
i i

n

⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦GL  
всех двухкомпонентных вектор-матриц A = (A1, A2) 
над С порядка n, для которых 

detA1 = 2 2 ,
2 2

i+  detA2 = 2 2 ,
2 2

i+  

является 9-арной подгруппой в 9-арной группе 
вектор-матриц < GLn(2, C), [ ]9, (12), 2 >. При этом 

множество 2 2
2 2

i
⎧ ⎫⎪ ⎪+⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 не является подгруппой 

группы C*. 
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