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Получены достаточные условия эквивалентности в смысле Мироненко квазипериодической и периодической диффе-
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Введение 
Рассмотрим дифференциальную систему 

( , ),x X t x=  ,t∈R  1( ,..., ) ,T n
mx x x= ∈R  (0.1) 

с непрерывно дифференцируемой правой ча-
стью. Отражающей функцией [1] системы (0.1) 
называется функция, определяемая формулой 

( , ) ( ; , ),F t x t t x= ϕ −  
где ( ; , )t xϕ τ  есть общее решение системы (0.1) в 
форме Коши. Для любого решения ( )x t  этой 

системы верно тождество ( , ( )) ( ).
t

F t x t x t≡ −  Это 
свойство можно принять за определение отра-
жающей функции [2, с. 16]. Две системы, имею-
щие одинаковые отражающие функции, будем 
считать эквивалентными в смысле совпадения 
отражающих функций. Разработаны методы, 
которые позволяют находить отражающую 
функцию, не используя ее определение. Более 
того, зная лишь некоторые свойства отражаю-
щей функции можно исследовать поведение 
решений самой системы, не прибегая к по-
строению отражающей функции [2]–[7]. Таким 
образом, решения систем с одинаковой отра-
жающей функцией имеют много одинаковых 
качественных свойств. Поэтому при качествен-
ном исследовании систем удобно заменять бо-
лее сложную систему, на более простую систе-
му. В частности, исследование квазипериодиче-
ской системы можно заменить исследованием 
периодической системы. 
 

1 Эквивалентность квазипериодической и 
периодической дифференциальных систем 

Теорема 1.1. Пусть 1( )a t  и 2 ( )a t  непрерыв-
ные нечётные функции. Тогда дифференциаль-
ная система 

(
)

(
)

3
12

2

3
12

2

cos 1 ( )( )
1 3

( )( sin ) ,

11 1 ( )( )
1 3
( )( sin ) cos

dx t a t y x
dt x

a t x y t

dy a t y x
dt x

a t x y t t

= + − +
+

+ + −

⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟+⎝ ⎠
+ + −

    (1.1) 

имеет такую же отражающую функцию, как и 
периодическая система 

2 2

cos 1, 1 cos .
1 3 1 3

dx t dy t
dt dtx x

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 (1.2) 

 Доказательство. Сначала докажем, что 
3 2 5

1 2 2

3 3,
1 3 1 3

T
y x x y x

x x
⎛ ⎞− −

Δ = ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 

является решением системы 

0,XX
t x x

∂Δ ∂Δ ∂
+ − Δ =

∂ ∂ ∂
               (1.3) 

где X  – правая часть системы (1.2). С этой це-
лью подставим 1Δ  в систему (1.3) и получим 
равенства 

2 2 3

2 2 2

3 (1 3 ) 6 ( ) cos
(1 3 ) 1 3

x x x y x t
x x

− + − −
⋅ +

+ +
 

3

2 2 2 2 2

4 2 3 3

2 2 2

2 3

2 2 2 2 2

1 1 6 cos1 cos 0,
1 3 1 3 (1 3 ) 1 3
(6 15 )(1 3 ) 18 ( ) cos

(1 3 ) 1 3
3 1 6 cos1 cos 0.

1 3 1 3 (1 3 ) 1 3

x t y xt
x x x x

xy x x x y x t
x x

x x t y xt
x x x x

− −⎛ ⎞+ − − ⋅ =⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠
− + − −

⋅ +
+ +

−⎛ ⎞+ − − ⋅ =⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠

 

Преобразуем левые части обоих равенств и убе-
димся в их справедливости: 
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(

)

2 3

2 2 2 3

2 3

2 2 2 3

4 3 6 3
2 3

6 4 2 4

3 6 ( )cos cos
(1 3 ) (1 3 )

3 6 ( )cos cos 0,
(1 3 ) (1 3 )

cos 6 15 18 45 18
(1 3 )

18 9 (1 3 ) 6 6 0.

x x y xt t
x x

x x y xt t
x x

t xy x x y x x y
x

x x x xy x

− −
− +

+ +

−
+ + ≡

+ +

− + − − +
+

+ + + − + ≡

 

 Теперь докажем, что 
 

3 2 2

2 2 2

sin 3 3 3 sin,
1 3 1 3

T
x y t x x y x t

x x
⎛ ⎞+ − + −

Δ = ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 

 

является решением системы (1.3). Для этого под-
ставим 2Δ  в систему (1.3):  
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2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

3 2 2

2 2 2

cos 1 3 6 ( sin ) cos
1 3 (1 3 ) 1 3

1 11 cos
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6 cos sin 0,
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3 cos (9 6 6 sin )(1 3 )
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 Преобразовываем левые части обоих ра-
венств и убеждаемся в их справедливости: 
 

2 2 2 2 3

2 2 2 2 3

2 2
2

2 2 2 3

4 3 3 4 3

3 2

cos cos 6 ( sin ) cos
1 3 (1 3 ) (1 3 )
cos cos 6 ( sin ) cos 0,

1 3 (1 3 ) (1 3 )
3 cos 3 cos cos (9 6
1 3 1 3 (1 3 )

6 sin 27 18 18 sin 18 18
18 sin 3

t t x x y t t
x x x

t t x x y t t
x x x

x t x t t x xy
x x x
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x t x
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− + − +
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+ − + ≡
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− + + + −
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− + + − − − +

+ − 4 29 6 6 6 sin ) 0.x x xy x t− − − + ≡

 

 

 Таким образом, доказано, что 1Δ  и 2Δ  яв-
ляются решениями дифференциальной системы 
(1.3). Тогда из [7] следует, что дифференциальные 
системы (1.1) и (1.2) эквивалентны в смысле сов-
падения отражающих функций. 
 Следствие. Если непрерывные нечётные 
функции 1( )a t  и 2 ( )a t  имеют периоды несоизме-
римые с 2 ,π  то квазипериодическая дифферен-
циальная система (1.1) будет эквивалентна 2π -пе-
риодической дифференциальной системе (1.2). 
 

2 Способ проверки эквивалентности ква-
зипериодической и периодической дифферен-
циальных систем 
 Для дифференциальной системы вида (1.1) 
можно применить теорему 1.1 определить, будет 
ли она эквивалентна системе (1.2). Если рассмат-
риваемая система записана в другом виде, то 
применить теорему 1.1 непосредственно нельзя. 
В качестве примера рассмотрим квазипериоди-
ческую дифференциальную систему 

(
)

(
)

2

3

2

3

cos 1 sin sin 3 sin 3
1 3

(sin sin 3 ) sin ,

11 1 sin sin 3 sin 3
1 3

(sin sin 3 ) sin cos .

dx t t t x t
dt x

y t t x t

dy t t x t
dt x

y t t x t t

= − + +
+

+ + −

⎛ ⎞= − − + +⎜ ⎟+⎝ ⎠

+ + −

(2.1) 

 Для того чтобы проверить, можно ли при-
вести систему к виду (1.1), воспользуемся алго-
ритмом, изложенным в [7]. 

От правой части дифференциальной систе-
мы (2.1) отнимем правую часть дифференциаль-
ной системы (1.2) и полученный результат обо-
значим (0) :Δ  
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)
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Теперь, используя формулу 
( ) ( )

( 1) ( )( , ) ,
i i

i iXt x X
t x x

+ ∂Δ ∂Δ ∂
Δ = + − Δ

∂ ∂ ∂
 

необходимо построить (1)Δ  и (2) .Δ  Итак, 
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 Далее необходимо найти функции 0 ( )b t  и 

1( ),b t  для которых выполняется тождество 
 

(0) (1) (2)
0 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) 0.b t t x b t t x t xΔ + Δ + Δ ≡  

 

В нашем случае это тождество примет вид 
0
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Сложим имеющиеся равенства и получим  
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Приводя подобные слагаемые относительно 0 ,x  
3, ,x y x  и приравнивая коэффициенты при них к 

нулю, имеем  
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Из первого уравнения системы (2.2) имеем 

0 1
cos 2( ) 4 ( ) .

sin cos
tb t b t

t t
= −  

Подставляем 0 ( )b t  во второе уравнение послед-
ней системы и находим 
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−
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Найденные 0 ( )b t  и 1( )b t  удовлетворяют также 
третьему и четвертому уравнениям системы (2.2). 

Далее ищем нечётные функции 1( )tα  и 

2 ( ),tα  которые удовлетворяют тождеству 
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Можно проверить, что функции 
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удовлетворяют последнему равенству.  
 Теперь можно составить систему, из кото-
рой найдём функции  
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 Решая эту систему, находим 
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Можно проверить, что найденные функции яв-
ляются решениями дифференциальной системы 
в частных производных (1.3). 

 Таким образом, дифференциальную систе-
му (2.1) можно представить в виде (1.1): 
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Следовательно, квазипериодическая дифферен-
циальная система (2.1) эквивалентна в смысле 
совпадения отражающих функций периодиче-
ской системе (1.2). 
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