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Устанавливается теорема о свертке для преобразования Маркова – Стилтьеса и дается ее применение к решению одно-
го класса сингулярных интегральных уравнений. 
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A convolution theorem for the Markov – Stieltjes transformation is stated and its application to a class of singular integral equa-
tions is given. 
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Введение 
Общее определение преобразования Стил-

тьеса мер над полугруппой было дано в [1, глава 
6]. В случае аддитивной полугруппы Z+ неотри-
цательных целых чисел оно приводит к следую-
щему интегральному преобразованию. 

Определение 0.1 [1]. Преобразованием Марко-
ва – Стилтьеса измеримой функции : [0,1]f → C  
будем называть функцию, определяемую соот-
ношением 

( ) ( )1

0

 .
1
f t

Sf z dt
tz

=
−∫

                 
(0.1) 

(Терминология мотивирована тем обстоятельст-
вом, что в теории приближений функции вида 
(0.1) называются функциями типа Маркова – 
Стилтьеса, см., например, [2]). При этом предпо-
лагается, что интеграл существует как интеграл 
Лебега или в смысле главного значения. Послед-
нее означает, что при [1, )z∈ ∞  он понимается 
как предел 

( )
[ ]{ }

( )
1

1

0
0 0,1 : 

: lim .
1 1

t t z

f t f t
P dt dt

tz tzε
ε−

→
∈ − >

=
− −∫ ∫  

Пример 0.1. Пусть 1/2( ) ( (1 )) .f t t t −= −  С по-
мощью замены 2 2/ (1 )t x x= +  нетрудно подсчи-
тать, что в этом случае ( ) 1/2(1 )Sf z z −= − , если 

[1, )z∉ ∞  (берется главное значение корня), но 

( ) 0Sf z =
 
при [1, ).z∈ ∞  

Как известно, свертка является одной из 
важнейших операций в анализе и его приложе-
ниях (см., например, [3]). Теорема о свертке для 
классического преобразования Стилтьеса была 

доказана в работе [4], там же было дано ее при-
менение к решению одного класса сингулярных 
интегральных уравнений. В настоящей работе 
аналогичные результаты устанавливаются для 
преобразования Маркова – Стилтьеса. Указаны 
также и другие следствия основной теоремы. 
 

1 Свойства преобразования Маркова – 
Стилтьеса 

Нам понадобится ряд свойств рассматри-
ваемого преобразования. 

Теорема 1.1. При 1[0,1]f L∈  функция Sf  
определена и аналитична в комплексной плоско-
сти с разрезом вдоль луча [1, ).∞  

Доказательство. При \ [1, )z∈ ∞C  интеграл 
в (0.1) существует как интеграл Лебега, посколь-
ку при этих z имеет место неравенство 

[0,1]
min 1 1 0.zt

tz t z
∈

− = − >  

Докажем аналитичность функции Sf  в об-
ласти \ [1, )∞C . Для любой точки 0 \ [1, )s ∈ ∞C  
рассмотрим окрестность 0( )U s , замыкание 

0( )U s  которой не пересекается с лучом [1, ).∞  
Тогда 

( ) ( ) ( )0

0

2 2 2( )
1 10 1 ( )

0 1

1 1 1max .
1 min 1 1s U s

t s U s
t

M
ts ts t s∈

≤ ≤ ∈
≤ ≤

= = = < ∞
− − −

 

Поэтому при всех ( )0 , [0,1]s U s t∈ ∈  спра-
ведлива оценка 

( )2

( ) ( ) ( ) .
1 1
f t tf t M f t

s ts ts
∂ ⎛ ⎞ = ≤⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠ −
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Поскольку [ ]1( ) 0,1M f t L∈ , функция Sf  
дифференцируема в любой точке 0 \ [1, )s ∈ ∞C  
по теореме о дифференцировании интеграла Ле-
бега, зависящего от параметра, что и требовалось 
доказать. 

Замечание 1.1. Пример 0.1 показывает, что 
теорему 1.1 нельзя усилить. 

Теорема 1.2 (единственности). Пусть 
1[0,1]f L∈  и множество \ [1, )E ⊂ ∞C  имеет 

предельную точку, принадлежащую E . Если 
0,Sf E =

 
то 0f = . 

Доказательство. Заметим сначала, что 
( ) 0Sf z = при всех \ [1, )z∈ ∞C  в силу теоремы 

1.1. Разлагая ядро оператора в сумму бесконеч-
ной геометрической прогрессии и применяя тео-
рему Лебега о почленном интегрировании ряда, 
получаем, что при всех (0,1)x∈  

( )
1

0

1 1

0 00 0

( )
1

( ) ( ) 0.n n n n

n n

f tSf x dt
tx

f t t x dt x f t t dt
∞ ∞

= =

= =
−

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∑ ∑∫ ∫  

(Применимость теоремы Лебега следует из схо-
димости степенного ряда  

1

0 0

( )n n

n

x f t t dt
∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∫  

при всех (0,1)x∈ , что, в свою очередь, вытекает 
из ограниченности коэффициентов ряда: 
1 1

0 0

( ) ( ) .nt f t dt f t dt≤∫ ∫ ) 

Таким образом, 
1

0

( ) 0nf t t dt =∫  для любого 

целого 0n ≥ , а потому  

( ) ( )
1

0

0f t p t dt =∫  

для любого алгебраического многочлена p . В 
силу аппроксимационной теоремы Вейерштрасса 
отсюда следует, что 0f =  п. в. (можно считать 
функцию f вещественнозначной; поскольку для 
любого алгебраического многочлена p  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

,p t f t dt p t f t dt+ −=∫ ∫  

где f ±  – положительная и отрицательная части 
f, то f f+ −=  п. в. в силу теоремы Вейерштрасса 
и теоремы Ф. Рисса об общем виде линейного 
функционала в [0,1]C ). Теорема доказана. 

Известно (см., например, [1], [5]), что при 
1 p< < ∞  преобразование Гильберта  

1 ( )( ) : f tHf x dt
x tπ

∞

−∞

=
−∫  

есть ограниченный оператор в ( )pL R  (теорема 
М. Рисса), и справедлива формула обращения 

( ) 1 ( )  Hf zf t dz
z tπ

∞

−∞

=
−∫

                
(1.1) 

(интегралы понимаются в смысле главного зна-
чения). Отсюда легко следует, что преобразова-
ние Маркова – Стилтьеса есть ограниченный 
оператор в [ ] ( )0,1   1pL p< < ∞  (но он не ограни-

чен в [ ]1 0,1  ,L  см. [1]). 
Из (1.1) нетрудно получить формулу обра-

щения для преобразования Маркова – Стилтьеса. 
Теорема 1.3. Если [ ] ( )0,1   1 ,pf L p∈ < < ∞  

то при п. в. x∈R  существует преобразование 
Маркова-Стилтьеса ( )* : ( ),f x Sf x=  и справед-
ливо равенство 

( ) ( )*

2

1 .
1
f x

f t dx
txπ

∞

−∞

=
−∫  

Доказательство. Полагая в определении 
преобразования Маркова – Стилтьеса  

1 / ( , 0),z y y y= ∈ ≠R  
имеем 

( ) ( ) ( )
1

1
0

,
f t

f z y dt y Hf y
y t

π∗ = =
−∫  

где функция 

( ) ( )
[ ]1

,   [0,1]
:

 0,      0,1
f t t

f t
t
∈⎧⎪= ⎨ ∉⎪⎩

 

принадлежит ( ),pL R  а потому преобразование 
существует. Ясно, что 

( ) *
1

1 1 .Hf y f
y yπ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

В силу (1.1) получаем после замены 1 /y x=  

( ) ( )*
1

1 2

(1/ ) 1/( )1 1 y f yHf y
f t dy dy

y t y tπ π

∞ ∞

−∞ −∞

= = =
− −∫ ∫  

( )*0

2
0

(1/ ) 1/1 y f y
dy

y tπ

∞

−∞

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

∫ ∫  

( ) ( )2 * *0

2 2 2
0

1 1 .
1(1 )

x f x f x
dx dx

txx txπ π

∞ ∞

−∞ −∞

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟⎜ ⎟ −−⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

В частности, при [0,1]t∈  имеем 

( ) ( )*

2

1 ,
1
f x

f t dx
txπ

∞

−∞

=
−∫  

что и завершает доказательство. 
 

2 Теорема о свертке 
Теперь установим основной результат дан-

ной работы. 
Определение 2.1. Пусть функции f  и g  

определены и измеримы на отрезке [ ]0,1 .  Опре-

делим функцию h  на [ ]0,1  следующим образом: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0

, 
g u f u

h t tf t du tg t du
t u t u

= +
− −∫ ∫

  
(2.1) 

где интегралы понимаются в смысле главного 
значения по Коши, если оно существует. Функ-
цию h будем называть сверткой Маркова-
Стилтьеса функций f и g и обозначать 
h f g= • . 

Теорема 2.1. Пусть [0,1],pf L∈  [0,1]qg L∈ , 
где 1 ; 1  p q< < ∞ < < ∞  и 1/ : 1/ 1/ 1.r p q= + <  
Тогда свертка h f g= •  существует, принад-
лежит [0,1]rL , и ее преобразование Маркова-
Стилтьеса удовлетворяет равенству 

( ) ( ) ( ). Sh s Sf s Sg s= ⋅                (2.2) 
Доказательство. Введем вспомогательные 

функции 

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]
[ ]

1

0

1

1: , 0,1 , 

 
,   0,1

     :
0,  0,1 .

f u
F t du t

t u

f t t
f t

t

π
= ∈

−

⎧ ∈⎪= ⎨ ∉⎪⎩

∫

      

(2.3) 

Очевидно, что ( )1
pf L∈ R  при [0,1].pf L∈  

Кроме того, ( )1
pHf L∈ R  по теореме М. Рисса. 

Отсюда выводим, что 1 | [0,1] [0,1].pF Hf L= ∈  По 
условию теоремы [0,1] ,qg L∈  а потому 

( ) /( ) [0,1] .r q rtg t L∈  Аналогично / [0,1] .r p rF L∈  
Применяя теперь неравенство Гёльдера, получим 

( )( ) 1( ) [0,1],  
r

tg t F t L∈  
т. е. 

( ) ( ) [0,1].rtg t F t L∈  
Аналогичным образом доказывается, что  

( ) ( )1

0

1: [0,1]qg u
G t du L

t uπ
= ∈

−∫  

и 
( ) ( ) [0,1].rtf t G t L∈  

Поэтому [0,1],rh L∈  и первое утверждение 
теоремы доказано. 

Из него следует, что по теореме Гёльдера 
существует преобразование Маркова-Стилтьеса 

( )Sh s  для любого [0,1).s∈  При этом 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

0 0

1 1

0 0

 
1

. 
1

tf t g u
Sh s du dt

ts t u

tg t f u
du dt

ts t u

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

− −⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
− −⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫         
(2.4) 

Положим 

( ) ( ) ( )
1

0

1:    0 ,
t

t

f u
F t du

t u

ε

ε
ε

ε
π

−

+

⎛ ⎞
= + >⎜ ⎟

−⎝ ⎠
∫ ∫  

где по умолчанию предполагается, что первый 
интеграл равен нулю при 0 .t ε< <  Тогда 

( ) ( )1
1

1 : ( ) 
t

t

f u
F t du H f t

t u

ε

ε ε
επ

− ∞

−∞ +

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

−⎝ ⎠
∫ ∫  

есть усеченное преобразование Гильберта. Из-
вестно (см., например, [5]), что максимальное 
преобразование Гильберта 

( ) ( )
0

: sup  MH f t H f tε
ε >

=  

удовлетворяет неравенству 

( ) ( )  p pM pL L
H f C f≤R R  

с константой Ср, не зависящей от f. Следовательно, 

( )

( )

1[0,1]

1 [0,1]

 

. 

p p

p p

L L

p pL L

F H f

C f C f

ε ε= ≤

≤ =

R

R            
(2.5) 

Отметим также, что [0,1)s∀ ∈  

( ) ( )1 1 11 [0,1]   1 .ts L r− − −− ∈ + = . 
Отсюда, используя неравенство Гёльдера для 
трех функций, получаем, что [0,1)s∀ ∈  

( ) ( ) ( )1 1: 1 ( ) [0,1]t ts tg t F t Lε εφ −= − ∈  
и, кроме того, 

1[0,1] [0,1] [0,1]

[0,1][0,1]

[0,1]

[0,1]

1 
1

1 .
1

p qL L L

qp LL

L

L

F tg
ts

C f tg
ts

ε εφ ≤ ≤
−

≤
−

   
(2.6) 

Так как правая часть в (2.6) конечна и не за-
висит от ,ε  то [0,1)s∀ ∈  имеем  

1[0,1]0 1
sup .

L
ε

ε
φ

< ≤
< ∞  

Кроме того, в силу (2.5) 

0 1
sup [0,1].pLε
ε

φ
< ≤

∈  

Таким образом, применяя теорему Лебега, 
получаем  

( )( ) ( )
1 1

0 0
0 0

  lim limt dt t dtε εε ε
φ φ

→ + → +
=∫ ∫  

или, что эквивалентно, 
( ) ( )

( )
( )( )

1 1

0 0

1 1

0 0

  
1

( )  . 
1

tg t f u
du dt

ts t u

tg t
f u dt du

ts t u

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

− −⎝ ⎠
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫
 

Следовательно, формула (2.4) превращается в 
( )

( ) ( )

1 1

0 0
1 1

0 0

( )( )
1

1

g utf tSh s dudt
ts t u

tg t f u
dudt

ts t u

= +
− −

+ =
− −

∫ ∫

∫ ∫  

( )
( )( )

1 1

0 0

( )
1

tg u
f t dudt

ts t u
= +

− −∫ ∫  

( ) ( )
( )( )

1 1

0 0 1
tg t

f u dtdu
ts t u

+ =
− −∫ ∫  
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( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

1 1

0 0

1 1

0 0

( )
1

1

tg u
f t dudt

ts t u

ug u
f t dudt

us u t

= +
− −

+ =
− −

∫ ∫

∫ ∫
 

( )

( )

1 1

0 0

1 1

0 0

( )
1 1

( )  . 
1 1

g u t uf t dudt
t u ts us

g uf t dudt
ts us

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

=
− −

∫ ∫

∫ ∫
 

Таким образом, при всех [0,1)s∈  имеем  

( ) ( ) ( ) .Sh s Sf s Sg s=
              

(2.7) 

А так как [ ]1[0,1] 0,1pf L L∈ ⊂  и аналогично 
1, [0,1],g h L∈  то в силу теоремы 1.1 равенство (2.7) 

верно во всей комплексной  s -плоскости с разре-
зом по [1, ),∞  что и завершает доказательство. 

Следствие 2.1. Пусть [0,1]pf L∈  и 
[0,1],qg L∈  где 1 ; p< < ∞  1  q< < ∞  и 

1/ : 1/ 1/ 1.r p q= + <  
Если 0f g• =  п. в., то либо 0,f =  либо 0g =  п. в. 

Доказательство. Пусть 0f g• =  п. в. То-
гда ( ) ( ) 0Sf s Sg s =  в области \ [1, )∞C  по тео-
реме 2.1. Другими словами, \ [1, ) Ω Ω ,f g∞ = ∪C  
где  

( ){ }Ω \ [1, ) : 0 ,f s Sf s= ∈ ∞ =C
 

( ){ }Ω \ [1, ) : 0 .g s Sg s= ∈ ∞ =C  

Так как множества Ω f  и Ωg  замкнуты в 
\ [1, ),∞C  то хотя бы одно из них имеет непустую 

внутренность. Пусть, для определенности, 
Ω .fint ≠ ∅  В силу теоремы 1.1 0Sf =  в 
\ [1, ),∞C  а потому (теорема 1.2) 0f =  п. в.  
Ясно, что свертка Маркова – Стилтьеса (при 

условии существования) обладает перемести-
тельным и распределительным свойствами. Ука-
жем условия, при которых справедливо сочета-
тельное свойство.  

Следствие 2.2. Пусть 
[0,1] (1 , 1,2,3).p

if L p i∈ < < ∞ =  
Если свертки 1 2f f• , 2 3f f• , ( )1 32

f f f• •  и 

( )1 2 3f f f• •  существуют и принадлежат 

[0,1] ,pL  то 1 2 3 1 2 3( ) ( ).f f f f f f• • = • •  
Доказательство. Это сразу следует из тео-

рем 2.1 и 1.2. 
Отметим также следующий аналог неравен-

ства Юнга. 
Следствие 2.3. При условиях теоремы 2.1 

справедливо неравенство 

[0,1] [0,1] [0,1]
2 ,r p qpL L L

f g A f g• ≤  

где  

tg 1 2,
2

ctg 2 .
2

p

p

A при p
p

A при p
p

π

π

= < ≤

= ≤ < ∞
 

Доказательство. В доказательстве теоремы 2.1 
было отмечено, что 1 | [0,1] [0,1].pF Hf L= ∈  Поэто-
му в силу неравенств Гельдера и М. Рисса имеем 

[0,1] [0,1] [0,1]

1[0,1] ( ) [0,1] [0,1]

( ) ( )

.
r q p

q p q p

L L L

pL L L L

tg t F t g F

g Hf A g f

≤ ≤

≤ ≤R

 

Аналогично 

[0,1] [0,1] [0,1]
( ) ( ) .r q ppL L L

tf t G t A g f≤  

Осталось заметить, что  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f g t tf t G t tg t F t• = +  

Использованное выше точное значение кон-
станты pA  в неравенстве М. Рисса было дано в [6]. 
 

3 Одно применение теоремы о свертке  
Рассмотрим сингулярное интегральное 

уравнение 

( ) ( ) ( )
1

0

( )    0f uf t du g t
t u

λ λ+ = ≠
−∫

     
(3.1) 

с неизвестной функцией f  (мы предполагаем, 
что функции f и g таковы, что нижеследующие 
рассуждения имеют смысл). Решение уравнений 
вида (3.1) (и даже более общих уравнений) было 
получено ранее сведением к краевой задаче Ри-
мана (см., например, [7, глава 6, § 47]). Покажем, 
как для этой цели могут быть использованы тео-
ремы 1.3 и 2.1. 

Известно [8, с. 242], что при 0 Re 1α< <  
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0

1

1

1

ctg  ,  0 1               
1
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−

⎧
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(3.2) 

Поэтому при 0 Re 1α< <  
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11 1
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( )
( ) ( )

1

0

( )ctg
1 1

t t f uf t du
t ut t

α α

α απ απ= + =
−− − ∫  

( )
( )

1

0

1 ( )ctg tg .
1

t f uf t du
t ut

α

απ απ απ
π

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

−− ⎝ ⎠
∫  

Подберем число 0 0, 0 Re 1,α α< <  так, что 

0tg .α π λπ=  Умножая обе части (3.1) на 

( ) 00
01 ctg ,t t αα π α π−−  получим 
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( )
( )

( )
( )

0 0

0 0

1

0ctg  .
1 1
t tf t g t

t t

α α

α α π α π
−

• =
− −

 

Применение теоремы 2.1 к последнему со-
отношению дает 

( )
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( )

00

0 0
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1 1
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Но равенство (3.2) показывает, что (ниже поло-
жено 1 /y s= ) 
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( ) ( ) 000

0

111
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1
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Значит,  

( ) ( ) ( )
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0

0

001 cos .
1

g t t
Sf s s S s
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α
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αα π
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Используя теперь теорему 1.3, имеем окон-
чательно 

( )

( ) ( ) ( )( )( )
0

00

0
2

cos

1
1 .

1

f t

s
S g x x x s ds

ts

α
αα

α π
π

∞
−

−∞
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−
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Мы получили решение уравнения (3.1) в 
форме, отличной от данной в [7]. 
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