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Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Формация F  называется минимальной 

 -замкнутой  -локальной, не H -формацией, если F H, но в классе групп H  содержится 

всякая собственная  -замкнутая  -локальная подформация из F . В данной работе описываются 

минимальные  -замкнутые  -локальные несверхразрешимые формации.  

Ключевые слова: формация, минимальная  -замкнутая  -локальная не H -формация, форма-

ция всех сверхразрешимых групп,  -минимальная не H -группа. 

 

All groups considered are finite. Formation F  is a minimal  -closed  -local non H -formation, if 

F H, but all proper  -closed  -local subformations of F  belong to H . In this article we study a 

minimal  -closed  -local non H -formation.  

Keywords: formation, minimal  -closed  -local non H -formation, formation of supersolvable finite 

groups, a  - minimal non H -group. 

 
Введение. Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Пусть   – неко-

торая непустая совокупность формаций. Формации, принадлежащие  , называются  

 -формациями.  -формация F  называется 


H -критической формацией [1] или минималь-

ной не H -формацией [2], если F H, но в классе групп H  содержится всякая собственная 

 -подформация из F . Если  -формации F  и H  такие, что F H, тогда, в большинстве 

случаев, можно показать, что F  содержит, по крайней мере, одну H -критическую подфор-

мацию. Этот факт указывает на важность изучения критических формаций. Общая проблема 

изучения H -критических формаций впервые была поставлена Л.А. Шеметковым [2]. В слу-

чае, когда l  является классом всех локальных формаций, данная проблема была решена 

А.Н. Скибой [3]. Описание H -критических формаций, в случае, когда   является классом 

наследственных локальных формаций, представлено в [4]. Основные результаты исследова-

ний, проводимых в данном направлении, представлены в книгах Л.А. Шеметкова и 

А.Н. Скибы [5], [6], Венбин Го [7]. Существенный вклад в теорию критических формаций 

внесли К.П. Шам и Венбин Го [8], где были описаны минимальные тотально локальные не-

нильпотентные формации. После выхода работы Л.А. Шеметкова и А.Н. Скибы [9] начались 

исследования минимальных  -локальных не H -формаций [10]–[12]. Используя основные 

результаты работы [13], мы опишем минимальные  -замкнутые  -локальные несверхраз-

решимые формации.  
Теорема 1. Пусть H  — формация всех сверхразрешимых групп. Тогда и только тогда 

формация F  является минимальной  -замкнутой  -локальной несверхразрешимой форма-

цией, когда form( )GF wt= , где G  – такая  -минимальная несверхразрешимая группа  

с нефраттиниевым монолитом P G H , и если ( )P     , то выполняется одно из 

следующих условий: 

1) P  – неабелева группа и G  –  -минимальная не ( ( -1))q qN A -группа с монолитом 
( -1)qqP G

N A
 для всякого простого числа q  ;  

2) [ ]G P H , где ( )GP C P  – абелева p -группа и H  – монолитическая группа  

с нефраттинеевым монолитом Q  ( p  не делит Q ) одного из следующих типов: а) H  –  
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 -минимальная не ( ( -1))p pN A -группа с монолитом 
( -1)

( )
ppQ H H 

N A
; б) H  – группа 

кватернионов порядка 8, 4 делит 1p  ; в) H  – неабелева группа порядка 3q  простой нечет-

ной экспоненты q , делящей 1p  ; г) H  – примарная циклическая группа порядка nq , 

1( , 1)n nq p q   . 

Определения и некоторые предварительные результаты. В группе G  выберем не-
которую систему подгрупп ( )G . Следуя выводам А.Н. Скибы [6],   называется подгруппо-

вым функтором, если выполняются следующие условия:  
1) ( )G G  для любой группы G ,  

2) для любого эпиморфизма и любых групп ( )H A  и ( )T B  имеет место 

( )H B   и 
1

( )T A 


 .  

Формация F  называется  -замкнутой, если τ(G) FН  для любой группы GF . Для 

подгрупповых функторов 
1
  и 

2
  полагают 

1 2
  , если 

1 2
( ) ( )G G   для любой группы G . 

Подгрупповой функтор   называется замкнутым, если всегда из того, что ( )T H , 

( )H G , следует, что ( )T G . Символом   обозначается наименьший замкнутый под-

групповой функтор со свойством   .  
Пусть   – произвольное непустое множество простых чисел. Всякая функция вида  

{ } {формации групп}f     

называется  -локальным спутником [9]. Если все значения  -локального спутника f  яв-

ляются  -замкнутыми формациями, то f  называется  -замкнутым  -локальным спутни-

ком. Символом LF f    обозначим класс групп ( ( ) ( )G G O G f    и ( ) ( )pG F G f p  для 

всех ( )p G   , для любого произвольного  -локального спутника f . Пусть 

LF f  F , то говорим, что f  —  -локальный V -спутник формации F . В этом случае, 

мы называем F   -локальной формацией. Если при этом все значения f  лежат в F , то f  

будем называть внутренним  -локальным V -спутником формации F .  

Пусть X  — произвольная совокупность групп, p  — простое число. Тогда полагают  

form( / ( ) | для всех 

если p π( ).

p
p

G F G G p
= 

   


 

) ( )
X(F )

X X

X
 

Если формация F  такая, что LF f  F , где ( )F   F  и )p pF(p) FN F(  для всех 

p  , тогда спутник F  называется каноническим  -локальным V -спутником формации 

F . Символом form( ) X  обозначаем пересечение всех  -замкнутых  -локальных форма-

ций содержащих непустое множество групп X . V -спутник формации F  называется мини-

мальным  -значным  -локальным V -спутником формации F , если 

( ) form(G ( ) |f O G G   F) и ( ) form( ( pf p F F ))  для всех простых p  . Формация F  

называется формацией классического типа, если у нее имеется такой  -локальный  

V -спутник f , где   является множеством всех простых чисел, все неабелевы значения ко-

торого  -локальны.  

Сформулируем в виде леммы основной результат работ [13].  

Лемма 1. Пусть H  – формация классического типа, и H  – ее канонический  

V -спутник. Формация F  в том и только в том случае является минимальной  -замкнутой 

 -локальной не H -формацией, когда form( )GF wt= , где G  – такая  -минимальная не  

H -группа с нефраттиниевым монолитом P G H  и либо ( )P     , либо    и 

выполняется одно из следующих условий: 

1) G P  – группа простого порядка ( )p  H ; 
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2) P – неабелева группа, G  –  -минимальная не ( ( ))H q -группа с монолитом 

( )H qP G  для всякого простого числа q  ;  

3) [ ]G P H , где ( )GP C P  – абелева p -группа, и H  – монолитическая  группа с не-

фраттиневым монолитом Q  ( p  не делит Q ) одного из следующих типов:  

а) H  –  -минимальная не ( ( ))H p -группа с монолитом ( )H pQ H ; б) H  – минималь-

ная не ( ( ))H p -группа, причем H  либо группа кватернионов порядка 8, либо неабелева 

группа порядка 3q  простой нечетной экспоненты q , либо циклическая q -группа.  

Лемма 2 (теорема 1 [9]). Пусть F  – формация. Тогда следующие условия равносильны: 

1) формация F   -локальна; 

2) )p pF N F( F  для всех p  ; 

3) LF f  F , где ( )f   F  и )p pf(p) FN F(  для всех p  .  

Формация всех сверхразрешимых групп H  имеет, как известно, такой канонический P-

локальный V -спутник t , что ( ) ( -1)t p ppN A  — класс всех абелевых групп экспоненты, 

делящей 1p  , для все простых чисел p . Значит, H  — формация классического типа. Ввиду 

леммы 2, формация H  имеет такой канонический  -локальный V -спутник H , что 

( ) ( ) ( -1)pH p t p p N A  для всех простых p   и ( )H   H.  

Доказательство теоремы. Необходимость. Ввиду леммы 1 form( )GF wt= , где G – 

такая  -минимальная не H -группа с нефраттиниевым монолитом P G H  и если 

( )P     , то выполняется одно из следующих условий: 

1) G P  – группа простого порядка ( )p  H ; 

2) P  – неабелева группа, G  –  -минимальная не ( ( -1))q qN A -группа с монолитом 

( -1)qqP G
N A

 для всякого простого числа q  ;  

3) [ ]G P H , где ( )GP C P  – абелева p -группа, и H  – монолитическая  группа с не-

фраттинеевым монолитом Q  ( p  не делит Q ) одного из следующих типов:  

а) H  –  -минимальная не ( ( -1))p pN A -группа с монолитом 
( -1)ppQ H

N A
; б) H  – ми-

нимальная не ( ( -1))p pN A -группа, причем H  либо группа кватернионов порядка 8, либо не-

абелева группа порядка 3q  простой нечетной экспоненты q , либо циклическая q -группа.  

Легко видеть, что в рассматриваемой нами ситуации случай 1) невозможен.  

Пусть теперь P  – p -группа. Поскольку /G P H  и P G H , то H  – сверхразрешимая 

группа. Пусть H  – минимальная не ( ( -1))p pN A -группа, M  – собственная в H  подгруппа 

наибольшей возможной экспоненты. Тогда ( -1)M ppN A . Так как ( )
G

P C P , то 

( ) 1pO H  . Значит, ( -1)M pA .Таким образом, M  делит 1p  . Следовательно, H  удовле-

творяет одному из условий теоремы.  

Достаточность. Легко видеть, что группа G  удовлетворяет условиям леммы 1. Зна-

чит, достаточность вытекает из леммы 1. Теорема доказана.  

Следствие 1. Пусть H  – формация всех сверхразрешимых групп. Тогда и только тогда 

формация F  является минимальной наследственной  -локальной несверхразрешимой фор-

мацей, когда form( )GF wt= , где G  – такая минимальная несверхразрешимая группа с не-

фраттиниевым монолитом P G H  и если ( )P    , то выполняется одно из следу-

ющих условий: 
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1) P  – неабелева группа, G  – минимальная не ( ( -1))p pN A -группа с монолитом 

( -1)ppP G
N A

, где { }p  ; 

2) [ ]G P H , где ( )GP C P  – абелева p -группа, и либо H  – группа Шмидта порядка 

qt , где q  и t  делят 1p  , либо примарная циклическая группа порядка nq  и 1( , 1)n nq p q   , 

либо группа кватернионов порядка 8 и 4 делит 1p  , либо неабелева группа порядка 3q  про-

стой нечетной экспоненты q , делящей 1p  .  

Следствие 2. Пусть H  – формация всех сверхразрешимых групп. Тогда формация F  в 

том и только в том случае является минимальной  -замкнутой наследственной локальной 

несверхразрешимой формацией, когда form( )l GF t= , где G  – такая монолитическая  -

минимальная несверхразрешимая группа с нефраттиниевым монолитом P G H  и выполня-
ется одно из следующих условий: 

1) P  – неабелева группа, G  –  -минимальная не ( ( -1))q qN A -группа с монолитом 

( -1)qqP G
N A

 для всякого простого числа q  ;  

2) [ ]G P H , где ( )GP C P  – абелева p -группа, и H  – монолитическая  группа с мо-

нолитом Q  ( p  не делит Q ) одного из следующих типов: а) H  –  -минимальная не 

( ( -1))p pN A -группа с монолитом 
( -1)

( )
ppQ H H 

N A
; б) H  – группа кватернионов поряд-

ка 8, 4 делит 1p  ; в) H  – неабелева группа порядка 3q  простой нечетной экспоненты q , 

делящей 1p  ; г) H  – примарная циклическая группа порядка nq , 1( , 1)n nq p q   . 
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