
50 

В. В. Можаровский 

г. Гомель, ГГУ имени Ф. Скорины 

 

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ДЕФОРМИРОВАНИЯ  

ОРТОТРОПНОГО ПОКРЫТИЯ, ЖЕСТКО СКРЕПЛЕННОГО С ОСНОВАНИЕМ 

 

На современном этапе развития машиностроения актуальной задачей является со-

здания новых термостабильных износостойких слоев из композитов с анизотропией ме-

ханических свойств и градиентной структурой. В некоторой степени эти свойства каса-

ются и для материалов покрытий на основе нитридов железа и хрома, хотя, следует от-

метить, что исследователи при расчетах элементов конструкций учитывают, в основном, 

только анизотропию сопротивления деформированию, не считая изменения деформиро-

ванного и напряженного состояний вследствие анизотропии упругих свойств. Слож-

ность учета анизотропии механических свойств еще заключается в том, что недостаточ-

ное внимание уделяется экспериментальным исследованиям и разработке, и созданию 

математических моделей расчета деформированного и напряженного состояний в по-

крытиях и основаниях.  

В настоящей работе представлена математическая модель асимптотического рас-

чета деформирования ортотропного покрытия, жестко скрепленного с основанием. 

В частности, приводятся основные зависимости, необходимые для реализации расчета 

перемещений в покрытиях при действии граничных нормальных и касательных усилий, 

например, диапазоне (-a, a). Используя предложенный алгоритм [1] создания функции 

Грина, легко строится интегральное уравнение для решения контактных задач с учетом 

трения в области контакта. Рассмотрим слоистый материал, армированный волокнами, 

которые ориентированы в направлении одной из осей Х или У (координатные оси сов-

падают с основными направлениями материала (рисунок 1). 

 

 
 

Рисунок 1 – Схема расчета покрытия армированного волокнами 

 

С позиций макромеханики расчет напряженного и деформированного такого мате-

риала при действии граничной нагрузки необходимо рассматривать на основе законо-

мерностей ортотропии. Основным элементом слоистого материала является слой (или 

полоса), характеризующийся упругими постоянными  и , , , который опре-

деляется обычно как трансверсально-изотропное или ортотропное тело. При наличии 

упругих постоянных материала экспериментально полученных, можно рассчитать его 

напряженно-деформированное состояние. Для упрощения решения задачи расчета выде-

ляется отдельная полоса слоистого материала (рисунок 1), что моделирует задачу о рас-

чете покрытия жестко скрепленного с основанием. С помощью интегралов Фурье опре-

деляется напряженно-деформированное состояние покрытия [1]. Примем физические со-

отношения для плоского ортотропного композита в следующем виде 
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где , , , , ,  – компоненты тензора напряжений и деформаций, , – 

перемещения. 

Входящие в уравнение коэффициенты при плоской деформации равны: 

                 

                   

при плоском напряженном состоянии:      

где    – технические постоянные материала. 

Корни характеристического уравнения [1, с. 55]), будут 

, коэффициенты  

        

для изотропного покрытия  

Асимптотические зависимости для определения деформированного состояния 

ортотропной полосы. 

Впервые метод нахождения асимптотических зависимостей при решении контакт-

ных задач для изотропной упругой полосы на жестком основании с учетом трения раз-

работали Александров В. М. [2], Соловьев А. С. [3]. Были представлены решения инте-

гральных уравнений в форме степенных рядов малого параметра. Затем, Alblas J. B., Kui-

pers M. [4] получили аналитические зависимости и численные результаты для определе-

ния параметров контакта для полосы, скрепленной с жестким основанием. Решения для 

ортотропной полосы было дальше развито в работе [1, с. 66]. Аналогично как и для изо-

тропной полосы, находим асимптотические зависимости для определения перемещений 

 и  ортотропной полосы на жестком основании при действии нормальной 

 и касательной  нагрузок на границе . Рассмотрим случай . Со-

гласно, работе [1, с. 118] пренебрегая членами высших порядков, имеем перемещения:  

 

    

Случай . Ранее были получены перемещения полосы на жестком основании 

при различных нагрузках. Нетрудно показать, что перемещения выражаются через инте-

гралы вида 

;

00

0

0

66

2221

1211


















































xy

y

x

xy

y

x

S

SS

SS













;
x

u
x




 ;

y

v
y




 ,



















y

u

x

v
xy

x y xy
x

 y xy v u

;
1

1

1331
11

E
S


 ;

1

2

2332
22

E
S




;
1

311312
12

E
S

 
 ;

1

12

66
G

S 

,033  jj  ;2,1j ,1EEx  ;2EEy  ;12 xy

,jE ,12G 

 

11

2211

2

12661266

2

422

S

SSSSSS
i


 ii  /1

;
22

112

2

2

1
S

S


22

66122

2

2

1

2

S

SS 
 

.121  

 ,0v x  ,0u x

 p x  q x a x a   h a

   
2

12
22

11

,0 ,    ;
S

v x S hp x a x a
S

 
     
 

   66,0 ;u x S hq x 

 12 ,
u

S q x
x





 

2

222

1
,    .

u
S q x a x a

x h


   



h a

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



52 

;     ,     . 

Разложив  и  в степенные ряды, получим  и  в виде сумм степен-

ных рядов, которые сходятся при , . Для симметричной нормальной нагрузки 

, перемещение (осадка поверхности) будет 

 

Для касательной нагрузки , перемещение (осадка поверхности) будет 

 

Коэффициенты  определяются численным интегрированием (аналогично, как 

в [1, с. 41]): 

,  

где 
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Используя действия  сосредоточенной касательной силы определяем перемещения 

 в виде интеграла: 

 

Расчеты по данной зависимости практически совпадают с расчетами по асимптоти-

ческим формулам. Выше приведенные формулы можно применять для изотропного слу-

чая, если , стремятся к 1 .Например, пусть задан волокнистый материал с модулями 
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упругости  ГПа;  ГПа; модуль сдвига –  Гпа. 

Для оценки влияния анизотропии упругого покрытия рассматривалась задача для покры-

тия из стекловолокна для 2-х случаев – когда ось  направлена вдоль волокон (случай 

модули упругости равны: коэффициент Пуассона ) (плосконапряженное состоя-

ние) поперек волокон . Для тестирования программы расчета по выше приведенными 

зависимостями  был рассмотрен частный случай когда , ,  

и  для плоского деформированного состояния, что соответствует 

изотропному состоянию. Расчет показал, что  Все рассчи-

тываемые коэффициенты d и b совпадают с коэффициентами рассчитанными по мето-

дике [1, с. 40]. 

Таким образом, в работе предложена методика расчета деформативности покрытий, 

обладающих анизотропными свойствами. Используя данную методику можно численно 

решать контактные задачи как для ортотропных материалов, так и для изотропных. 

Работа выполнена при частичной поддержке БРФФИ, задание № Т20УКА – 012. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ТЕЛ ИЗ КОМПОЗИТОВ  

ПРИ КОНТАКТНОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ 

 

Поиск построения математических моделей и оптимального решения проблемы 

определения контактных напряжений при взаимодействии упругих тел из композитов 

является актуальным в наше время. Основную роль уделяется контактным задачам ме-

ханики деформируемого твердого тела. Для решения таких задач широко используются 

аналитические методы [1] и численные методы, поскольку они позволяют расширить 

возможности анализа напряженного состояния в области контакта. Таким образом, яв-

ляется актуальным разработка таких методик, которые позволяют достаточно точно опи-

сать модель поведения исследуемых процессов, получить решение поставленной задачи 

с построением алгоритма численной реализации.   

Основной причиной выхода из строя в условиях эксплуатации деталей машин яв-

ляется износ и повреждение их рабочих поверхностей. В основном процесс изнашивания 

сопровождается изменением формы и размеров деталей, возникновением дополнитель-

ных динамических нагрузок и концентрацией напряжений. 
В настоящее время наблюдается стремительный рост производства полимерных ком-

позитов. Они проникают в самые различные области техники. Полимерные материалы 

1 max 50.8xE E E  
2 4.21yE E  12 2.10G 

X

12 0.3 

1 80.8E  2 80.78E  12 31.07G 

12 13 31 23 0.3      

1 20.990126, 1.00984  
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