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(2) Let P be a cyclic group of order 293. Then Aut(E) contains an element α of order 7. Then 
Conditions (i), (ii), (iii) and (iv) are fulfilled for the group G2 = P ⋊ ‹α› with t = 3 and Z = 1. 

(3) Let φi : Gi → ‹α› be an epimorphism of Gi onto ‹α› and let G = G1 ⋏ G2 = {(g1,g2) | gi ∈ Gi, 
∅1 (g1) = ∅2 (g2)‘} be the direct product of the groups G1 and G2 with joint factorgroup ‹α› (see 
[2, p. 50]). Then Conditions (i), (ii), (iii) and (iv) are fulfilled for G by Parts (1) and (2). 
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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ СО СЛАБО СУБНОРМАЛЬНЫМИ  
И ЧАСТИЧНО СУБНОРМАЛЬНЫМИ ПОДГРУППАМИ 

 
Все рассматриваемые в нашем сообщении группы конечны, и G всегда обозначает 

группу; G называется группой Шмидта, если G не нильпотентна, но каждая собственная 
подгруппа из G нильпотентна. Подгруппа H из G называется: полуперестановочной в G 
[1], если H имеет такое добавление B в G, что H перестановочна с каждой подгруппой L 
из B, т. е. HL = LH; 𝔘-нормальной в G [2], если каждый главный фактор группы G между 

HG и HG является циклическим. Символ 𝐺𝔉 обозначает 𝔉-корадикал группы G [3], т. е.  

𝐺𝔉 – пересечение всех нормальных подгрупп N из G со свойством G/N ∈ 𝔉 Мы исполь-

зуем 𝐺𝔑  и 𝐺𝔘  для обозначения нильпотентного и сверхразрешимого корадикалов 
группы G, соответственно. 

Подгруппа А группы G называется субнормальной в G, если A = A0 ≤ A1 ≤ … ≤ An = 
G, где Ai-1 ⊴  Ai всех i = 1, ...,n. Субнормальные и обобщенно субнормальные подгруппы 
нашли широкие приложения при изучении групп G с различными ограничениями на ха-
рактер вложения в G выделенных систем подгрупп. В данной работе мы рассмотрим сле-
дующие два обобщения субнормальности. 

Определение. Мы говорим, что подгруппа H группы G является: (i) слабо субнор-
мальной в G, если H = ‹A, B› для некоторой субнормальной подгруппы A и полупере-
становочной подгруппы B из G; (ii) частично субнормальной в G, если H = ‹A, B› для 
некоторой субнормальной подгруппы A и 𝔘-нормальной подгруппы B из G. 

Ясно, что все субнормальные и все перестановочные подгруппы слабо субнор-
мальны; все субнормальные подгруппы и все 𝔘-нормальные подгруппы частично суб-
нормальны в G. Теперь рассмотрим следующий 

Пример. Пусть 7 < p <q<r<t – простые числа, где r делит t - 1. Пусть P – простой 
точный FpCq-модуль и A – подгруппа порядка p из P. Тогда A < P так как q > p.  

(i) Пусть G = (P ⋊ Cq) × A5, где A5 – знакопеременная группа степени 5. Пусть 
H = AB, где B – группа порядка 12 в A5. Тогдa A субнормальна и B полуперестановочна 
в G, и поэтому H является слабо субнормальной в G. Поскольку B = H ⋂ A5 не является 
субнормальной в A5, H не является субнормальной в G по [4, глава А, лемма 14.1 (b)]. 
Понятно, что HG = 1, поэтому каждая неединичная подгруппа из H не является 𝔘-нор-
мальной в G. Следовательно, H не является частично субнормальной в G. 

(ii) Пусть теперь G = (C7 ⋊ (C2 × C3)) × (P ⋊ Cq), где C2 × C3 = Aut(C7).  

И пусть H = AB, где B = C2. Тогда HG = 1 и B является 𝔘 -нормальной в G, поскольку 

BG = C7 ⋊ C2. Следовательно, H является частично субнормальной в G. Предположим, что 

H слабо субнормальна в G, т. е. H = LT для некоторой субнормальной подгруппы L и не-

которой полуперестановочной подгруппы Т из G. Пусть V – такая подгруппа в G, что 
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G = ТV и Т перестановочна со всеми подгруппами из V. Сначала предположим, что 

Т = H  = AB. Но тогда для каждого x ∈ G имеет место 𝑇𝐶3
𝑥 = 𝐶3

𝑥𝑇 (см. ниже лемму 2.2), и 

поэтому 𝐵𝐶3
𝑥 = 𝐶3

𝑥𝐵 = 𝐶3
𝑥 × 𝐵 поскольку любые две холловские {2, 3}-подгруппы G со-

пряжены. Следовательно, (C3)
G = C7 ⋊ C3 ≤ CG(C2). Но тогда [C7, C2] = 1, противоречие. 

Следовательно, Т < H. Понятно, что H не является субнормальной в G, поэтому A является 

наибольшей субнормальной подгруппой группы G, содержащейся в H. Следовательно, 

L = A и Т = B. Теперь, применяя рассуждения, приведенные выше, можно показать, что 

[C7, C2] = 1. Это противоречие показывает, что H не является слабо субнормальной в G. 

Бэр доказал [5] (см. также [6, глава 1, теорема 1.13]), что если G = AB, где A и B – 

нормальные сверхразрешимые подгруппы в G, и производная подгруппа G’ нильпо-

тентна, то G также сверхразрешима. Этот результат был обобщен многими авторами 

(см., например, недавние статьи [7]–[11]). В данной работе мы докажем следующий факт 

в этом направлении исследований. 

Теорема 1. G сверхразрешима тогда и только тогда, когда G = AB, где A и B – 

сверхразрешимые слабо субнормальные подгруппы в G и любая подгруппа Шмидта 

группы G частично субнормальна в G. 

Фактически, теорема 1 является следствием наших следующих двух результатов, 

которые, возможно, независимо интересны, поскольку они обобщают некоторые уже из-

вестные результаты. 

Первая теорема обобщает вышеупомянутый результат Бэра. 

Теорема 2. Предположим, что G = AB, где A и B – сверхразрешимые слабо суб-

нормальные подгруппы в G. Тогда G разрешима. Более того, если производная подгруппа 

G’ нильпотентна, тогда G сверхразрешима. 

Следствие 1. (см. теорему 3.8 в [12]). Предположим, что G = AB, где A и B – такие 

сверхразрешимые подгруппы в G, что A перестановочна со всеми подгруппами из B и B 

перестановочна со всеми подгруппами из A. Если производная подгруппа G’ нильпо-

тентна, тогда G сверхразрешима. 

Следствие 2. Если G = AB, где A и B – сверхразрешимые слабо субнормальные под-

группы в G, то (𝑮′)𝕹 = 𝐆𝖀. 

Доказательство. Пусть D = (𝑮′)𝕹. Тогда гипотеза справедлива для G/D по лемме 

2.1(1) ниже, поэтому G/D сверхразрешима по теореме 2. Следовательно, 𝐆𝖀 ≤ D. Обрат-

ное включение очевидно. Следовательно, D = 𝐆𝖀. Следствие доказано. 

Из следствия 4 получаем 

Следствие 3. (см. теорему 2.1 в [10]). Если G = AB, где A и B – такие сверхразре-

шимые подгруппы в G, что A перестановочна со всеми подгруппами из B и B перестано-

вочна со всеми подгруппами из A, то (𝑮′)𝕹 = 𝐆𝖀. 

Следствие 4. (см. теорему 2 в [9]). Если G = AB, где A и B – сверхразрешимые суб-

нормальные подгруппы в G, то (𝑮′)𝕹 = 𝐆𝖀. 

Теорема 3. Если каждая подгруппа Шмидта в G частично субнормальна в G, то 

производная подгруппа G нильпотентна. 

Следствие 5. (см. теорему 2 в [13]). Если каждая подгруппа Шмидта группы G суб-

нормальна в G, то G/F(G)нильпотентна. 

Следствие 6. (см. теорему в [8]). Если каждая подгруппа Шмидта группы G суб-

нормальна в G, то G/F(G)абелева. 

Подгруппа M группы G называется модулярной в G, если M является модулярным 

элементом (в том смысле Куроша [14, стр. 43]) решетки всех подгрупп группы G, т. е. (i) 

‹X, M ∩  Z› = ‹X, M› ∩ Z для всех X ≤ G, Z ≤ G, таких, что X ≤ Z и (ii) ‹M, Y ∩ Z› = ‹M, 

Y› ∩ Z для всех Y ≤ G, Z ≤ G, таких, что M ≤ Z. В силу теоремы 5.2.5 монографии [14] 

каждая модулярная подгруппа 𝔘-нормальна в G. Из этого факта и теоремы 7 мы полу-

чаем также следующее 

Следствие 7. (см. теорему 1.1 в [15]). Если каждая подгруппа Шмидта группы G 

модулярна в G, то G/F(G)абелева. 
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РАЗВИТИЕ ТЕОРИИ КОНЕЧНЫХ 𝑬𝕱-ГРУПП 

 

Рассматриваются только конечные группы. Используемая терминология соответ-

ствует [1]. 

Группа G называется 𝐸𝔉-группой, если 𝐺 не принадлежит 𝔉 и в 𝐺 каждая нетриви-

альная подгруппа 𝔉-субнормальна или 𝔉-абнормальна. Строение таких групп изучалось 

в работах многих авторов, см. литературу в [2].  

В отличие от формационной субнормальности и формационной абнормальности, 

формационная субнормальность и абнормальность не являются альтернативными поня-

тиями. Например, в симметрической группе степени 4 силовская 2-подгруппа одновре-

менно формационно субнормальна и абнормальна.  
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