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FINITE GROUPS WITH ABNORMAL SCHMIDT SUBGROUPS 

 

All groups are finite and G always denotes a finite group. 

A subgroup H of G is said to be (1) abnormal in G if x ∈ ‹H, Hx› for all x ∈ G. 

We say that G is an SA-group if G is a non-nilpotent group in which every Schmidt sub-

group is abnormal. 

Recall that G is said to be an SC-group if G is soluble and the set of all Carter subgroups 

of G coincides with the set of all systems normalizers of G. 

We proved the following two results. 

Theorem 1. G is a soluble SA-group if and only if G = D ⋊ M, where D = 𝐺𝔑  is the 

nilpotent residual of G, and the following conditions hold: 

(i) D is nilpotent, M = ‹x› is a cyclic Sylow q-subgroup of G for some prime q dividing 

|G|, and F(G) = D‹xq›. 

(ii) For every prime p dividing |D| and for the Sylow p-subgroup subgroup Dp  of  D we have 

(a) Q ≤ NG(Dp) and [Q, Dp] ≠ 1. 

(b) Dp = (𝐷𝑝𝑄)𝔑. 

(c) G has normal subgroups Z = Φt < Φt−1 < ··· < Φ2 < Φ1 < Φ0 = Dp (t = t(p)), where 

Φi = Φ(Φi−1) for all i = 1,...,t, such that [Q, Z] = 1 and  [Q, Φi] ≠ 1 for all i < t. 

(d) For every i, the factor Φi /Φi+1, regarded as a G-module, is completely reducible. 

(e) All chief factors H/K of G between Z and P are G-isomorphic with CG (H/K) = F(G) 

and |H/K| = pn, where n is the smallest integer such that q divides pn  − 1. 

(f) G is an SC-group and ZQ is a Carter subgroup of G and Z = NG (Q)∩D ≤ Z∞(G). 

Moreover, if Z ≠ 1, then D = Dp is a Sylow subgroup of G. 

Furthermore, Conditions (b), (c), (d) and (e) hold for every p-subgroup P of G such that 

Q ≤ NG(P) and [Q, P] ≠ 1. 

(iii) A subgroup C of G is a Carter subgroup if and only if C is a maximal abnormal sub-

group of some Schmidt subgroup of G. Moreover, if H is a Schmidt subgroup of G, then a 

maximal abnormal subgroup of H is a Carter subgroup of G. 

Theorem 2. Assume that G is a non-soluble SA-group. Then the following hold. 

(a) G is quasi-simple and |Z(G)| ∈∈ {2,4,3,9}. 

(b) Every local subgroup NG(P) of G, where |P| ∉ {2,4,3}, is soluble. 

Example. (1) Let E be an extraspecial group of order 37 and exponent 3. Then Aut(E) 

contains an element α of order 7 which operates irreducibly on E/ZE and centralizes Z(E) by 

Lemma 20.13 in [1, Ch. A]. Let E1 and E2 be two copies of the group E and let P = E1 ⋎ E2 := 

(E1 × E2)/D, where D = {(a,a−1) | a ∈ Z(E)} be the direct product of the groups E1 and E2 with 

joint center (see [2, p. 49]). Then α induces an automorphism of order 7 on P and for the group 

G1 = P ⋊ ‹α› all Conditions (i), (ii), (iii) and (iv) are fulfilled with t = 1. 
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(2) Let P be a cyclic group of order 293. Then Aut(E) contains an element α of order 7. Then 
Conditions (i), (ii), (iii) and (iv) are fulfilled for the group G2 = P ⋊ ‹α› with t = 3 and Z = 1. 

(3) Let φi : Gi → ‹α› be an epimorphism of Gi onto ‹α› and let G = G1 ⋏ G2 = {(g1,g2) | gi ∈ Gi, 
∅1 (g1) = ∅2 (g2)‘} be the direct product of the groups G1 and G2 with joint factorgroup ‹α› (see 
[2, p. 50]). Then Conditions (i), (ii), (iii) and (iv) are fulfilled for G by Parts (1) and (2). 
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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ СО СЛАБО СУБНОРМАЛЬНЫМИ  
И ЧАСТИЧНО СУБНОРМАЛЬНЫМИ ПОДГРУППАМИ 

 
Все рассматриваемые в нашем сообщении группы конечны, и G всегда обозначает 

группу; G называется группой Шмидта, если G не нильпотентна, но каждая собственная 
подгруппа из G нильпотентна. Подгруппа H из G называется: полуперестановочной в G 
[1], если H имеет такое добавление B в G, что H перестановочна с каждой подгруппой L 
из B, т. е. HL = LH; 𝔘-нормальной в G [2], если каждый главный фактор группы G между 

HG и HG является циклическим. Символ 𝐺𝔉 обозначает 𝔉-корадикал группы G [3], т. е.  

𝐺𝔉 – пересечение всех нормальных подгрупп N из G со свойством G/N ∈ 𝔉 Мы исполь-

зуем 𝐺𝔑  и 𝐺𝔘  для обозначения нильпотентного и сверхразрешимого корадикалов 
группы G, соответственно. 

Подгруппа А группы G называется субнормальной в G, если A = A0 ≤ A1 ≤ … ≤ An = 
G, где Ai-1 ⊴  Ai всех i = 1, ...,n. Субнормальные и обобщенно субнормальные подгруппы 
нашли широкие приложения при изучении групп G с различными ограничениями на ха-
рактер вложения в G выделенных систем подгрупп. В данной работе мы рассмотрим сле-
дующие два обобщения субнормальности. 

Определение. Мы говорим, что подгруппа H группы G является: (i) слабо субнор-
мальной в G, если H = ‹A, B› для некоторой субнормальной подгруппы A и полупере-
становочной подгруппы B из G; (ii) частично субнормальной в G, если H = ‹A, B› для 
некоторой субнормальной подгруппы A и 𝔘-нормальной подгруппы B из G. 

Ясно, что все субнормальные и все перестановочные подгруппы слабо субнор-
мальны; все субнормальные подгруппы и все 𝔘-нормальные подгруппы частично суб-
нормальны в G. Теперь рассмотрим следующий 

Пример. Пусть 7 < p <q<r<t – простые числа, где r делит t - 1. Пусть P – простой 
точный FpCq-модуль и A – подгруппа порядка p из P. Тогда A < P так как q > p.  

(i) Пусть G = (P ⋊ Cq) × A5, где A5 – знакопеременная группа степени 5. Пусть 
H = AB, где B – группа порядка 12 в A5. Тогдa A субнормальна и B полуперестановочна 
в G, и поэтому H является слабо субнормальной в G. Поскольку B = H ⋂ A5 не является 
субнормальной в A5, H не является субнормальной в G по [4, глава А, лемма 14.1 (b)]. 
Понятно, что HG = 1, поэтому каждая неединичная подгруппа из H не является 𝔘-нор-
мальной в G. Следовательно, H не является частично субнормальной в G. 

(ii) Пусть теперь G = (C7 ⋊ (C2 × C3)) × (P ⋊ Cq), где C2 × C3 = Aut(C7).  

И пусть H = AB, где B = C2. Тогда HG = 1 и B является 𝔘 -нормальной в G, поскольку 

BG = C7 ⋊ C2. Следовательно, H является частично субнормальной в G. Предположим, что 

H слабо субнормальна в G, т. е. H = LT для некоторой субнормальной подгруппы L и не-

которой полуперестановочной подгруппы Т из G. Пусть V – такая подгруппа в G, что 
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