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Пусть 𝐴, 𝐾 и 𝐻 – подгруппы группы 𝐺 и 𝐾 6 𝐻. Тогда мы говорим,
что 𝐴 покрывает пару (𝐾, 𝐻), если 𝐴𝐻 = 𝐴𝐾; 𝐴 изолирует пару (𝐾, 𝐻), если
𝐴 ∩ 𝐻 = 𝐴 ∩ 𝐾. Пара (𝐾, 𝐻) из 𝐺 называется максимальной, если 𝐾 явля-
ется максимальной подгруппой в 𝐻. В данной работе мы изучаем конечные
группы, в которых некоторые подгруппы покрывают или изолируют выделен-
ные системы максимальных пар этих групп. В частности, получено обобщение
ряда известных результатов о (частичных) CAP-подгруппах.
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1. Введение. Все рассматриваемые группы являются конечными. Символом 𝒰
будем обозначать класс всех сверхразрешимых групп. Напомним, что 𝒰-корадика-
лом группы 𝐺 называется пересечение всех таких нормальных подгрупп 𝑁 из 𝐺,
что 𝐺/𝑁 ∈ 𝒰 ; 𝒰-корадикал группы 𝐺 обозначают символом 𝐺𝒰 . Используется
терминология, принятая в [1], [2].

Пусть 𝐴, 𝐾 и 𝐻 – подгруппы группы 𝐺 и 𝐾 6 𝐻. Тогда мы говорим, что 𝐴 покры-
вает пару (𝐾, 𝐻), если 𝐴𝐻 = 𝐴𝐾; 𝐴 изолирует пару (𝐾, 𝐻), если 𝐴 ∩𝐻 = 𝐴 ∩𝐾.
Заметим, что 𝐴𝐻 = 𝐴𝐾 эквивалентно 𝐻 6 𝐾(𝐴 ∩ 𝐻), и 𝐴 ∩𝐻 = 𝐴 ∩𝐾 эквива-
лентно 𝐴 ∩ 𝐻 6 𝐾. Подгруппа 𝐴 группы 𝐺 называется квазинормальной [3] или
перестановочной [2], [4] в 𝐺, если 𝐴𝐸 = 𝐸𝐴 для всех подгрупп 𝐸 из 𝐺. Квази-
нормальные подгруппы имеют много интересных свойств. В частности, если 𝐴 –
квазинормальная подгруппа в 𝐺, то для всякой максимальной пары (𝐾, 𝐻) из 𝐺,
т.е. пары (𝐾, 𝐻), где 𝐾 – максимальная подгруппа в 𝐻, 𝐴 либо покрывает, либо
изолирует (𝐾, 𝐻).

Следующий пример показывает, что даже если некоторая подгруппа группы 𝐺
покрывает или изолирует каждую максимальную пару (𝐾, 𝐻) из 𝐺, то она может
не быть квазинормальной.

Пример. Пусть 𝑝 и 𝑞 – простые числа, где 𝑞 делит 𝑝 − 1. Пусть 𝐴 = ⟨𝑎⟩ – цик-
лическая группа порядка 𝑝2 и 𝐵 – группа порядка 𝑞. Пусть 𝐺 = 𝐴 ≀ 𝐵 = [𝐾]𝐵, где
𝐾 = 𝐴1 × 𝐴2 × · · · × 𝐴𝑞 – база регулярного сплетения 𝐺. Пусть 𝐿 = ⟨𝑎𝑝⟩♮. Тогда
𝐺/𝐿 ≃ ⟨𝑎𝑝⟩ ≀ 𝐵 и 𝐿 6 Φ(𝐺). Следовательно, группа 𝐺 сверхразрешима. Пусть
𝑅 – подгруппа порядка 𝑝 группы 𝐴1. Предположим, что 𝑅 квазинормальна в 𝐺.
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Так как 𝑅 является силовской 𝑝-подгруппой в 𝑅𝐵, то 𝐵 6 𝑁𝐺(𝑅), и поэтому 𝑅
нормальна в 𝐺; противоречие. Следовательно, 𝑅 не является квазинормальной
в 𝐺. С другой стороны, так как группа 𝐺 сверхразрешима и 𝑅 субнормальна в 𝐺,
то 𝑅 покрывает или изолирует каждую максимальную пару из 𝐺 (см. ниже, след-
ствие 4.3).

Необходимо отметить, что теория покрытия и изолирования максимальных пар
имеет прямую связь с теорией CAP-подгрупп. Напомним, что подгруппа 𝐴 груп-
пы 𝐺 называется CAP-подгруппой в 𝐺 [2; A, определение 10.8], если 𝐴 либо покры-
вает, либо изолирует каждую пару (𝐾, 𝐻), где 𝐻/𝐾 – главный фактор из 𝐺. Под-
группа 𝐴 называется частичной CAP-подгруппой группы 𝐺 [5], [6], если 𝐴 либо
покрывает, либо изолирует каждую пару (𝐾, 𝐻), где 𝐻/𝐾 – фактор некоторого
фиксированного главного ряда из 𝐺. Очевидно, что всякая CAP-подгруппа груп-
пы 𝐺 либо покрывает, либо изолирует каждую такую максимальную пару (𝐾, 𝐻)
из 𝐺, что 𝐿 6 𝐾 < 𝐻 6 𝑇 , где 𝑇/𝐿 – главный фактор из 𝐺. С другой стороны, вся-
кая частичная CAP-подгруппа группы 𝐺 либо покрывает, либо изолирует каждую
максимальную пару (𝐾, 𝐻) из 𝐺 такую, что 𝐺𝑖−1 6 𝐾 < 𝐻 6 𝐺𝑖 для некоторого 𝑖,
где 1 = 𝐺0 < 𝐺1 < · · · < 𝐺𝑛 = 𝐺 – некоторый фиксированный главный ряд из 𝐺.

В данной работе мы изучаем группы, в которых некоторые подгруппы покрывают
или изолируют выделенные системы максимальных пар этих групп. В частности,
получено обобщение ряда известных результатов о (частичных) CAP-подгруппах.

2. Предварительные результаты. Следующие результаты будут использова-
ны в данной работе.

Лемма 2.1. Пусть 𝑁 – нормальная подгруппа группы 𝐺 и (𝐾, 𝐻) – максималь-
ная пара из 𝐺. Если 𝑁 изолирует (𝐾, 𝐻), то (𝐾𝑁,𝐻𝑁) – максимальная пара в 𝐺
и |𝐻𝑁 : 𝐾𝑁 | = |𝐻 : 𝐾|.

Доказательство. Пусть 𝑅 – такая подгруппа группы 𝐺, что 𝐾𝑁 6 𝑅 6 𝐻𝑁 .
Тогда 𝑅 = 𝑁(𝑅 ∩ 𝐻) и 𝐾 6 𝑅 ∩ 𝐻 6 𝐻. Следовательно, либо 𝑅 ∩ 𝐻 = 𝐾, либо
𝑅 ∩𝐻 = 𝐻. Если 𝑅 ∩𝐻 = 𝐾, то

𝑅 = 𝑅 ∩𝐻𝑁 = 𝑁(𝑅 ∩𝐻) = 𝐾𝑁.

Если 𝑅 ∩𝐻 = 𝐻, то
𝑅 = 𝑅 ∩𝐻𝑁 = 𝑁(𝑅 ∩𝐻) = 𝐻𝑁.

Поэтому (𝐾𝑁,𝐻𝑁) – максимальная пара в 𝐺. Так как 𝑁 изолирует (𝐾, 𝐻), то
𝐻 ∩𝑁 = 𝐾 ∩𝑁 , и поэтому |𝐻𝑁 : 𝐾𝑁 | = |𝐻 : 𝐾|.

Лемма 2.2. Пусть 𝑀 – подгруппа группы 𝐺 и (𝐾, 𝐻) – максимальная пара из 𝐺.
Если 𝐻 6 𝑉 6 𝐺 и 𝑀 либо покрывает, либо изолирует (𝐾, 𝐻), то 𝑀 ∩ 𝑉 либо
покрывает, либо изолирует (𝐾, 𝐻).

Доказательство. Так как 𝐻 6 𝑉 , то 𝑀 ∩𝐻 ∩ 𝑉 = 𝑀 ∩𝐻. Если 𝑀 покрывает
пару (𝐾, 𝐻), то

𝐻 = 𝐾(𝑀 ∩𝐻) = 𝐾(𝑀 ∩ 𝑉 ∩𝐻),

т.е. 𝑀 ∩ 𝑉 покрывает (𝐾, 𝐻). Если 𝑀 изолирует (𝐾, 𝐻), то

𝑀 ∩𝐻 6 𝐾, (𝑀 ∩ 𝑉 ) ∩𝐻 6 𝐾,

т.е. 𝑀 ∩ 𝑉 изолирует (𝐾, 𝐻).
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Следующая лемма хорошо известна.

Лемма 2.3. Пусть 𝐴 и 𝐵 – такие собственные подгруппы группы 𝐺, что 𝐺 =
𝐴𝐵 . Тогда 𝐺 = 𝐴𝐵𝑥 и 𝐺 ̸= 𝐴𝐴𝑥 для всякого 𝑥 ∈ 𝐺.

Лемма 2.4. Пусть 𝐺 – группа и 𝑝 – простой делитель порядка 𝐺. Пусть под-
группа 𝐸 из 𝐺 либо покрывает, либо изолирует каждую такую максимальную
пару (𝐾, 𝐻) из 𝐺, что 𝐻 не 𝑝-разрешима. Тогда в 𝐺 найдется такая цепь под-
групп 𝐸 = 𝐸0 6 𝐸1 6 · · · 6 𝐸𝑛−1 6 𝐸𝑛 = 𝐺, что либо 𝐸𝑖−1 нормальна в 𝐸𝑖 , либо
𝐸𝑖/(𝐸𝑖−1)𝐸𝑖

𝑝-разрешима, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Доказательство. Пусть 𝑀 – такая максимальная подгруппа группы 𝐺, что
𝐸 6 𝑀 . Предположим, что 𝐺 не является 𝑝-разрешимой. Так как 𝑀𝑥 максимальна
в 𝐺 для всякого 𝑥 ∈ 𝐺, то 𝐸 либо покрывает, либо изолирует пару (𝑀𝑥, 𝐺). Если 𝐸
покрывает (𝑀𝑥, 𝐺) для некоторого 𝑥, то 𝐸𝑀𝑥 = 𝐺, поэтому 𝑀𝑀𝑥 = 𝐺, что проти-
воречит лемме 2.3. Следовательно, 𝐸 изолирует (𝑀𝑥, 𝐺) для всякого 𝑥 ∈ 𝐺, поэтому
𝐸 6 𝑀𝐺. По индукции получаем, что найдется такая цепь подгрупп

𝐸 = 𝐸0 6 𝐸1 6 · · · 6 𝐸𝑡−1 6 𝐸𝑡 = 𝑀𝐺,

что либо 𝐸𝑖−1 нормальна в 𝐸𝑖, либо 𝐸𝑖/(𝐸𝑖−1)𝐸𝑖
𝑝-разрешима, 𝑖 = 1, . . . , 𝑡. А по-

скольку 𝑀𝐺 нормальна в 𝐺, получаем утверждение леммы.

Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 называется примитивной [7] или ∩-неразложимой [8]
в 𝐺, если 𝐻 отлична от пересечения всех тех подгрупп группы 𝐺, в которых она
содержится собственно.

Лемма 2.5 [8; c. 133]. Если 𝐾 – подгруппа группы 𝐺 и 𝐸 – ∩-неразложимая
подгруппа группы 𝐾 , то в 𝐺 найдется такая ∩-неразложимая подгруппа 𝑋 , что
𝐸 = 𝐾 ∩𝑋 .

Лемма 2.6. Пусть 𝐺 = 𝑀𝑁 , где 𝑁 – минимальная нормальная подгруппа груп-
пы 𝐺. Если 𝐸 6 𝑁 ∩𝑀 и 𝐸 субнормальна в 𝐺, то 𝐸 6 𝑀𝐺 .

Доказательство. Так как 𝐸 субнормальна в 𝐺, то по [2; A, теорема 14.5] 𝑁 6
𝑁𝐺(𝐸), и поэтому 𝐸𝐺 = 𝐸𝑁𝑀 = 𝐸𝑀 6 𝑀 . Значит, 𝐸 6 𝑀𝐺.

Лемма 2.7 [9; лемма 2.8]. Пусть 𝐺 – 𝑝-сверхразрешимая группа. Если выпол-
нено 𝑂𝑝′(𝐺) = 1, то 𝐺 сверхразрешима.

Лемма 2.8 [10; лемма 2.8]. Пусть 𝐺 = [𝑁 ]𝑀 , где 𝑁 – минимальная нормальная
подгруппа группы 𝐺 и 𝑀 – разрешимая максимальная подгруппа из 𝐺. Тогда 𝑁
является абелевой группой.

Лемма 2.9 [11; лемма 1]. Если 𝑁 – нормальная подгруппа группы 𝐺 и 𝑉 –
CAP-подгруппа из 𝐺, то 𝑁𝑉 – CAP-подгруппа в 𝐺.

Лемма 2.10. Пусть 𝐸 – разрешимая нормальная подгруппа группы 𝐺. Предпо-
ложим, что каждая максимальная подгруппа каждой силовской подгруппы груп-
пы 𝐸 является CAP-подгруппой в 𝐺. Если 𝑀 – некоторая максимальная подгруппа
из 𝐺 такая, что 𝐸𝑀 = 𝐺, и 𝑉 – максимальная подгруппа некоторой силовской
подгруппы из 𝐸 , то найдется такой элемент 𝑥 ∈ 𝐺, что 𝑉 покрывает или изоли-
рует пару (𝑀𝑥, 𝐺).
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Доказательство. Пусть |𝐺 : 𝑀 | = 𝑞𝑎 и 𝑉 – максимальная подгруппа силовской
𝑝-подгруппы 𝑃 группы 𝐺. Предположим, что 𝑉 
 𝑀𝑥 для всякого 𝑥 ∈ 𝐺. Тогда
𝑞 = 𝑝. Покажем, что 𝑉 𝑀 = 𝐺. Ввиду леммы 2.9, не нарушая общности доказа-
тельства, мы можем предполагать, что 𝑀𝐺 = 1, поэтому 𝐺 = [𝑁 ]𝑀 для некоторой
минимальной нормальной подгруппы 𝑁 из 𝐺, содержащейся в 𝐸. Предположим,
что 𝑁 
 𝑉 . Тогда 𝑉 ∩ 𝑁 = 1, откуда ввиду максимальности подгруппы 𝑉 в 𝑃
получаем, что 𝑉 = 1. Значит, 𝑁 6 𝑉 , и поэтому 𝐺 = 𝑉 𝑀 .

3. Критерии 𝑝-разрешимости и разрешимости групп. В этом разделе, ос-
новываясь на теории покрытия и изолирования максимальных пар, мы даем новые
критерии 𝑝-разрешимости и разрешимости групп.

Пусть 𝑝 – простое число. Мы говорим, что подгруппа 𝐴 группы 𝐺 является слабой
CAP𝑝-подгруппой в 𝐺, если в 𝐺 существует такой композиционный ряд

1 = 𝐺0 < 𝐺1 < · · · < 𝐺𝑛 = 𝐺,

что 𝐴 либо покрывает, либо изолирует каждую такую максимальную пару (𝐾, 𝐻)
из 𝐺, что 𝐺𝑖−1 6 𝐾 < 𝐻 6 𝐺𝑖 для некоторого 𝑖, где 𝑝 делит |𝐺𝑖/𝐺𝑖−1| и 𝐻 не
является 𝑝-разрешимой группой.

Напомним, что нильпотентным корадикалом группы 𝐺 называется пересечение
всех таких нормальных подгрупп 𝑁 из 𝐺, что 𝐺/𝑁 нильпотентна.

Teopeма 3.1. Пусть 𝐺 – группа, 𝑝 – простое число. Следующие утверждения
эквивалентны:

(1) 𝐺 𝑝-разрешима;
(2) каждая подгруппа из 𝐺 является слабой CAP𝑝-подгруппой в 𝐺;
(3) каждая максимальная подгруппа из 𝐺 является слабой CAP𝑝-подгруппой

в 𝐺;
(4) каждая 2-максимальная подгруппа из 𝐺 является слабой CAP𝑝-подгруппой

в 𝐺;
(5) каждая силовская 𝑝-подгруппа из 𝐺 является слабой CAP𝑝-подгруппой в 𝐺;
(6) либо 𝐺 является примарной группой, т.е. группой, порядок которой являет-

ся степенью некоторого простого числа, либо в 𝐺 существуют две 𝑝-разре-
шимые максимальные подгруппы 𝑀1 и 𝑀2 такие, что (|𝐺 : 𝑀1|, |𝐺 : 𝑀2|) =
𝑟𝑎𝑞𝑏 для некоторых простых чисел 𝑟 , 𝑞 и некоторых 𝑎, 𝑏 ∈ {0} ∪ N, и 𝑀1

и 𝑀2 являются слабыми CAP𝑝-подгруппами в 𝐺;
(7) каждая несверхразрешимая подгруппа Шмидта из 𝐺 является слабой CAP𝑝-

подгруппой в 𝐺.

Доказательство. (1) ⇒ (2) Так как группа 𝐺 𝑝-разрешима, каждая подгруп-
па из 𝐺 также является 𝑝-разрешимой, поэтому каждая подгруппа из 𝐺 является
слабой CAP𝑝-подгруппой по определению.

Импликации (2) ⇒ (3)–(5) и (2) ⇒ (7) очевидны.
(3),(4) ⇒ (1) Предположим, что каждая 2-максимальная (каждая максимальная)

подгруппа 𝑀 из 𝐺 является слабой CAP𝑝-подгруппой в 𝐺. Покажем, что группа 𝐺
𝑝-разрешима. Предположим, что это не так, и пусть 𝐺 – контрпример минимально-
го порядка. Прежде покажем, что 𝐺/𝑁 𝑝-разрешима, где 𝑁 – произвольная мини-
мальная нормальная подгруппа из 𝐺. Если 𝑁 – максимальная или 2-максимальная
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подгруппа в 𝐺, то это очевидно. Пусть 𝑁 не является максимальной (в случае (3))
или 2-максимальной (в случае (4)) подгруппой в 𝐺. Проверим, что условие теоремы
справедливо для 𝐺/𝑁 . Пусть 𝑀/𝑁 – максимальная (2-максимальная) подгруп-
па из 𝐺/𝑁 . Тогда 𝑀 является максимальной (2-максимальной) подгруппой в 𝐺.
Поэтому по условию теоремы 𝑀 является слабой CAP𝑝-подгруппой в 𝐺, и, значит,
найдется такой композиционный ряд 1 = 𝐺0 < 𝐺1 < · · · < 𝐺𝑛 = 𝐺 в 𝐺, что 𝑀
либо покрывает, либо изолирует каждую такую максимальную пару (𝑄, 𝑅) из 𝐺,
что 𝐺𝑖−1 6 𝑄 < 𝑅 6 𝐺𝑖 для некоторого 𝑖, где 𝑝 делит |𝐺𝑖/𝐺𝑖−1| и 𝑅 не 𝑝-разрешима.

Рассмотрим ряд

1 = 𝐺0𝑁/𝑁 < 𝐺1𝑁/𝑁 < · · · < 𝐺𝑛𝑁/𝑁 = 𝐺/𝑁.

Ввиду изоморфизмов

𝐺𝑖𝑁/𝐺𝑖−1𝑁 ≃ 𝐺𝑖𝑁𝐺𝑖−1/𝐺𝑖−1𝑁 ≃ 𝐺𝑖/𝐺𝑖 ∩𝐺𝑖−1𝑁 = 𝐺𝑖/𝐺𝑖−1(𝐺𝑖 ∩𝑁),

не нарушая общности доказательства, мы можем предполагать, что этот ряд явля-
ется композиционным в 𝐺/𝑁 , причем |𝐺𝑖 : 𝐺𝑖−1| = |𝐺𝑖𝑁/𝑁 : 𝐺𝑖−1𝑁/𝑁 |. Пусть
(𝐾/𝑁, 𝐻/𝑁) – максимальная пара из 𝐺/𝑁 и

𝐺𝑖−1𝑁/𝑁 6 𝐾/𝑁 < 𝐻/𝑁 6 𝐺𝑖𝑁/𝑁

для некоторого 𝑖, где 𝑝 делит |𝐺𝑖𝑁/𝑁 : 𝐺𝑖−1𝑁/𝑁 | и 𝐻/𝑁 не является 𝑝-разрешимой
группой. Покажем, что 𝑀/𝑁 покрывает или изолирует пару (𝐾/𝑁, 𝐻/𝑁).

Заметим, что 𝐺𝑖−1𝑁 6 𝐾 < 𝐻 6 𝐺𝑖𝑁 и (𝐾, 𝐻) – максимальная пара в 𝐺. Так
как 𝐾 = 𝑁(𝐾 ∩𝐺𝑖) и 𝐻 = 𝑁(𝐻 ∩𝐺𝑖), то

|𝐻 : 𝐾| = (|𝐻 ∩𝐺𝑖||𝑁 |/|𝐺𝑖 ∩𝐻 ∩𝑁 |) : (|𝐾 ∩𝐺𝑖||𝑁 |/|𝐺𝑖 ∩𝐾 ∩𝑁 |)
= (|𝐻 ∩𝐺𝑖||𝑁 |/|𝐺𝑖 ∩𝑁 |) : (|𝐾 ∩𝐺𝑖||𝑁 |/|𝐺𝑖 ∩𝑁 |) = |𝐻 ∩𝐺𝑖 : 𝐾 ∩𝐺𝑖|.

Следовательно, 𝐾 ∩ 𝐺𝑖 ̸= 𝐻 ∩ 𝐺𝑖. Покажем, что (𝐾 ∩ 𝐺𝑖, 𝐻 ∩ 𝐺𝑖) – максимальная
пара в 𝐺. Так как 𝐾 ̸= 𝐻, то 𝑁(𝐾 ∩ 𝐺𝑖) ̸= 𝑁(𝐻 ∩ 𝐺𝑖), т.е. 𝑁 не покрывает пару
(𝐾 ∩𝐺𝑖, 𝐻 ∩𝐺𝑖). Поэтому в 𝐺 существует такая максимальная пара (𝐿, 𝑇 ), что

𝐾 ∩𝐺𝑖 6 𝐿 < 𝑇 6 𝐻 ∩𝐺𝑖

и 𝑁 не покрывает (𝐿, 𝑇 ). Действительно, если 𝑁 покрывает каждую такую макси-
мальную пару (𝑈, 𝑊 ), что

𝐾 ∩𝐺𝑖 6 𝑈 < 𝑊 6 𝐻 ∩𝐺𝑖,

то, очевидно, 𝑁 покрывает пару (𝐾∩𝐺𝑖, 𝐻∩𝐺𝑖); противоречие. Так как 𝑁 нормаль-
на в 𝐺, то 𝑁 либо покрывает, либо изолирует каждую максимальную пару из 𝐺.
Поэтому 𝑁 изолирует пару (𝐿, 𝑇 ). Тогда по лемме 2.1 (𝐿𝑁, 𝑇𝑁) – максимальная
пара в 𝐺 и |𝑇𝑁 : 𝐿𝑁 | = |𝑇 : 𝐿|. Но

𝐾 = 𝑁(𝐾 ∩𝐺𝑖) 6 𝑁𝐿 < 𝑁𝑇 6 𝑁(𝐻 ∩𝐺𝑖) = 𝐻.

Следовательно, 𝐾 ∩𝐺𝑖 = 𝐿 и 𝐻 ∩𝐺𝑖 = 𝑇 . Поэтому (𝐾 ∩𝐺𝑖, 𝐻 ∩𝐺𝑖) – максимальная
пара в 𝐺. При этом легко заметить, что 𝐺𝑖−1 6 𝐾∩𝐺𝑖 < 𝐻 ∩𝐺𝑖 6 𝐺𝑖. Так как 𝐻/𝑁
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не является 𝑝-разрешимой группой, то 𝐻 ∩𝐺𝑖 также не является 𝑝-разрешимой, так
как

𝐻/𝑁 = (𝐻 ∩𝐺𝑖)𝑁/𝑁 ≃ 𝐻 ∩𝐺𝑖/𝐻 ∩𝐺𝑖 ∩𝑁.

Поэтому по условию теоремы 𝑀 либо покрывает, либо изолирует (𝐾 ∩𝐺𝑖, 𝐻 ∩𝐺𝑖).
Если 𝑀 покрывает (𝐾 ∩𝐺𝑖, 𝐻 ∩𝐺𝑖), то

𝑀𝐻 = 𝑀𝑁(𝐺𝑖 ∩𝐻) = 𝑀𝑁(𝐺𝑖 ∩𝐾) = 𝑀𝐾,

т.е. 𝑀 покрывает (𝐾, 𝐻). Тогда

(𝑀/𝑁)(𝐻/𝑁) = 𝑀𝐻/𝑁 = 𝑀𝐾/𝑁 = (𝑀/𝑁)(𝐾/𝑁),

т.е. 𝑀/𝑁 покрывает (𝐾/𝑁, 𝐻/𝑁). Если 𝑀 изолирует (𝐾 ∩𝐺𝑖, 𝐻 ∩𝐺𝑖), то

𝑀 ∩𝐻 = 𝑀 ∩𝑁(𝐺𝑖 ∩𝐻) = 𝑁(𝑀 ∩𝐺𝑖 ∩𝐻) = 𝑁(𝑀 ∩𝐾 ∩𝐺𝑖)

= 𝑀 ∩𝑁(𝐾 ∩𝐺𝑖) = 𝑀 ∩𝐾,

т.е. 𝑀 изолирует (𝐾, 𝐻). Значит,

(𝑀/𝑁) ∩ (𝐻/𝑁) = (𝑀 ∩𝐻)/𝑁 = (𝑀 ∩𝐾)/𝑁 = (𝑀/𝑁) ∩ (𝐾/𝑁),

т.е. 𝑀/𝑁 изолирует (𝐾/𝑁,𝐻/𝑁). Следовательно, условие теоремы справедливо для
𝐺/𝑁 , поэтому согласно выбору группы 𝐺 факторгруппа 𝐺/𝑁 𝑝-разрешима. Так как
класс всех 𝑝-разрешимых групп является насыщенной формацией, то 𝑁 – единствен-
ная минимальная нормальная подгруппа в 𝐺, 𝑁 не является абелевой, 𝑝 делит |𝑁 |
и 𝑁 
 Φ(𝐺). Таким образом, 𝐶𝐺(𝑁) = 1.

Пусть 𝑁 = 𝑁1×𝑁2×· · ·×𝑁𝑡 – прямое произведение изоморфных простых групп.
Покажем, что в группе 𝐺 существует такая максимальная подгруппа 𝑉 , что 𝑝 не
делит |𝐺 : 𝑉 |, 𝑁𝑉 = 𝐺 и 𝑁𝑖 ̸= 𝑉 ∩𝑁𝑖 ̸= 1 для всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑡.

Пусть 𝑁𝑝 6 𝑃 , где 𝑁𝑝 – силовская 𝑝-подгруппа группы 𝑁 и 𝑃 – силовская
𝑝-подгруппа группы 𝐺. Тогда 𝑁 ∩ 𝑃 = 𝑁𝑝 нормальна в 𝑃 , и поэтому 𝑃 6 𝑁𝐺(𝑁𝑝).
Следовательно, в 𝐺 существует такая максимальная подгруппа 𝑉 , что 𝑁𝐺(𝑁𝑝) 6 𝑉 .
Тогда 𝐺 = 𝑁𝑁𝐺(𝑁𝑝) = 𝑁𝑉 , и поэтому 𝑉𝐺 = 1. Так как 𝑁𝐺(𝑁𝑝) 6 𝑉 , то 𝑃 6 𝑉 .
Пусть 𝑃𝑖 – силовская 𝑝-подгруппа из 𝑁𝑖. Тогда 𝑃𝑖 6 𝑃 𝑥 для некоторого 𝑥 ∈ 𝐺. Так
как 𝐺 = 𝑁𝑉 , то 𝑥 = 𝑣𝑛, где 𝑛 ∈ 𝑁 и 𝑣 ∈ 𝑉 . Поэтому 𝑃𝑖 6 (𝑃 𝑣)𝑛, где 𝑃 𝑣 6 𝑉 .
Следовательно, (𝑃𝑖)𝑛−1

6 𝑉 . Так как 𝑁𝑖 нормальна в 𝑁 , то (𝑃𝑖)𝑛−1
6 𝑁𝑖. Поэтому

𝑉 ∩ 𝑁𝑖 ̸= 1 для всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑡. Если 𝑁𝑖 6 𝑉 для некоторого 𝑖, то по лемме 2.6
𝑁𝑖 6 𝑉𝐺 = 1; противоречие. Следовательно, 𝑉 ∩𝑁𝑖 ̸= 𝑁𝑖 для всех 𝑖.

Пусть 𝐷 = 𝑉 ∩𝑁1, и пусть 𝑀1 – такая максимальная подгруппа из 𝑉 , что 𝐷 6 𝑀1

(в случае (4)), либо 𝑀1 = 𝑉 (в случае (3)). По условию теоремы в группе 𝐺 найдется
такой композиционный ряд

1 = 𝐺0 < 𝐺1 < · · · < 𝐺𝑛 = 𝐺,

что 𝑀1 либо покрывает, либо изолирует каждую такую максимальную пару (𝐾, 𝐻)
из 𝐺, что 𝐺𝑖−1 6 𝐾 < 𝐻 6 𝐺𝑖 для некоторого 𝑖, где 𝑝 делит |𝐺𝑖/𝐺𝑖−1| и 𝐻 не
𝑝-разрешима. Так как 𝐺1 – минимальная субнормальная подгруппа в 𝐺, то по [2; A,
теорема 14.5] получаем, что 𝑁 6 𝑁𝐺(𝐺1). Следовательно, 𝐺1 6 𝑁 , так как в против-
ном случае 𝑁𝐺1 = 𝑁 ×𝐺1, и поэтому, 𝐺1 6 𝐶𝐺(𝑁) = 1, что невозможно. Поэтому,
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не нарушая общности доказательства, можем предполагать, что 𝐺1 = 𝑁1. Тогда 𝑀1

либо покрывает, либо изолирует каждую такую максимальную пару (𝐾, 𝐻) из 𝑁1,
что 𝐻 не является 𝑝-разрешимой группой. Следовательно, по лемме 2.2 получаем,
что 𝐷 = 𝑀1 ∩ 𝑁1 либо покрывает, либо изолирует каждую такую максимальную
пару (𝑈, 𝑊 ) из 𝑁1, что 𝑊 не 𝑝-разрешима. Поэтому по лемме 2.4 найдется такая
цепь подгрупп

𝐷 = 𝑀1 ∩𝑁1 = 𝐷0 6 𝐷1 6 · · · 6 𝐷𝑡−1 6 𝐷𝑡 = 𝑁1

в 𝑁1, что либо 𝐷𝑖−1 нормальна в 𝐷𝑖, либо 𝐷𝑖/(𝐷𝑖−1)𝐷𝑖
𝑝-разрешима, 𝑖 = 1, . . . , 𝑡.

Так как 𝑁1 = 𝐺1 и 1 ̸= 𝐷 ̸= 𝑁1, то 𝐷𝑡−1 не является нормальной подгруппой
в 𝑁1. Значит, 𝑁1/(𝐷𝑡−1)𝑁1 𝑝-разрешима, причем, так как 𝐺1 – простая группа,
(𝐷𝑡−1)𝑁1 = 1. Следовательно, 𝑁1 𝑝-разрешима. Полученное противоречие завер-
шает доказательство импликаций (3) ⇒ (1) и (4) ⇒ (1).

(5) ⇒ (1) Предположим, что это не так, и пусть 𝐺 – контрпример минимального
порядка. Пусть 𝑃 – силовская 𝑝-подгруппа группы 𝐺 и

1 = 𝐺0 < 𝐺1 < · · · < 𝐺𝑛 = 𝐺

– такой композиционный ряд из 𝐺, что 𝑃 либо покрывает, либо изолирует каждую
такую максимальную пару (𝐾, 𝐻) из 𝐺, что 𝐺𝑖−1 6 𝐾 < 𝐻 6 𝐺𝑖 для некоторого 𝑖,
где 𝑝 делит |𝐺𝑖/𝐺𝑖−1| и 𝐻 не 𝑝-разрешима. Так как 𝐺 не 𝑝-разрешима, найдет-
ся такой индекс 𝑖, что 𝐺𝑖/𝐺𝑖−1 – простая неабелева группа и 𝑝 делит |𝐺𝑖/𝐺𝑖−1|.
Не нарушая общности доказательства, можем предполагать, что 𝑖 = 1. Тогда
𝑃 ∩𝐺1 ̸= 𝐺1. По лемме 2.2 𝑃 ∩𝐺1 либо покрывает, либо изолирует каждую такую
максимальную пару (𝑈, 𝑊 ) из 𝐺1, что 𝑊 не 𝑝-разрешима. Тогда по лемме 2.4 най-
дется такая цепь подгрупп

𝑃 ∩𝐺1 = 𝑃0 6 𝑃1 6 · · · 6 𝑃𝑡−1 6 𝑃𝑡 = 𝐺1

в 𝐺1, что либо 𝑃𝑖−1 нормальна в 𝑃𝑖, либо 𝑃𝑖/(𝑃𝑖−1)𝑃𝑖
𝑝-разрешима, 𝑖 = 1, . . . , 𝑡. Так

как 𝐺1 – простая группа и 𝑃 ∩𝐺1 ̸= 𝐺1, то 𝑃𝑡−1 не является нормальной в 𝐺1. Зна-
чит, 𝐺1/(𝑃𝑡−1)𝐺1 𝑝-разрешима. Но так как (𝑃𝑡−1)𝐺1 = 1, то 𝐺1 также 𝑝-разрешима.
Полученное противоречие завершает доказательство импликации (5) ⇒ (1).

(1) ⇒ (6) Пусть 𝐺 не является примарной группой. Тогда в 𝐺 найдутся две такие
максимальные подгруппы 𝑀1 и 𝑀2, что |𝐺 : 𝑀1| = 𝑝𝑎 для некоторого 𝑎 ∈ N и 𝑝 не
делит |𝐺 : 𝑀2|. Тогда (|𝐺 : 𝑀1|, |𝐺 : 𝑀2|) = 1. Согласно (2) группа 𝑀𝑖 является
слабой CAP𝑝-подгруппой в 𝐺. Поэтому (1) ⇒ (6).

(6) ⇒ (1) Пусть в группе 𝐺 существуют две 𝑝-разрешимые максимальные под-
группы 𝑀1 и 𝑀2 такие, что (|𝐺 : 𝑀1|, |𝐺 : 𝑀2|) = 𝑟𝑎𝑞𝑏 для некоторых простых
чисел 𝑟, 𝑞 и некоторых 𝑎, 𝑏 ∈ {0} ∪N, и 𝑀1 и 𝑀2 являются слабыми CAP𝑝-подгруп-
пами в 𝐺. Покажем, что 𝐺 𝑝-разрешима. Предположим, что это не так, и пусть
𝐺 – контрпример минимального порядка.

Пусть 𝑁 – минимальная нормальная подгруппа группы 𝐺. Предположим, что
𝑁 6 𝑀1 ∩ 𝑀2. Тогда 𝑀1/𝑁 и 𝑀2/𝑁 – 𝑝-разрешимые максимальные подгруппы
в 𝐺/𝑁 и

(|𝐺/𝑁 : 𝑀1/𝑁 |, |𝐺/𝑁 : 𝑀2/𝑁 |) = (|𝐺 : 𝑀1|, |𝐺 : 𝑀2|) = 𝑟𝑎𝑞𝑏.
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Кроме того, 𝑀1/𝑁 и 𝑀2/𝑁 являются слабыми CAP𝑝-подгруппами в 𝐺/𝑁 (см. дока-
зательство импликации (3) ⇒ (1)). Значит, условие теоремы справедливо для 𝐺/𝑁 .
Поэтому по выбору группы 𝐺 факторгруппа 𝐺/𝑁 𝑝-разрешима. С другой стороны,
если 𝑁 
 𝑀1 ∩ 𝑀2, например 𝑁 
 𝑀1, то 𝐺/𝑁 = 𝑀1𝑁/𝑁 ≃ 𝑀1/𝑀1 ∩ 𝑁 являет-
ся 𝑝-разрешимой. Поэтому 𝑁 – единственная минимальная нормальная подгруппа
в 𝐺, 𝑁 
 Φ(𝐺), 𝑁 не является абелевой и 𝑝 делит |𝑁 |.

Пусть 𝜋 = {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑡} – множество простых делителей порядка группы 𝑁 . Так
как 𝑁 не 𝑝-разрешима, то 𝑡 > 2 и 𝐺 = 𝑁𝑀1 = 𝑁𝑀2. С другой стороны, поскольку
(|𝐺 : 𝑀1|, |𝐺 : 𝑀2|) = 𝑟𝑎𝑞𝑏 для некоторых простых чисел 𝑟 и 𝑞 и 𝑡 > 2, то найдется
такое 𝑝𝑖 ∈ 𝜋 и такая силовская 𝑝𝑖-подгруппа 𝑃𝑖 из 𝐺, что либо 𝑃𝑖 6 𝑀1, либо
𝑃𝑖 6 𝑀2. Пусть 𝑃𝑖 6 𝑀1, и пусть 𝐿 – такая минимальная субнормальная подгруппа
группы 𝐺, что 𝑀1 либо покрывает, либо изолирует каждую такую максимальную
пару (𝐾, 𝐻), что 𝐾 < 𝐻 6 𝐿 и 𝐻 не 𝑝-разрешима. Как и при доказательстве
импликации (3) ⇒ (1), можно показать, что 1 ̸= 𝑀1 ∩ 𝐿 ̸= 𝐿, что ввиду леммы 2.4
приводит к противоречию.

(7) ⇒ (1) Предположим, что это не так, и пусть 𝐺 – контрпример минимально-
го порядка. Покажем, что условие теоремы справедливо для подгрупп группы 𝐺.
Пусть 𝑉 – произвольная подгруппа из 𝐺 и 𝑀 – несверхразрешимая подгруппа
Шмидта группы 𝑉 . Тогда по условию теоремы 𝑀 является слабой CAP𝑝-подгруп-
пой в 𝐺. Значит, найдется такой композиционный ряд

1 = 𝐺0 < 𝐺1 < · · · < 𝐺𝑛 = 𝐺

в 𝐺, что 𝑀 либо покрывает, либо изолирует каждую такую максимальную пару
(𝐾1, 𝐻1) из 𝐺, что 𝐺𝑖−1 6 𝐾1 < 𝐻1 6 𝐺𝑖 для некоторого 𝑖, где 𝑝 делит |𝐺𝑖/𝐺𝑖−1|
и 𝐻1 не 𝑝-разрешима. Рассмотрим ряд

1 = 𝐺0 ∩ 𝑉 6 𝐺1 ∩ 𝑉 6 · · · 6 𝐺𝑛 ∩ 𝑉 = 𝑉.

Пусть (𝐾, 𝐻) – такая максимальная пара, что

𝐺𝑖−1 ∩ 𝑉 6 𝐾 < 𝐻 6 𝐺𝑖 ∩ 𝑉,

где 𝑝 делит |(𝐺𝑖 ∩ 𝑉 )/(𝐺𝑖−1 ∩ 𝑉 )| и 𝐻 не 𝑝-разрешима. Тогда 𝐾𝐺𝑖−1 ̸= 𝐻𝐺𝑖−1

(в противном случае

𝐻 = 𝐻 ∩𝐻𝐺𝑖−1 = 𝐻 ∩𝐾𝐺𝑖−1 = 𝐾(𝐻 ∩𝐺𝑖−1) 6 𝐾(𝑉 ∩𝐺𝑖−1) 6 𝐾,

что противоречит выбору пары (𝐾, 𝐻)). Значит, 𝐺𝑖−1 не покрывает пару (𝐾, 𝐻).
Но так как 𝐺𝑖−1 – нормальная подгруппа в 𝐺𝑖, то 𝐺𝑖−1 изолирует (𝐾, 𝐻). Сле-
довательно, по лемме 2.1 (𝐺𝑖−1𝐾, 𝐺𝑖−1𝐻) – максимальная пара в 𝐺𝑖. Кроме того,
𝐺𝑖−1 6 𝐺𝑖−1𝐾 < 𝐺𝑖−1𝐻 6 𝐺𝑖. Так как

𝐺𝑖 ∩ 𝑉/𝐺𝑖−1 ∩ 𝑉 ≃ (𝐺𝑖 ∩ 𝑉 )𝐺𝑖−1/𝐺𝑖−1,

то 𝑝 делит |𝐺𝑖/𝐺𝑖−1|, и поскольку 𝐻 не 𝑝-разрешима, то 𝐺𝑖−1𝐻 также не явля-
ется 𝑝-разрешимой. Следовательно, по условию теоремы 𝑀 либо покрывает, либо
изолирует (𝐺𝑖−1𝐾, 𝐺𝑖−1𝐻). Если 𝑀 изолирует (𝐺𝑖−1𝐾, 𝐺𝑖−1𝐻), то 𝑀 ∩ 𝐺𝑖−1𝐾 =
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𝑀 ∩𝐺𝑖−1𝐻, и поэтому

𝑀 ∩𝐾 = 𝑀 ∩𝐾(𝑉 ∩𝐺𝑖−1) = 𝑀 ∩ 𝑉 ∩𝐺𝑖−1𝐾

= 𝑀 ∩ 𝑉 ∩𝐺𝑖−1𝐻 = 𝑀 ∩𝐻(𝑉 ∩𝐺𝑖−1) = 𝑀 ∩𝐻,

т.е. 𝑀 изолирует (𝐾, 𝐻). Если 𝑀 покрывает (𝐺𝑖−1𝐾, 𝐺𝑖−1𝐻), то имеем 𝑀𝐺𝑖−1𝐾 =
𝑀𝐺𝑖−1𝐻, и поэтому

𝑀𝐻 = 𝑀(𝑉 ∩𝐺𝑖−1𝐻) = 𝑉 ∩𝑀𝐺𝑖−1𝐻 = 𝑉 ∩𝑀𝐺𝑖−1𝐾 = 𝑀(𝐺𝑖−1𝐾 ∩ 𝑉 ) = 𝑀𝐾,

т.е. 𝑀 покрывает (𝐾, 𝐻). Таким образом, условие теоремы справедливо для под-
групп группы 𝐺. Следовательно, согласно выбору группы 𝐺 все подгруппы из 𝐺
𝑝-разрешимы. Понятно, что 𝐺 не 𝑞-нильпотентна, где 𝑞 – наименьший простой
делитель |𝐺|, и поэтому ввиду [12; IV, теорема 5.4] в 𝐺 существует 𝑞-замкнутая под-
группа Шмидта 𝐻. Пусть 𝑄 – нильпотентный корадикал группы 𝐻. По [1; теоре-
ма 26.1] получаем, что 𝑄 – нормальная силовская 𝑞-подгруппа группы 𝐻 и 𝑄/Φ(𝑄) –
нецентральный главный фактор из 𝐻. Если 𝐻 сверхразрешима, то |𝑄/Φ(𝑄)| = 𝑞
и |𝐻/𝐶𝐻(𝑄/Φ(𝑄))| делит 𝑞 − 1. Следовательно, 𝐶𝐻(𝑄/Φ(𝑄)) = 𝐻; противоречие.
Поэтому 𝐻 не является сверхразрешимой. Предположим, что группа 𝐺 проста.
Тогда в 𝐺 существует единственный композиционный ряд 1 < 𝐺. По условию тео-
ремы (7) 𝐻 либо покрывает, либо изолирует каждую такую максимальную пару
(𝑈, 𝑊 ) из 𝐺, что 𝑊 не 𝑝-разрешима, что ввиду леммы 2.4 приводит к противоре-
чию. Следовательно, группа 𝐺 не является простой.

Пусть 𝑀 – такая максимальная нормальная подгруппа группы 𝐺, что 𝐺/𝑀 не
является абелевой и 𝑝 делит |𝐺/𝑀 |. Пусть 𝐿 – собственная субнормальная подгруп-
па из 𝐺. Тогда 𝐿 6 𝑀 . Действительно, если 𝐿 
 𝑀 , то 𝐺 = 𝑀𝐿 𝑝-разрешима,
что противоречит выбору группы 𝐺. Предположим, что 𝑀 ̸= Φ(𝐺). Тогда в 𝐺
найдется такая максимальная подгруппа 𝐸, что 𝐸𝑀 = 𝐺. Но так как подгруппы 𝐸
и 𝑀 𝑝-разрешимы, то 𝐺 также 𝑝-разрешима. Это противоречие показывает, что
𝑀 = Φ(𝐺).

Пусть 𝐻 6 𝐸, где 𝐸 – максимальная подгруппа из 𝐺. Так как 𝑀 = Φ(𝐺), то
по условию теоремы 𝐻 либо покрывает, либо изолирует (𝐸𝑥, 𝐺) для всякого 𝑥 ∈ 𝐺.
Если 𝐻 покрывает (𝐸𝑥, 𝐺) для некоторого 𝑥, то 𝐻𝐸𝑥 = 𝐺, и поэтому 𝐸𝐸𝑥 = 𝐺, что
противоречит лемме 2.3. Следовательно, 𝐻 изолирует пару (𝐸𝑥, 𝐺) для всех 𝑥 ∈ 𝐺,
т.е. 𝐻 6 𝐸𝑥 для всякого 𝑥 ∈ 𝐺. Поскольку 𝑀 = Φ(𝐺) 6 𝐸 и 𝐸𝐺 – наибольшая
нормальная подгруппа из 𝐺, содержащаяся в 𝐸, то 𝐸𝐺 = 𝑀 . Значит, 𝐻 6 𝐸𝐺 =
𝑀 = Φ(𝐺), и, следовательно, 𝐻 нильпотентна, что противоречит выбору подгруп-
пы 𝐻. Следовательно, (7) ⇒ (1). Теорема доказана.

Мы говорим, что подгруппа 𝐴 группы 𝐺 является слабой CAP-подгруппой в 𝐺,
если она является слабой CAP𝑝-подгруппой в 𝐺 для всякого простого делителя 𝑝
порядка группы 𝐺.

Следствие 3.2. Пусть 𝐺 – группа. Следующие утверждения эквивалентны:
(1) 𝐺 разрешима;
(2) каждая подгруппа из 𝐺 является слабой CAP-подгруппой в 𝐺;
(3) каждая максимальная подгруппа из 𝐺 является слабой CAP-подгруппой в 𝐺;
(4) каждая 2-максимальная подгруппа из 𝐺 является слабой CAP-подгруппой

в 𝐺;
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(5) каждая силовская подгруппа из 𝐺 является слабой CAP-подгруппой в 𝐺;
(6) в 𝐺 существует такая разрешимая максимальная подгруппа 𝑀 , что 𝑀

является слабой CAP-подгруппой в 𝐺;
(7) каждая несверхразрешимая подгруппа Шмидта из 𝐺 является слабой CAP-

подгруппой в 𝐺;
(8) каждая максимальная подгруппа каждой силовской подгруппы из 𝐺 явля-

ется слабой CAP-подгруппой в 𝐺.

Доказательство. Ввиду теоремы 3.1 нам нужно лишь доказать импликации
(6) ⇒ (1) и (8) ⇒ (1). Предположим, что импликация (6) ⇒ (1) не верна, и пусть
𝐺 – контрпример минимального порядка. Пусть 𝑁 – минимальная нормальная под-
группа из 𝐺. Если 𝑁 
 𝑀 , то 𝐺 = 𝑁𝑀 , и поэтому 𝐺/𝑁 = 𝑁𝑀/𝑁 ≃ 𝑀/𝑀 ∩ 𝑁
разрешима. Пусть 𝑁 6 𝑀 . Тогда 𝑀/𝑁 – разрешимая максимальная подгруппа
в 𝐺/𝑁 . Как и при доказательстве импликации (3) ⇒ (1) теоремы 3.1, можно пока-
зать, что 𝑀/𝑁 является слабой CAP-подгруппой в 𝐺/𝑁 . Следовательно, для 𝐺/𝑁
справедливо условие следствия, и поэтому по выбору группы 𝐺 факторгруппа 𝐺/𝑁
разрешима. Значит, 𝑁 – единственная минимальная нормальная подгруппа в 𝐺, 𝑁
не является абелевой и 𝐺 = 𝑁𝑀 . Если 𝑁 ∩ 𝑀 = 1, то 𝐺 = [𝑁 ]𝑀 , и поэтому по
лемме 2.8 𝑁 – абелева группа. Но тогда 𝐺 разрешима, что противоречит выбо-
ру группы 𝐺. Полученное противоречие показывает, что 𝑀 ∩ 𝑁 ̸= 1, что ввиду
леммы 2.4 так же, как и при доказательстве импликации (3) ⇒ (1) в теореме 3.1,
приводит к противоречию.

(8) ⇒ (1) Предположим, что это не так, и пусть 𝐺 – контрпример минимально-
го порядка. Пусть 𝑃 – силовская 𝑝-подгруппа из 𝐺, где 𝑝 – наименьший простой
делитель |𝐺|, и 𝑉 – максимальная подгруппа из 𝑃 . Пусть

1 = 𝐺0 < 𝐺1 < · · · < 𝐺𝑛 = 𝐺

– такой композиционный ряд из 𝐺, что 𝑉 либо покрывает, либо изолирует каждую
такую максимальную пару (𝐾, 𝐻) из 𝐺, что 𝐺𝑖−1 6 𝐾 < 𝐻 6 𝐺𝑖 для некоторого 𝑖
и 𝐻 не является разрешимой. Прежде предположим, что 𝐺1 не является абеле-
вой. Тогда 𝑝 делит |𝐺1| и для силовской 𝑝-подгруппы 𝑊 из 𝐺1 имеем 𝑊 ̸= 𝐺1. Не
нарушая общности доказательства, можем предполагать, что 𝑉 ∩ 𝐺1 6 𝑊 . Если
𝑉 ∩𝑊 = 1, то, так как 𝑉 максимальна в 𝑃 , |𝑊 | = 𝑝. Следовательно, 𝐺1 𝑝-ниль-
потентна по [12; V, теорема 2.8], что противоречит минимальности 𝐺1. Следова-
тельно, 𝑉 ∩ 𝑊 ̸= 1, что ввиду лемм 2.2 и 2.4 приводит к противоречию. Значит,
𝐺1 – 𝑞-группа для некоторого простого числа 𝑞. Следовательно, 𝑂𝑞(𝐺) ̸= 1 по [13].
Если 𝑁 – минимальная нормальная подгруппа из 𝐺, содержащаяся в 𝑂𝑞(𝐺), то так
же, как в доказательстве импликации (7) ⇒ (1) в теореме 3.1, можно показать, что
условие теоремы справедливо для 𝐺/𝑁 . Поэтому 𝐺/𝑁 разрешима по выбору груп-
пы 𝐺. Но тогда группа 𝐺 также разрешима. Полученное противоречие завершает
доказательство импликации (8) ⇒ (1).

Следствие 3.3 (Го, Шам [10]). Группа 𝐺 разрешима тогда и только тогда,
когда каждая максимальная подгруппа из 𝐺 является CAP-подгруппой в 𝐺.

Следствие 3.4 (Фан, Го, Шам [14]). Группа 𝐺 разрешима тогда и только тог-
да, когда каждая максимальная подгруппа из 𝐺 является частичной CAP-подгруп-
пой в 𝐺.
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Пусть 𝐻 – подгруппа группы 𝐺. 𝐻 называется 𝑐-нормальной [15] в 𝐺, если най-
дется такая нормальная подгруппа 𝑁 из 𝐺, что 𝐺 = 𝐻𝑁 и 𝐻∩𝑁 6 𝐻𝐺. Легко заме-
тить, что 𝑐-нормальная подгруппа группы 𝐺 является частичной CAP-подгруппой
в 𝐺.

Следствие 3.5 (Ванг [15]). Группа 𝐺 разрешима тогда и только тогда, когда
каждая максимальная подгруппа группы 𝐺 𝑐-нормальна в 𝐺.

Следствие 3.6 (Го, Шам [10]). Если каждая 2-максимальная подгруппа груп-
пы 𝐺 является CAP-подгруппой в 𝐺, то 𝐺 разрешима.

Следствие 3.7 (Фан, Го, Шам [14]). Если каждая 2-максимальная подгруппа
группы 𝐺 является частичной CAP-подгруппой в 𝐺, то группа 𝐺 разрешима.

Следствие 3.8 (Го, Шам [10]). Группа 𝐺 разрешима тогда и только тогда,
когда в 𝐺 найдется такая максимальная подгруппа 𝑀 , что 𝑀 – разрешимая
CAP-подгруппа в 𝐺.

Следствие 3.9 (Ванг [15]). Группа 𝐺 разрешима тогда и только тогда, когда
в 𝐺 найдется такая максимальная подгруппа 𝑀 , что 𝑀 – разрешимая 𝑐-нормаль-
ная подгруппа в 𝐺.

Следствие 3.10 (Го, Шам [10]). Группа 𝐺 разрешима тогда и только тогда,
когда каждая силовская подгруппа из 𝐺 является CAP-подгруппой в 𝐺.

Следствие 3.11 (Фан, Го, Шам [14]). Группа 𝐺 разрешима тогда и только
тогда, когда каждая силовская подгруппа из 𝐺 является частичной CAP-подгруп-
пой в 𝐺.

4. Критерии 𝑝-сверхразрешимости и сверхразрешимости групп. Пусть
𝐴, 𝐾 и 𝐻 – подгруппы группы 𝐺 и 𝐾 6 𝐻. Мы говорим, что 𝐴 условно покрывает
или изолирует пару (𝐾, 𝐻), если найдется такой элемент ℎ ∈ 𝐻, что 𝐴 покрывает
или изолирует пару (𝐾ℎ, 𝐻).

В работе [11] Эскуэрро получил характеризации 𝑝-сверхразрешимых групп в тер-
минах CAP-подгрупп. В этом разделе мы даем новые характеризации для 𝑝-сверх-
разрешимых, 𝑝-нильпотентных и сверхразрешимых групп в терминах условного
покрытия и изолирования максимальных пар.

Teopeма 4.1. Пусть 𝐺 – группа и 𝑝 – простое число. Следующие утверждения
эквивалентны:

(1) 𝐺 𝑝-сверхразрешима;
(2) каждая подгруппа из 𝐺 условно покрывает или изолирует каждую такую

максимальную пару (𝐾, 𝐻) из 𝐺, что 𝑝 делит |𝐻 : 𝐾|;
(3) 𝐺 𝑝-разрешима и всякая субнормальная подгруппа из 𝐺 покрывает или изо-

лирует каждую такую максимальную пару (𝐾, 𝐻) из 𝐺, что 𝑝 делит |𝐻 : 𝐾|;
(4) 𝐺 𝑝-разрешима и всякая ∩-неразложимая подгруппа из 𝐺 условно покрывает

или изолирует каждую такую максимальную пару (𝐾, 𝐻) из 𝐺, что 𝑝 делит
|𝐻 : 𝐾|.

Доказательство. (1) ⇒ (2) Предположим, что это не так, и пусть 𝐺 – контр-
пример минимального порядка. Пусть 𝐴 – некоторая подгруппа группы 𝐺 и (𝐾, 𝐻) –
такая максимальная пара из 𝐺, что 𝑝 делит |𝐻 : 𝐾|. Тогда |𝐻 : 𝐾| = 𝑝. Если 𝐻 < 𝐺,
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то по выбору группы 𝐺 подгруппа 𝐴∩𝐻 условно покрывает или изолирует (𝐾, 𝐻),
т.е. найдется такой ℎ ∈ 𝐻, что 𝐴∩𝐻 покрывает или изолирует (𝐾ℎ, 𝐻). Если 𝐴∩𝐻
покрывает (𝐾ℎ, 𝐻), то 𝐾ℎ(𝐴 ∩ 𝐻) = 𝐻(𝐴 ∩ 𝐻) = 𝐻, откуда 𝐾ℎ𝐴 = 𝐻𝐴, т.е. 𝐴
покрывает (𝐾ℎ, 𝐻). Если 𝐴∩𝐻 изолирует (𝐾ℎ, 𝐻), то (𝐴∩𝐻)∩𝐻 = (𝐴∩𝐻)∩𝐾ℎ,
и поэтому 𝐴 ∩𝐻 = 𝐴 ∩𝐾ℎ, т.е. 𝐴 изолирует (𝐾ℎ, 𝐻). Поэтому мы можем предпо-
лагать, что 𝐻 = 𝐺 и 𝐾 – максимальная подгруппа в 𝐺.

Прежде предположим, что 𝐾𝐺 = 1. Тогда 𝐺 – примитивная группа. Пусть
𝑁 – минимальная нормальная подгруппа группы 𝐺. Тогда 𝑁𝐾 = 𝐺, и поэтому
|𝐺 : 𝐾| = 𝑝 делит |𝑁 |. Так как 𝐺 𝑝-сверхразрешима, то |𝑁 | = 𝑝. Кроме того,
𝐶𝐺(𝑁) = 𝑁 по [2; A, теорема 15.2]. Следовательно,

𝐾 ≃ 𝑁𝐾/𝑁 = 𝐺/𝑁 = 𝐺/𝐶𝐺(𝑁) 6 Aut(𝑁),

где |Aut(𝑁)| = 𝑝− 1. Следовательно, 𝑝 не делит |𝐾|. Поэтому 𝐾 является 𝑝′-холло-
вой подгруппой группы 𝐺. Если 𝑝 делит |𝐴|, то

|𝐴𝐾| = |𝐴||𝐾|/|𝐴 ∩𝐾| > |𝐾|𝑝 = |𝐺|.

Следовательно, 𝐴𝐾 = 𝐺, т.е. 𝐴 покрывает (𝐾, 𝐺). Если 𝑝 не делит |𝐴|, то по теореме
Холла–Чунихина [12; VI, теорема 1.7] найдется такой элемент 𝑔 ∈ 𝐺, что 𝐴 6 𝐾𝑔,
т.е. 𝐴 условно изолирует (𝐾, 𝐺).

Предположим теперь, что 𝐾𝐺 ̸= 1. Тогда согласно выбору группы 𝐺 𝐴𝐾𝐺/𝐾𝐺

условно покрывает или изолирует (𝐾/𝐾𝐺, 𝐺/𝐾𝐺). Следовательно, найдется такой
𝑔𝐾𝐺 ∈ 𝐺/𝐾𝐺, что 𝐴𝐾𝐺/𝐾𝐺 покрывает или изолирует ((𝐾/𝐾𝐺)𝑔𝐾𝐺 , 𝐺/𝐾𝐺). Если
𝐴𝐾𝐺/𝐾𝐺 покрывает ((𝐾/𝐾𝐺)𝑔𝐾𝐺 , 𝐺/𝐾𝐺), то (𝐴𝐾𝐺/𝐾𝐺)(𝐾/𝐾𝐺)𝑔𝐾𝐺 = 𝐺/𝐾𝐺. Сле-
довательно, 𝐴𝐾𝐺𝐾𝑔 = 𝐴𝐾𝑔 = 𝐺, и поэтому 𝐴 покрывает (𝐾𝑔, 𝐺). Если 𝐴𝐾𝐺/𝐾𝐺

изолирует ((𝐾/𝐾𝐺)𝑔𝐾𝐺 , 𝐺/𝐾𝐺), то (𝐴𝐾𝐺/𝐾𝐺) ∩ (𝐾/𝐾𝐺)𝑔𝐾𝐺 = 𝐴𝐾𝐺/𝐾𝐺. Следова-
тельно, 𝐴 ∩ 𝐾𝑔 = 𝐴, т.е. 𝐴 изолирует (𝐾𝑔, 𝐺). Это показывает, что каждая под-
группа группы 𝐺 условно покрывает или изолирует каждую такую максимальную
пару (𝐾, 𝐻) из 𝐺, что 𝑝 делит |𝐻 : 𝐾|, что противоречит выбору группы 𝐺. Таким
образом, (1) ⇒ (2).

(2) ⇒ (1) Предположим, что это не так, и пусть 𝐺 – контрпример минимально-
го порядка. Прежде покажем, что условие теоремы переносится на факторгруппы
группы 𝐺. Действительно, пусть 𝑁 – произвольная минимальная нормальная под-
группа группы 𝐺, 𝐴/𝑁 – произвольная подгруппа из 𝐺/𝑁 и (𝐾/𝑁, 𝐻/𝑁) – такая
максимальная пара из 𝐺/𝑁 , что 𝑝 делит |𝐻/𝑁 : 𝐾/𝑁 | = |𝐻 : 𝐾|. Тогда по усло-
вию 𝐴 условно покрывает или изолирует пару (𝐾, 𝐻), т.е. найдется такой 𝑥 ∈ 𝐻,
что либо 𝐴𝐾𝑥 = 𝐴𝐻, либо 𝐴 ∩𝐾𝑥 = 𝐴 ∩𝐻. В первом случае получаем, что

(𝐴/𝑁)(𝐾/𝑁)𝑥𝑁 = (𝐴/𝑁)(𝐻/𝑁) (𝑥𝑁 ∈ 𝐻/𝑁),

т.е. 𝐴/𝑁 покрывает пару ((𝐾/𝑁)𝑥𝑁 , 𝐻/𝑁). Во втором случае имеет место

(𝐴/𝑁) ∩ (𝐾/𝑁)𝑥𝑁 = (𝐴/𝑁) ∩ (𝐻/𝑁),

т.е. 𝐴/𝑁 изолирует пару ((𝐾/𝑁)𝑥𝑁 , 𝐻/𝑁). Следовательно, в 𝐺 существует един-
ственная минимальная нормальная подгруппа 𝑁 , причем 𝑁 
 Φ(𝐺) и 𝑁 – нецикли-
ческая 𝑝-группа. Следовательно, найдется такая максимальная подгруппа 𝑀 груп-
пы 𝐺, что 𝐺 = [𝑁 ]𝑀 . Пусть 𝐿 – подгруппа порядка 𝑝 из 𝑁 . Тогда, очевидно,
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𝐿 не изолирует максимальную пару (𝑀𝑥, 𝐺) при любом 𝑥 ∈ 𝐺. Так как 𝑝 делит
|𝐺 : 𝑀 |, существует такой элемент 𝑥 ∈ 𝐺, что 𝐿 покрывает пару (𝑀𝑥, 𝐺), и поэтому
𝐿𝑀𝑥 = 𝐺. Следовательно, |𝐺 : 𝑀𝑥| = |𝐺 : 𝑀 | = |𝐿| = |𝑁 | = 𝑝. Это противоречие
завершает доказательство импликации (2) ⇒ (1).

(1) ⇒ (3) Пусть 𝑉 – произвольная субнормальная подгруппа из 𝐺 и (𝐾, 𝐻) –
такая максимальная пара из 𝐺, что 𝑝 делит |𝐻 : 𝐾|. Тогда |𝐻 : 𝐾| = 𝑝 и 𝑉 ∩ 𝐻
субнормальна в 𝐻. Следовательно, не нарушая общности доказательства, можем
предполагать, что 𝐻 = 𝐺. Тогда 𝐾 – максимальная подгруппа в 𝐺. Предположим,
что 𝑉 
 𝐾. Если 𝐾𝐺 ̸= 1, то по индукции 𝑉 𝐾𝐺/𝐾𝐺 покрывает (𝐾/𝐾𝐺, 𝐺/𝐾𝐺).
Поэтому (𝐾𝐺𝑉/𝐾𝐺)(𝐾/𝐾𝐺) = 𝐺/𝐾𝐺 и, следовательно, 𝑉 𝐾 = 𝐺, т.е. 𝑉 покрывает
(𝐾, 𝐺). Предположим теперь, что 𝐾𝐺 = 1. Тогда 𝐺 – примитивная группа. Пусть
𝑁 – минимальная нормальная подгруппа в 𝐺. Так как 𝐾𝐺 = 1, то 𝐺 = 𝑁𝐾.
Так как 𝐺 𝑝-сверхразрешима и 𝑝 делит |𝑁 |, то |𝑁 | = 𝑝. Так как 𝐺 примитивна,
то 𝐶𝐺(𝑁) = 𝑁 . Следовательно, 𝐺 = [𝑁 ]𝐾 и 𝐾 ≃ 𝐺/𝐶𝐺(𝑁) – абелева группа
экспоненты, делящей 𝑝−1. Поэтому 𝐾 – 𝑝′-холлова подгруппа группы 𝐺 и |𝐺 : 𝐾| =
𝑝. Если 𝑝 не делит |𝑉 |, то 𝑉 ⊆ 𝑂𝑝′(𝐺), и поэтому 𝑂𝑝′(𝐺) ̸⊆ 𝐾. Тогда 𝐺 = 𝐾𝑂𝑝′(𝐺),
и, следовательно, |𝐺 : 𝐾| ≠ 𝑝; противоречие. Поэтому 𝑝 делит |𝑉 |. Значит,

|𝑉 𝐾| = |𝑉 ||𝐾|/|𝑉 ∩𝐾| > |𝐾|𝑝 = |𝐺|,

и, следовательно, 𝑉 𝐾 = 𝐺, т.е. 𝑉 покрывает (𝐾, 𝐺). Таким образом, (1) ⇒ (3).

(3) ⇒ (1) Предположим, что это не так, и пусть 𝐺 – контрпример минимального
порядка. Понятно, что условие (3) сохраняется в любой факторгруппе грппы 𝐺 (см.
доказательство импликации (2) ⇒ (1)). Поэтому в группе 𝐺 существует лишь един-
ственная минимальная нормальная подгруппа 𝑁 , 𝑁 
 Φ(𝐺) и 𝑁 – нециклическая
𝑝-группа. Следовательно, 𝐺 = [𝑁 ]𝑀 для некоторой максимальной подгруппы 𝑀
из 𝐺 и 𝑁 = 𝐶𝐺(𝑁) = 𝑂𝑝(𝐺). Пусть 𝐿 – минимальная нормальная подгруппа из 𝑁 .
Тогда 𝐿 ̸= 𝑁 и по условию теоремы 𝐿 покрывает или изолирует (𝑀,𝐺). Так как
𝑁 ∩𝑀 = 1, то 𝐿 не изолирует (𝑀,𝐺). Поэтому 𝐿 покрывает (𝑀, 𝐺). Следовательно,
𝑀𝐿 = 𝐺, и поэтому |𝑁 | = |𝐺 : 𝑀 | 6 |𝐿| < |𝑁 |; противоречие. Следовательно, 𝐺
𝑝-сверхразрешима.

(4) ⇒ (1) Предположим, что это не так, и пусть 𝐺 – контрпример минимального
порядка. Пусть 𝐸 – подгруппа из 𝐺 и 𝑉 – ∩-неразложимая подгруппа из 𝐸. Тогда по
лемме 2.5 найдется такая ∩-неразложимая подгруппа 𝑋 из 𝐺, что 𝑉 = 𝐸∩𝑋. Пусть
(𝐾, 𝐻) – такая максимальная пара из 𝐸, что 𝑝 делит |𝐻 : 𝐾|. Тогда существует такой
элемент ℎ ∈ 𝐻, что 𝑋 покрывает или изолирует (𝐾ℎ, 𝐻). Если 𝑋 покрывает пару
(𝐾ℎ, 𝐻), то 𝑋𝐾ℎ = 𝑋𝐻, поэтому

𝐾ℎ𝑉 = 𝐾ℎ(𝐸 ∩𝑋) = 𝐸 ∩𝑋𝐾ℎ = 𝐸 ∩𝑋𝐻 = 𝐻(𝐸 ∩𝑋) = 𝐻𝑉,

т.е. 𝑉 покрывает (𝐾ℎ, 𝐻). Если 𝑋 изолирует пару (𝐾ℎ, 𝐻), т.е. 𝑋 ∩𝐻 6 𝐾ℎ, то

𝑉 ∩𝐻 = 𝑋 ∩ 𝐸 ∩𝐻 = 𝑋 ∩𝐻 6 𝐾ℎ,

т.е. 𝑉 изолирует (𝐾ℎ, 𝐻). Таким образом, условие теоремы справедливо для под-
групп группы 𝐺. Следовательно, все максимальные подгруппы из 𝐺 𝑝-сверхразре-
шимы по выбору группы 𝐺.
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Пусть 𝑁 – произвольная минимальная нормальная подгруппа из 𝐺. Легко видеть,
что условие теоремы сохраняется для 𝐺/𝑁 . Следовательно, 𝐺/𝑁 𝑝-сверхразрешима
по выбору группы 𝐺. Так как класс всех 𝑝-сверхразрешимых групп является насы-
щенной формацией, то 𝑁 – единственная минимальная нормальная подгруппа из 𝐺,
𝑁 
 Φ(𝐺) и 𝑁 – нециклическая 𝑝-группа. Пусть 𝑀 – такая максимальная подгруп-
па из 𝐺, что 𝑁 
 𝑀 . Тогда 𝐺 = [𝑁 ]𝑀 и 𝑀𝐺 = 1. Следовательно, 𝑁 = 𝐶𝐺(𝑁) по [2;
A, теорема 15.2] и 𝑀 𝑝-сверхразрешима.

(a) 𝑁 – максимальная подгруппа силовской 𝑝-подгруппы 𝑃 группы 𝐺.
Прежде покажем, что 𝑁 ̸= 𝑃 . Предположим, что 𝑁 = 𝑃 и 𝑉 – максимальная

подгруппа из 𝑁 . Тогда 𝑉 – ∩-неразложимая подгруппа в 𝑁 , поэтому по лемме 2.5
найдется такая ∩-неразложимая подгруппа 𝑋 из 𝐺, что 𝑉 = 𝑋 ∩𝑁 . Тогда 𝑁 
 𝑋.
По условию теоремы существует такой элемент 𝑥 ∈ 𝐺, что 𝑋 покрывает или изо-
лирует (𝑀𝑥, 𝐺). Если 𝑋 покрывает (𝑀𝑥, 𝐺), т.е. 𝑋𝑀𝑥 = 𝐺, то 𝑋𝑀 = 𝐺 по лем-
ме 2.3. Поскольку 𝑁 = 𝑃 , то 𝑀 – 𝑝′-группа, и поэтому 𝑃 = 𝑁 6 𝑋. Полученное
противоречие показывает, что 𝑋 изолирует пару (𝑀𝑥, 𝐺), т.е. 𝑋 6 𝑀𝑥. Значит,
𝑉 6 𝑀𝑥. Но тогда 𝑉 = 1, а значит, 𝑁 – циклическая группа. Полученное противо-
речие показывает, что 𝑁 ̸= 𝑃 . Следовательно, 𝑝 делит |𝑀 |. Так как 𝑀 𝑝-сверхраз-
решима, в 𝑀 существует такая максимальная подгруппа 𝐸, что |𝑀 : 𝐸| = 𝑝. Так как
𝐺 = [𝑁 ]𝑀 , очевидно, 𝐸𝑁 ̸= 𝐺. Следовательно, 𝐸𝑁 𝑝-сверхразрешима. Кроме того,
𝑂𝑝′(𝐸𝑁) = 1, так как 𝐶𝐺(𝑁) = 𝑁 . По лемме 2.7 группа 𝐸𝑁 сверхразрешима. Сле-
довательно, так как 𝑁 = 𝐶𝐺(𝑁), силовская 𝑝-подгруппа 𝑃1 из 𝐸𝑁 нормальна в 𝐸𝑁 .
Очевидно также, что 𝑃1 – максимальная подгруппа некоторой силовской 𝑝-подгруп-
пы из 𝐺. Следовательно, 𝑃1 нормальна в 𝐺, так как по лемме 2.3 𝑃𝐸 = 𝐺 = 𝑃 𝑥𝐸
для любого 𝑥 ∈ 𝐺. Но так как 𝐶𝐺(𝑁) = 𝑁 и |𝑂𝑝(𝐺/𝑁)| = |𝑂𝑝(𝑀)| = 1, то 𝑁 = 𝑃1 –
максимальная подгруппа в 𝑃 .

(b) Каждая максимальная подгруппа 𝑉 из 𝑁 нормальна в некоторой силовской
𝑝-подгруппе из 𝐺.

Пусть 𝑋 – такая ∩-неразложимая подгруппа из 𝐺, что 𝑉 = 𝑋∩𝑁 . Тогда согласно
условию найдется такой элемент 𝑥 ∈ 𝐺, что 𝑋 покрывает или изолирует (𝑀𝑥, 𝐺).
Если 𝑋 покрывает (𝑀𝑥, 𝐺), то выполнено 𝑋𝑀𝑥 = 𝐺 = 𝑋𝑀 по лемме 2.3. Соглас-
но (𝑎) |𝑀𝑝| = 𝑝, где 𝑀𝑝 – силовская 𝑝-подгруппа из 𝑀 . Следовательно, каждая
силовская 𝑝-подгруппа из 𝑋 является максимальной подгруппой в некоторой силов-
ской 𝑝-подгруппе из 𝐺. Пусть 𝑉 6 𝑋𝑝, где 𝑋𝑝 – силовская 𝑝-подгруппа из 𝑋. Тогда
𝑋𝑝 – максимальная подгруппа некоторой силовской 𝑝-подгруппы 𝐺𝑝 из 𝐺. Следо-
вательно, 𝑋𝑝 нормальна в 𝐺𝑝. Поэтому 𝑉 = 𝑁 ∩ 𝑋 = 𝑁 ∩ 𝑋𝑝 нормальна в 𝐺𝑝.
Заметим, наконец, что поскольку 𝑉 ̸= 1 и 𝑉 6 𝑋, то 𝑋 не может изолировать пару
(𝑀𝑥, 𝐺).

(c) Заключительное противоречие.
Пусть 𝐸 – 𝑝′-холлова подгруппа группы 𝑀 . Тогда 𝑆 = 𝑁𝐸 < 𝐺 𝑝-сверхразреши-

ма. Так как 𝑁 = 𝐶𝐺(𝑁), то 𝑂𝑝′(𝑆) = 1. Следовательно, 𝐸𝑁 сверхразрешима по
лемме 2.7. Поэтому некоторая максимальная подгруппа 𝑉 из 𝑁 нормальна в 𝑆.
Кроме того, согласно (𝑏), существует такая силовская 𝑝-подгруппа 𝐺𝑝 в 𝐺, что 𝐺𝑝 6
𝑁𝐺(𝑉 ). Следовательно, 𝐺 = 𝑆𝐺𝑝 6 𝑁𝐺(𝑉 ), что противоречит минимальности 𝑁 .
Теорема доказана.

Следствие 4.2. Пусть 𝐺 – группа, 𝑝 – наименьший простой делитель |𝐺|.
Группа 𝐺 𝑝-нильпотентна тогда и только тогда, когда каждая подгруппа из 𝐺
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условно покрывает или изолирует каждую такую максимальную пару (𝐾, 𝐻) из 𝐺,
что 𝑝 делит |𝐻 : 𝐾|.

Доказательство. Так как 𝑝 – наименьший простой делитель |𝐺|, группа 𝐺
𝑝-нильпотентна тогда и только тогда, когда 𝐺 𝑝-сверхразрешима. Следовательно,
утверждение следствия прямо следует из теоремы 4.1.

Следствие 4.3. Пусть 𝐺 – группа. Следующие утверждения эквивалентны:
(1) 𝐺 сверхразрешима;
(2) каждая подгруппа из 𝐺 условно покрывает или изолирует каждую макси-

мальную пару из 𝐺;
(3) каждая ∩-неразложимая подгруппа из 𝐺 условно покрывает или изолирует

каждую максимальную пару из 𝐺;
(4) каждая циклическая подгруппа простого порядка или порядка 4 из 𝐺 условно

покрывает или изолирует каждую максимальную пару из 𝐺;
(5) 𝐺 разрешима и каждая субнормальная подгруппа из 𝐺 покрывает или изо-

лирует каждую максимальную пару из 𝐺.

Доказательство. Ввиду теоремы 4.1 нам нужно лишь доказать импликации
(3) ⇒ (1) и (4) ⇒ (1).

(3) ⇒ (1) По индукции каждая максимальная подгруппа из 𝐺 сверхразрешима.
Поэтому по [1; теорема 26.3] группа 𝐺 разрешима. Тогда по теореме 4.1 группа 𝐺
сверхразрешима.

(4) ⇒ (1) Предположим, что это не так, и пусть 𝐺 – контрпример минимально-
го порядка. Очевидно, что условие теоремы справедливо для каждой подгруппы
из 𝐺. Следовательно, 𝐺 – минимальная несверхразрешимая группа. Поэтому по [1;
теорема 26.3] справедливы следующие утверждения:

(a) 𝐺 разрешима;
(b) 𝐺𝒰 – силовская 𝑝-подгруппа из 𝐺 для некоторого простого числа 𝑝, деля-

щего |𝐺|;
(c) 𝐺𝒰/Φ(𝐺𝒰 ) – нециклический главный фактор из 𝐺;
(d) если 𝑝 > 2, то 𝐺𝒰 – группа экспоненты 𝑝, а если 𝑝 = 2, то экспонента груп-

пы 𝐺𝒰 делит 4.
Пусть 𝑃 = 𝐺𝒰 и 𝑋/Φ(𝑃 ) – подгруппа из 𝑃/Φ(𝑃 ) порядка 𝑝. Пусть 𝑥 ∈ 𝑋�Φ(𝑃 ) и
𝐿 = ⟨𝑥⟩. Тогда либо |𝐿| = 𝑝, либо |𝐿| = 4. Тогда согласно гипотезе (4) получаем,
что 𝐿 условно покрывает или изолирует каждую максимальную пару из 𝐺. Так
как 𝒰 – насыщенная формация и 𝐺/𝐺𝒰 сверхразрешима, то 𝑃 
 Φ(𝐺). Пусть 𝑀 –
такая максимальная подгруппа из 𝐺, что 𝑃𝑀 = 𝐺. Тогда 𝐿 условно покрывает
или изолирует пару (𝑀,𝐺). Следовательно, существует такой элемент ℎ ∈ 𝐺, что 𝐿
либо покрывает, либо изолирует (𝑀ℎ, 𝐺). По [2; A, теорема 9.2(e)] имеет место
Φ(𝑃 ) 6 Φ(𝐺). Следовательно, Φ(𝑃 ) 6 𝑀ℎ. Тогда 𝐺/Φ(𝑃 ) = [𝑃/Φ(𝑃 )](𝑀ℎ/Φ(𝑃 )).
Так как 𝐿 
 Φ(𝑃 ), то 𝐿 
 𝑀ℎ. Это показывает, что 𝐿 не изолирует (𝑀ℎ, 𝐺).
Следовательно, 𝐿𝑀ℎ = 𝐿𝑀 = 𝐺. Тогда |𝑃/Φ(𝑃 )| = |𝐺 : 𝑀 | = 𝑝, что противоречит
тому, что 𝑃/Φ(𝑃 ) – нециклический фактор. Таким образом, (4) ⇒ (1).

Следуя [16], мы будем использовать символ 𝑍𝒰Φ(𝐺) для обозначения произве-
дения всех таких нормальных подгрупп из 𝐺, у которых все их нефраттиньевы
𝐺-главные факторы являются циклическими.
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Teopeма 4.4. Пусть 𝑋 6 𝐸 – разрешимые нормальные подгруппы группы 𝐺.
Предположим, что каждая максимальная подгруппа каждой силовской подгруппы
из 𝑋 условно покрывает или изолирует каждую максимальную пару (𝑀,𝐺), где
𝑀𝑋 = 𝐺. Если 𝑋 = 𝐸 или 𝑋 = 𝐹 (𝐸), то 𝐸 6 𝑍𝒰Φ(𝐺).

Доказательство. Прежде предположим, что 𝑋 = 𝐸. Предположим, что в этом
случае теорема не верна, и пусть (𝐺, 𝐸) – контрпример с минимальным |𝐺||𝐸|.
Прежде покажем, что 𝐸/𝑁 6 𝑍𝒰Φ(𝐺/𝑁) для всякой минимальной нормальной под-
группы 𝑁 из 𝐺, содержащейся в 𝐸. Действительно, ввиду выбора группы (𝐺, 𝐸)
нам нужно только проверить, что условие теоремы справедливо для (𝐺/𝑁,𝐸/𝑁).
Пусть 𝑁 – 𝑝-группа, 𝑄/𝑁 – силовская 𝑞-подгруппа из 𝐸/𝑁 и 𝑉/𝑁 – максималь-
ная подгруппа из 𝑄/𝑁 . Пусть 𝑇/𝑁 – такая максимальная подгруппа из 𝐺/𝑁 , что
(𝑇/𝑁)(𝐸/𝑁) = 𝐺/𝑁 . Тогда 𝑇𝐸 = 𝐺. Предположим, что 𝑞 ̸= 𝑝. Тогда 𝑉 = 𝑁𝑀 и
𝑄 = 𝑁𝑃 , где 𝑀 – силовская 𝑞-подгруппа из 𝑉 и 𝑃 – силовская 𝑞-подгруппа из 𝑄,
содержащая 𝑀 . Тогда 𝑃 – силовская 𝑞-подгруппа в 𝐸, поэтому существует такой
элемент 𝑥 ∈ 𝐺, что 𝑀 покрывает или изолирует пару (𝑇 𝑥, 𝐺). Если 𝑀 6 𝑇 𝑥, то

𝑉/𝑁 = 𝑁𝑀/𝑁 6 𝑇 𝑥/𝑁 = (𝑇/𝑁)𝑥𝑁 .

В противном случае 𝑀𝑇 𝑥 = 𝐺, что влечет (𝑀/𝑁)(𝑇/𝑁)𝑥𝑁 = 𝐺/𝑁 . Если 𝑞 = 𝑝, то
аналогично проверяется, что 𝑉/𝑁 условно покрывает или изолирует каждую мак-
симальную пару (𝑀/𝑁, 𝐺/𝑁), где (𝑀/𝑁)(𝐸/𝑁) = 𝐺/𝑁 . Поэтому 𝐸/𝑁 6 𝑍𝒰Φ(𝐺/𝑁)
для всякой минимальной нормальной подгруппы 𝑁 из 𝐺, содержащейся в 𝐸. Сле-
довательно, 𝑁 
 Φ(𝐺) и |𝑁 | > 𝑝 по выбору (𝐺, 𝐸).

Пусть 𝑀 – такая максимальная подгруппа в 𝐺, что 𝑁 
 𝑀 . Тогда 𝐺 = [𝑁 ]𝑀 и
𝐸 = [𝑁 ](𝐸 ∩𝑀). Пусть 𝑊 – силовская 𝑝-подгруппа из 𝐸 ∩𝑀 , 𝑉 – максимальная
подгруппа в 𝑁𝑊 , содержащая 𝑊 . Тогда по условию теоремы 𝑉 условно покрывает
или изолирует пару (𝑀, 𝐺). Если 𝑉 𝑀𝑥 = 𝐺 для некоторого 𝑥 ∈ 𝐺, то 𝑉 𝑀 = 𝐺 по
лемме 2.3, поэтому

|𝐺| = |𝑉 𝑀 | = |𝑉 ||𝑀 | : |𝑉 ∩𝑀 | = |𝑉 ||𝑀 | : |𝑊 | < |𝑁 ||𝑀 | = |𝐺|,

что невозможно. Следовательно, 𝑉 6 𝑀𝑥 для всякого 𝑥 ∈ 𝐺. Значит, 𝑉 6 𝑀𝐺, и
поэтому 𝑉 ∩𝑁 = 1. Поэтому |𝑁 | = 𝑝; противоречие. Это противоречие показывает,
что в случае, когда 𝑋 = 𝐸, теорема верна.

Предположим теперь, что 𝑋 = 𝐹 (𝐸). Предположим, что в этом случае теорема
не верна, и пусть (𝐺, 𝐸) – контрпример с минимальным |𝐺||𝐸|. Пусть 𝐹 = 𝐹 (𝐸) и
𝑃 – силовская 𝑝-подгруппа из 𝐹 , где 𝑝 делит |𝐹 |.

(1) 𝑃 6 𝑍𝒰Φ(𝐺) и 𝐸/𝑃 
 𝑍𝒰Φ(𝐺/𝑃 ).
Так как 𝑃 является характеристической подгруппой в 𝐹 и 𝐹 является характе-

ристической подгруппой в 𝐸, то 𝑃 нормальна в 𝐺. Следовательно, как и в случае
𝑋 = 𝐸, получаем, что 𝑃 6 𝑍𝒰Φ(𝐺). Поэтому 𝐸/𝑃 
 𝑍𝒰Φ(𝐺/𝑃 ), так как в против-
ном случае 𝐸 6 𝑍𝒰Φ(𝐺), что противоречит выбору (𝐺, 𝐸).

(2) Если 𝐿 – минимальная нормальная подгруппа в 𝐺 и 𝐿 6 𝑃 , то |𝐿| > 𝑝.
Предположим, что |𝐿| = 𝑝. Пусть 𝐶0 = 𝐶𝐸(𝐿). Тогда условие теоремы справедли-

во для (𝐺/𝐿, 𝐶0/𝐿). Действительно, так как 𝐹 6 𝐶0 и 𝐿 6 𝑍(𝐹 ), то 𝐹 (𝐶0/𝐿) = 𝐹/𝐿.
Кроме того, как и в случае, когда 𝑋 = 𝐸, можно доказать, что если 𝑀/𝐿 –
такая максимальная подгруппа в 𝐺/𝐿, что (𝐹/𝐿)(𝑀/𝐿) = 𝐺/𝐿, 𝑄/𝐿 – силовская
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𝑞-подгруппа из 𝐹/𝐿 и 𝑉/𝐿 – максимальная подгруппа из 𝑄/𝐿, то 𝑉/𝐿 условно
покрывает или изолирует (𝑀/𝐿,𝐺/𝐿). Следовательно, согласно выбору (𝐺, 𝐸) име-
ет место 𝐶0/𝐿 6 𝑍𝒰Φ(𝐺/𝐿), откуда ввиду 𝐺-изоморфизма 𝐶𝐺(𝐿)𝐸/𝐶𝐺(𝐿) ≃ 𝐸/𝐶0

получаем, что 𝐸 6 𝑍𝒰Φ(𝐺). Полученное противоречие показывает, что имеет мес-
то (2).

(3) Φ(𝐺) ∩ 𝑃 ̸= 1.
Предположим, что Φ(𝐺)∩𝑃 = 1, и пусть 𝐿 – минимальная нормальная подгруппа

в 𝐺, содержащаяся в 𝑃 . Пусть 𝑀 – такая максимальная подгруппа из 𝐺, что 𝐺 =
[𝐿]𝑀 . Пусть 𝑃1 = 𝑃 ∩𝑀 . Тогда 𝑃 = 𝐿𝑃1 и |𝑃 : 𝑃1| = |𝑁 |. Пусть 𝑉 – максимальная
подгруппа из 𝑃 , содержащая 𝑃1. Тогда 𝐿 
 𝑉 и по условию 𝑉 условно покрывает
или изолирует (𝑀, 𝐺). Если 𝑉 6 𝑀𝑥 для всякого 𝑥 ∈ 𝐺, то 𝑉 ∩ 𝑁 = 1, поэтому
|𝐿| = 𝑝, что противоречит (2). Следовательно, 𝐺 = 𝑉 𝑀𝑥 для всякого 𝑥 ∈ 𝐺, поэтому
𝐺 = 𝑉 𝑀 по лемме 2.3. Но тогда

|𝐿| = |𝐺 : 𝑀 | = |𝑉 ||𝑀 | : |𝑃1||𝑀 | < |𝐿|.

Это противоречие показывает, что Φ(𝐺) ∩ 𝑃 ̸= 1.
Заключительное противоречие. Согласно (3), в 𝐺 существует такая минималь-

ная нормальная подгруппа 𝐿, что 𝐿 6 Φ(𝐺) ∩ 𝑃 . Тогда 𝐹 (𝐸/𝐿) = 𝐹/𝐿 по [2; A,
теорема 9.3(c)]. Поэтому условие теоремы справедливо для (𝐺/𝐿, 𝐸/𝐿), и поэтому
𝐸/𝐿 6 𝑍𝒰Φ(𝐺/𝐿) по выбору группы 𝐺. Но тогда 𝐸 6 𝑍𝒰Φ(𝐺), так как 𝐿 6 Φ(𝐺).
Это противоречие завершает доказательство теоремы.

Следствие 4.5. Пусть 𝐸 – такая разрешимая нормальная подгруппа группы 𝐺,
что 𝐺/𝐸 сверхразрешима. Если каждая максимальная подгруппа каждой силов-
ской подгруппы из 𝐸 условно покрывает или изолирует каждую максимальную
пару (𝑀, 𝐺), где 𝑀𝐸 = 𝐺, то 𝐺 сверхразрешима.

Следствие 4.6 (Эскуэрро [11]). Пусть 𝐸 – такая разрешимая нормальная под-
группа группы 𝐺, что 𝐺/𝐸 сверхразрешима. Если каждая максимальная подгруппа
каждой силовской подгруппы из 𝐸 является CAP-подгруппой в 𝐸 , то 𝐺 сверхраз-
решима.

Доказательство следует из следствия 4.5 и леммы 2.10.

Следствие 4.7. Пусть 𝐸 – такая разрешимая нормальная подгруппа группы 𝐺,
что 𝐺/𝐸 сверхразрешима. Если каждая максимальная подгруппа каждой силов-
ской подгруппы из 𝐹 (𝐸) условно покрывает или изолирует каждую максимальную
пару (𝑀, 𝐺), где 𝑀𝐹 (𝐸) = 𝐺, то 𝐺 сверхразрешима.

Следствие 4.8 (Эскуэрро [11]). Пусть 𝐸 – такая разрешимая нормальная под-
группа группы 𝐺, что 𝐺/𝐸 сверхразрешима. Если каждая максимальная подгруппа
каждой силовской подгруппы из 𝐹 (𝐸) является CAP-подгруппой в 𝐸 , то 𝐺 сверх-
разрешима.

Авторы выражают глубокую благодарность рецензенту за полезные замечания.
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