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Таким образом, использование возможностей интерактивной системы компьютер-

ной математики Wolfram Mathematica позволяет не только наглядно продемонстриро-

вать колебания двойного математического маятника, но и получить траекторию его хао-

тического движения. Важно отметить, что создание программных модулей не требует 

больших временных затрат, поскольку Wolfram Mathematica содержит огромное количе-

ство примеров в своей информационной системе (Document Center). 

Примеры можно легко внедрить в программу расчетов. Важным фактором является и 

наличие дружественного интерфейса, который близок к обычным физико-математиче-

ским расчетам. 
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ИЗЛУЧЕНИЕ ПИОНА, ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩЕГО С ПОЛЕМ  

ПЛОСКОЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ 

 

Введение. В связи с созданием источников интенсивного электромагнитного поля 

исследование электродинамических и адронных процессов в таких полях приобретает 

особую актуальность. В реакциях взаимодействия структурных частиц с электромагнит-

ным полем проявляются квантовые свойства как самих частиц, так и свойства механиз-

мов взаимодействия интенсивных электромагнитных полей с этими частицами. 

Поэтому представляет интерес исследование влияния электромагнитного поля на 

квантовые процессы излучения пионов, взаимодействующих с полем плоской электро-

магнитной волны. 

Известное решение Д. М. Волкова [1], описывающее движение электрона в поле 

плоской электромагнитной волны, нашло широкое применение в исследованиях кванто-

вых эффектов в электродинамических процессах [2, 3].  

В работе [4] представлены результаты исследований распадов элементарных ча-

стиц в поле плоской электромагнитной волны. 

В процессах рассеяния фотонов на адронах важную роль играют такие структурные 

константы, как поляризуемости, интерпретация которых была получена на основе общих 

принципов релятивистской квантовой теории поля [5, 6].  

В работах [7–9] в рамках релятивистской квантовой теории поля получены эффек-

тивные лагранжианы двухфотонного взаимодействия с адронами с учетом поляризуемо-

стей, которые согласуются с амплитудами в низкоэнергетическом представлении. На ос-

нове этих лагранжианов получены релятивистские полевые уравнения движения частиц 

с поляризуемостями в электромагнитном поле [10]. В работе [11] были найдены точные 

решения релятивистских волновых уравнений для частиц с дипольными поляризуемо-

стями в поле плоской электромагнитной волны.  

Поэтому представляет интерес изучить реакцию электромагнитного излучения пи-

она, взаимодействующего с полем плоской электромагнитной волны. Данная работа и 

посвящена этому процессу и сравнению результатов расчета с полным сечением комп-

тоновского рассеяния на пионе, используя методы работ представленные в [2, 3, 12]. 
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1. Излучение фотона пионом в поле плоской электромагнитной волны. Лагран-

жиан пиона, движущегося в электромагнитном поле, имеет вид: 

𝐿 = 𝐿0 + 𝐿𝑖𝑛𝑡 .                                                                  (1) 

В этом выражении: 

𝐿0 = (𝜕𝜇𝜙∗𝜕𝜇𝜙 − 𝑚2𝜙∗𝜙) −
1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 , 

а лагранжиан взаимодействия: 

𝐿𝑖𝑛𝑡 = 𝑖𝑄𝐴𝜈(𝜙𝜕𝜈𝜙∗−𝜙∗𝜕𝜈𝜙) + 𝑄2𝐴2𝜙∗𝜙. 

В этих уравнениях 𝐹𝜇𝑣 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇, 𝜑(𝑥) – волновая функция пиона, 𝑄 – заряд и 𝑚 – 

масса пиона, 𝐴𝜇 – четырёхмерный потенциал электромагнитного поля. 

Из лагранжиана (1) и условия Лоренца 𝜕𝜇𝐴
𝜇(𝑥) = 0 следует уравнение движения: 

𝜕𝜇𝜕
𝜇𝜙 + 𝑚2𝜙 = −2𝑖𝑄𝐴𝜇𝜕𝜇𝜙 + 𝑄2𝐴2𝜙.                                   (2) 

Представим решение уравнения (2) следующим образом [1, 4]: 

𝜙(𝑥)=−𝑒𝑖𝑝𝑥𝜒(𝜑),                                                        (3) 

где 𝜑 = 𝑘𝑥, 𝑘 – волновой четырёхмерный вектор. 

Из уравнений (2) и (3) следует: 

(𝑝𝑘)𝜒′ = −𝑖 (𝑄(𝐴𝑝) −
1

2
𝑄2𝐴2) 𝜒,                                          (4) 

где 𝜒′ =
𝜕𝜒(𝜑)

𝜕𝜑
. 

Таким образом, решение уравнения (2) имеет вид [2]: 

𝜙𝑝(𝜑) =
1

√2𝑞0
exp⁡(−𝑖𝑝𝑥 − 𝑖 ∫

𝑄

(𝑘𝑝)
((𝑝𝐴(𝜑)) −

𝑄

2
𝐴2(𝜑)) 𝑑𝜑′.

𝜑

0
)              (5) 

Элемент -матрицы для перехода пиона из состояния 𝜙𝑝 в состояние 𝜙𝑝′ в случае 

излучения фотона: 

𝐴𝜇
′ (𝑥) =

1

√2𝜔′
𝑒𝜇

(𝜆′)
𝑒𝑖𝑘′𝑥 

с импульсом 𝑘𝜇′
= (𝜔′, 𝑘⃗ ′) и поляризацией 𝑒𝜇

(𝜆′)
 равен: 

𝑆𝑓𝑖
= ∫𝑑4𝑥𝑗𝜇(𝑥)𝐴𝜇

′ (𝑥).                                                  (6) 

Плотность тока, которая содержится в (6), определяется следующим образом: 

𝑗𝜇(𝑥) = 𝑖𝑄𝜙𝑝′
∗ 𝜕μ𝜙𝑝 − 2𝑄2𝐴𝜇(𝜑)𝜙𝑝′

∗ 𝜙𝑝,                                     (7) 

где  𝜕μ = 𝜕 μ−𝜕⃖μ,  𝐴𝜇(𝜑) – потенциал плоской волны. 

Рассмотрим взаимодействие пиона с плоской электромагнитной волной, которая 

определяется потенциалом [2, 3]: 

 𝐴(𝑥) = 𝑎1𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝑎2𝑠𝑖𝑛𝜑.                                              (8) 

Амплитуды 𝑎1 и 𝑎2 четырёхмерные вектора равные по величине и взаимно ортогональные: 

𝑎1
2 = 𝑎2

2 = 𝑎2,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑎1 ∙ 𝑎2 = 0,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑎1𝑘 = 𝑎2𝑘 = 0. 

В выражении (5) выполним интегрирование по 𝜑 с учетом поля (8): 

𝜙𝑝(𝑥) =
1

√2𝑞0
𝑒−𝑖𝑆(𝑝),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝜙𝑝′

+ (𝑥) =
1

√2𝑞0
𝑒𝑖𝑆(𝑝′).⁡                              (9) 
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В выражении (9) введены функции: 

𝑆(𝑝) = 𝑞𝑥 + 𝑄
(𝑎1𝑝)

(𝑘𝑝)
sin(𝑘𝑥) − 𝑄

(𝑎2𝑝)

(𝑘𝑝)
cos⁡(𝑘𝑥)                          (10) 

и выражение для 𝑆(𝑝′) следует из (10) в результате замены 𝑝 на 𝑝′. В (10) введен четы-

рехмерный квазиимпульс: 

𝑞 = 𝑝 −
𝑄2𝑎2

2(𝑘𝑝)
𝑘, 

который удовлетворяет соотношению: 

𝑞2 = 𝑝2 − 𝑄2𝑎2 = 𝑚∗
2, 

где 𝑚∗ = 𝑚√1 −
𝑄2𝑎2

𝑚2  – масса частицы с квазиимпульсом 𝑞. 

Подставляя выражения (7), (9) и (10) в (6) 𝑆-матричный элемент примет следующую 

форму: 

𝑆𝑓𝑖
= 𝑄 ∫𝑑4𝑥

𝑒𝑖(𝑘′+𝑞′−𝑞)𝑥

√8𝜔′𝑞0𝑞0
′

𝑒−𝑖(𝛼1𝑠𝑖𝑛𝜑−𝛼2𝑐𝑜𝑠𝜑)(𝛴0 + 𝛴1𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝛴2𝑠𝑖𝑛𝜑).             (11) 

В (11) введены следующие обозначения: 

𝛴0 = (𝑞′ + 𝑞)𝑒′, 

𝛴1 =(k𝑒′)𝛽1 − 2𝑄(𝑎1𝑒
′), 

𝛴2 =(k𝑒′)𝛽2 − 2𝑄(𝑎2𝑒
′). 

В определении (11) в показателе экспоненты содержаться 𝛼1 и 𝛼2, которые имеют вид: 

𝛼1 = 𝑄 (
(𝑎1𝑝)

(𝑘𝑝)
−

(𝑎1𝑝′)

(𝑘𝑝′)
),⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝛼2 = 𝑄 (

(𝑎2𝑝)

(𝑘𝑝)
−

(𝑎2𝑝′)

(𝑘𝑝′)
). 

если в выражениях для 𝛼1 и 𝛼2 заменить знак минус на плюс, то получим соответственно 

𝛽1 и 𝛽2. 

Как видно из формулы (11) в определении -матрицы входит три слагаемых: 

𝛴0𝑒
−𝑖(𝛼1𝑠𝑖𝑛𝜑−𝛼2𝑐𝑜𝑠𝜑),                                                    (12) 

𝛴1𝑐𝑜𝑠𝜑𝑒−𝑖(𝛼1𝑠𝑖𝑛𝜑−𝛼2𝑐𝑜𝑠𝜑),                                               (13) 

𝛴2𝑠𝑖𝑛𝜑𝑒−𝑖(𝛼1𝑠𝑖𝑛𝜑−𝛼2𝑐𝑜𝑠𝜑).                                              (14) 

Разложим (12–14) в ряд Фурье следуя [4]. Тогда сумма слагаемых (12–14) примет вид: 

∑ (𝛴0𝐵𝑛
∞
𝑛=−∞ + 𝛴1𝐵1𝑛 + 𝛴2𝐵2𝑛)𝑒

−𝑖𝑛𝜑.                                   (15) 

Коэффициенты суммы (15) 𝐵𝑛, ⁡𝐵1 и 𝐵2 выражаются через функции Бесселя 𝐽𝑛(𝑧) следу-

ющим образом: 

𝐵𝑛 = 𝐽𝑛(𝑧)𝑒
𝑖𝑛𝜑0 , 

𝐵1𝑛 = 𝐽𝑛+1(𝑧)𝑒
𝑖(𝑛+1)𝜑0 + 𝐽𝑛−1(𝑧)𝑒

𝑖(𝑛−1)𝜑0 , 

𝐵2𝑛 =
1

2𝑖
(𝐽𝑛+1(𝑧)𝑒

𝑖(𝑛+1)𝜑0 − 𝐽𝑛−1(𝑧)𝑒
𝑖(𝑛−1)𝜑0), 

где введены величины 𝑧 = √𝛼1
2 + 𝛼2

2 и определены 𝑐𝑜𝑠𝜑0 =
𝛼1

𝑧
, 𝑠𝑖𝑛𝜑0 =

𝛼2

𝑧
. 

Подставим (15) в определение 𝑆 – матричного элемента (11). В результате получим: 

𝑆𝑓𝑖
= 𝑖(2𝜋)4

𝛿(𝑘′ + 𝑞′ − 𝑞 − 𝑛𝑘)

(2𝜋)4√8𝜔′𝑞0𝑞0
′

∑ 𝑀𝑓𝑖

(𝑛)
.

∞

𝑛=−∞
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Амплитуды 𝑀𝑓𝑖

(𝑛)
 в этом выражении имеют вид: 

𝑀𝑓𝑖

(𝑛)
= −𝑖𝑄(𝛴0𝐵𝑛 + 𝛴1𝐵1𝑛 + 𝛴2𝐵2𝑛) 

и поскольку 𝑞2 = 𝑞′2 = 𝑚∗
2, то равенство 𝑛𝑘 + 𝑞 = 𝑞′ + 𝑘′ возможно, если 𝑛 ≥ 1. 

2. Определение вероятности излучения в поле плоской электромагнитной 

волны. Дифференциальная вероятность -гармоники выражается через амплитуду 𝑀𝑓𝑖

(𝑛)
 

следующим образом [4]: 

𝑑𝑊𝑛 = ∑ |𝑀𝑓𝑖

(𝑛)
|
2

𝜆′
𝑑3𝑘′𝑑3𝑞′

(2𝜋)68⁡𝜔′𝑞0𝑞0
′ (2𝜋)4𝛿(𝑛𝑘 + 𝑞 − 𝑞′ − 𝑘′).               (16) 

Для неполяризованного излучаемого фотона суммирование по 𝜆′ можно осуществить пу-

тем замены 

𝑒𝜇
(𝜆′)

𝑒𝜈
(𝜆′)

→ −𝑔𝜇𝜈 , 

где 𝑔𝜇𝜈 – метрический тензор. 

Выполняя суммирование в (16) по 𝜆′ квадрата амплитуды 𝑀𝑓𝑖

(𝑛)
 и используя свой-

ства функций Бесселя 

𝐽𝑛−1(𝑧) + 𝐽𝑛+1(𝑧) =
2𝑛

𝑧
𝐽𝑛(𝑧), 

получим:  

∑|𝑀𝑓𝑖

(𝑛)
|
2

𝜆′

= 𝐽𝑛
2(𝑧)(4𝑚2 + 2𝑛(𝑘′𝑘)) + 2𝑄2𝑎2(𝐽𝑛+1

2 (𝑧) + 𝐽𝑛−1
2 (𝑧) − 2𝐽𝑛

2(𝑧) + 

+2𝑛
⁡𝐽𝑛

2(𝑧)

𝑧2
(𝛼1𝛽1 + 𝛼2𝛽2)(𝑞𝑘 + 𝑞′𝑘) − 

−4𝑛𝑄
⁡𝐽𝑛

2(𝑧)

𝑧2 (𝛼1(𝑞𝑎1 + 𝑞′𝑎1) + 𝛼2(𝑞𝑎2 + 𝑞′𝑎2).                               (17) 

Величины 𝛼1, 𝛼2, 𝛽1 и 𝛽2 в (17) вычислим в системе отсчета, в которой векторы 𝑎 1, 𝑎 2, 𝑘⃗  
направлены по осям 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 соответственно [3]. В результате получим: 

𝛼1 = −𝑄
(𝑘⃗ ′𝑎 1)

(𝑞′𝑘)
,⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝛼2 = −𝑄

(𝑘⃗ ′𝑎 2)

(𝑞′𝑘)
.⁡ 

Величины 𝛽1 и 𝛽2 отличаются от 𝛼1 и 𝛼2 знаками, то есть: 

𝛽1 = −𝛼1,        𝛽2 = −𝛼2. 

Окончательное вычисление (17) с учетом 𝛼1, 𝛼2, 𝛽1 и 𝛽2 можно представить следующим 

образом: 

∑ |𝑀𝑓𝑖

(𝑛)
|
2

𝜆′ = 𝑄2(4𝑚2𝐽𝑛
2(𝑧) + 2𝑚2𝜉2(𝐽𝑛+1

2 (𝑧) + 𝐽𝑛−1
2 (𝑧) − 2𝐽𝑛

2(𝑧)),      (18) 

где 𝑄2𝑎2 = −𝑚2𝜉2. 

Для определения вероятности излучения введем переменную 𝑈 =
(𝑘𝑘′)

(𝑘𝑞′)
 и выполним 

интегрирование с учетом (18). В результате получим: 

𝑊 = ∑ 𝑊𝑛𝑛 =
𝑄2𝑚2

8𝜋𝑞0
∑ ∫

𝑑𝑈

(1+𝑈)2

𝑈𝑛

0
∞
𝑛=1 ∙ (−2𝐽𝑛

2(𝑧) + 𝜉2(𝐽𝑛+1
2 (𝑧) + +𝐽𝑛−1

2 (𝑧) − 2𝐽𝑛
2(𝑧))),    (19) 

где  
2𝑛(𝑘𝑞)

𝑚∗
2 = 𝑈𝑛. 
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Функции Бесселя зависят от переменной 𝑧, которая выражается через 𝑈 =
(𝑘𝑘′)

(𝑘𝑞′)
  соотно-

шением: 

𝑧 =
2𝑛𝑚2𝜉

√1+𝜉2
√

𝑈

𝑈𝑛
(1 −

𝑈

𝑈𝑛
). 

В случае, когда 𝜉 ≪ 1 при вычислении 𝑊𝑛 можно ограничиться вторым порядком по 𝜉. 

В этом приближении согласно (19) 𝑊1 представляется так: 

𝑊1 =
𝑄2𝑚2

8𝜋𝑝0
𝜉2 ∫

𝑑𝑈

(1+𝑈)2
(1 − 2

𝑈

𝑈1
+ 2

𝑈2

𝑈1
2)

𝑈1

0
.                                (20) 

Соотношение (20) согласуется с полным сечением комптоновского рассеяния на пионе. 

В самом деле, выполняя интегрирование в (20) и учитывая, следуя работе [3], что 

 𝜉2 =
𝑄2

𝑚2

1

𝜔
, получим: 

𝑊1 =
𝑄4

8𝜋𝑝0𝜔

1

𝑥
(4 +

𝑥2

1+𝑥
− 2(1 +

2

𝑥
) ln(1 + 𝑥)),                           (21) 

где  

𝑥 =
𝑠 − 𝑚2

𝑚2
,⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑠 = (𝑘 + 𝑝)2. 

Если 𝑊1, определяемое (21), разделить на плотность тока, то полное сечение определя-

ется так: 

𝜎 =
𝑊1

𝑗
=

𝑄4

4𝜋𝑚2

1

𝑥2 (4 +
𝑥2

1+𝑥
− 2(1 +

2

𝑥
) ln(1 + 𝑥)).                      (22) 

3 Сечение комптоновского рассеяния на пионе в борновском приближении. 

Борновская амплитуда комптоновского рассеяния на пионе имеет вид [12]: 

𝑀𝑓𝑖
= 𝑒𝜇

(𝜆)
𝑒𝜈

(𝜆′)∗
𝑇𝜇𝜈 ,                                                    (23) 

где 𝑒𝜇
(𝜆)

 и 𝑒𝜈
(𝜆′)

 – вектора поляризации начального и конечного фотона соответственно. 

Тензор 𝑇𝜇𝜈 в (23) в борновском приближении равен: 

𝑇𝜇𝜈 = 2𝑄2 (𝑔𝜇𝜈 −
2𝑝1

𝜇
𝑝2

𝜈

𝑠 − 𝑚2
−

2𝑝1
𝜈𝑝2

𝜇

𝑢 − 𝑚2
). 

В этом выражении 𝑔𝜇𝜈 – метрический тензор, 𝑝1 и 𝑝2 – четырехмерные импульсы началь-

ного и конечного пионов, а кинематические переменные 𝑠 и 𝑢 определяются через им-

пульсы 𝑠 = (𝑘 + 𝑝1)
2 и 𝑢 = (𝑝1 − 𝑘′)2. 

Дифференциальное сечение, вычисленное на основе (23), выражается через инва-

риантные кинематические переменные [12]: 

𝑑𝜎

𝑑𝑡
=

4𝑄4

16𝜋

(𝑚4−𝑠𝑢)+𝑚4𝑡2

(𝑠−𝑚2)2(𝑢−𝑚2)2
,                                                      (24) 

где 𝑡 = (𝑘1 − 𝑘2)
2. 

Выражение для 
𝑑𝜎

𝑑𝑡
 выражения (24) можно представить так: 

𝑑𝜎

𝑑𝑡
=

𝑄4

4𝜋(𝑠−𝑚2)2
(1 + 2 (

𝑚2

𝑠−𝑚2 +
𝑚2

𝑢−𝑚2) + 2 (
𝑚2

𝑠−𝑚2 +
𝑚2

𝑢−𝑚2)
2

).⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡             (25) 

При получении (25) учтено, что 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 = 2𝑚2 для комптоновского рассеяния на пионе. 

Если использовать переменные 𝑥 =
𝑠−𝑚2

𝑚2 , 𝑦 =
𝑚2−𝑢

𝑚2  дифференциальное сечение (25) при-

нимает вид: 
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𝑑𝜎

𝑑𝑡
=

𝑄4

4𝜋𝑚4𝑥2 (1 + 2 (
1

𝑥
−

1

𝑦
) + 2 (

1

𝑥
−

1

𝑦
)
2

).⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡                          (26) 

где 𝑑𝑡 = 𝑚2𝑑𝑦. 
Интегрируя (26) по 𝑦 при фиксированном 𝑥, получим выражение для полного се-

чения комптовского рассеяния на пионе: 

𝜎 =
𝑄4

4𝜋𝑚4𝑥2 (4 +
𝑥2

1+𝑥
− 2(1 +

2

𝑥
) ln(1 + 𝑥)).                             (27) 

Таким образом, установлено, что полное сечение, рассчитанное с использованием 
𝑊1, определенного выражением (22), совпадает с полным сечением комптоновского рас-
сеяния на пионе, вычисленное в борновском приближении (27). 

Ограничиваясь в разложении (27) первым порядком по 𝑥, получим хорошо извест-
ное соотношение для полного сечения: 

𝜎 =
𝑄4

(4𝜋)2𝑚2

8𝜋

3
(1 − 𝑥).                                                   (28) 

В системе покоя мишени (28) принимает вид: 

𝜎 =
𝑄4

(4𝜋)2𝑚2

8𝜋

3
(1 − 2

𝜔

𝑚
). 
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