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В заключение отметим, что подобные вопросы с несколько дру-
гой стороны были рассмотрены в [5].
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УДК 517.9

А.П. Старовойтов, Н.В. Рябченко, Н.А. Старовойтова

Асимптотика поведения строчных

аппроксимаций Паде функций Маркова

Рассматриваются функции Маркова, порожденные положительными
борелевскими мерами степенного типа. В частности, установлены асимп-
тотические равенства для их уклонений от строчных аппроксимаций Па-
де. Это позволило найти точные порядковые оценки убывания наилучших
рациональных приближений с фиксированным числом полюсов марков-
ских функций рассматриваемого типа. Полученные теоремы дополняют
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результаты А.А. Пекарского, Е.А. Ровбы, В.Н. Русака и др. авторов, отно-
сящиеся к исследованию аппроксимационных свойств функций Маркова.

1. Введение

Пусть ν — положительная борелевская мера, носитель кото-
рой supp ν — компактен и принадлежит R. Тогда аналитическую
функцию

ν̂(z) =

∫
dν(t)

t− z
, z ∈ C \ supp ν

называют функцией Маркова меры ν. Обозначим через Rn,m мно-
жество всех рациональных функций вида pn(z)

/
qm(z), где pn и qm —

многочлены степени, не выше n и m соответственно. Пусть K —
компакт в C и f непрерывна на K. Через Rn,m(f ;K) будем обо-
значать наилучшие равномерные приближения f на K элементами
из Rn,m, т.е.

Rn,m(f ;K) = inf{‖f − r‖K : r ∈ Rn,m},
где ‖g‖K = max{|g(z)| : z ∈ K}. В частности, En(f ;K) := Rn,0(f ;K)
и Rn(f ;K) := Rn,n(f ;K) — наилучшие полиномиальные и рацио-
нальные приближения f .

Порядки убывания Rn(ν̂;K) для компактов K, не пересекаю-
щихся с отрезками, содержащими носитель меры supp ν, впервые
были получены в работе А.А. Гончара [1]. Этим вопросам посвя-
щены также статьи Т. Ганелиуса [2], Г. Шталя [3], Д. Браесса [4].
При этом в качестве K берется компакт, симметричный относитель-
но R. В случае пересечения носителя меры supp ν и компакта K в
одной или нескольких точках порядки убывания Rn(ν̂;K) вначале
были найдены для индивидуальных функций, позднее — для клас-
сов функций, в работах Я. Андерссона, А.А. Пекарского и других
авторов (см., например, [5], [6]). В [5] и [6] K есть отрезок [−1, 1] или
круг D = {z : |z| 6 1}, а мера ν удовлетворяет следующим условиям:
supp ν = [1, a], a > 1, b > 0,

dν(t) = ϕ(t)dt, ϕ(t) � (t− 1)b при 1 6 t 6 a. (1)

В [6] изучались также и свойства наилучших рациональных прибли-
жений Rn,m(ν̂;K)1. В частности, доказано

1При n 6= m задача нахождения точных порядковых оценок для Rn,m(ν̂;D)
в работах [1]– [6] не рассматривалась.
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Утверждение 1. Если меры λ и ν с носителем на [1, a], a > 1, удо-
влетворяют условиям: dλ(t) 6 dν(t) на [1, a] и

∫
(t− 1)−1dν(t) <∞,

то при n > m
Rn,m(λ̂;D) 6 8Rn,m(ν̂;D). (2)

Отметим также работы А.А. Пекарского, Е.А. Ровбы [7] и
Н.С. Вячеславова [8]. В первой из них при ограничениях (1) на меру
ν установлены порядки уклонений от ν̂ ортопроекций ν̂ на Rn,n

2, а
во второй при аналогичных условиях на ν изучается рациональная
аппроксимация ν̂ в пространствах Харди Hp, 0 < p 6 ∞.

Далее предполагаем, что dµ(x) = ϕ(x)dx, а

ϕ(x) =
1

B(α, γ − α)
xα−1 (1 − x)γ−α−1, 0 < x < 1,

где α, γ ∈ R, γ > α > 0, γ − α ∈ N, B(·; ·) — бета-функция Эйлера.
При этих условиях определим функцию Маркова

µ̂(z) = µ̂γ,α(z) =

∫
dµ(x)

1 − xz
,

аналитическую в C \ {1 6 x <∞} . Рассмотренной в [5] и [6] си-
туации соответствуют значения параметров γ = b + 2, α = 1,
b > 0. В данной статье найдены точные порядки убывания строч-
ных последовательностей таблицы Чебышева [Rn,m(µ̂;Dq)]

∞
n,m=0, где

Dq = {z : |z| 6 q < 1}. В отличие от работ [1] и [6], где применяются
многоточечные аппроксимации Паде, в качестве приближающих ра-
циональных функций для µ̂ выбраны классические аппроксимации
Паде πn,m(z; µ̂) = pn(z; µ̂)/qm(z; µ̂), т.е. рациональные функции из
Rn,m, числитель и знаменатель которых удовлетворяют условию

qm(z; µ̂) µ̂(z) − pn(z; µ̂) = O
(
zn+m+1

)
, z → 0.

Сформулируем основные результаты работы.

Теорема 1. Для любого фиксированного m ∈ N ∪ {0} локально рав-
номерно по |z| < 1 при n→ ∞

µ̂(z) − πn,m(z; µ̂) = Ln,m
ψn,m(z)

(1 − z)m
zn+m+1 (1 + o(1)) ,

2Близкая задача приближения функций Стилтьеса на действительной оси ор-
топроекторами на R2n,2n исследовалась В.Н. Русаком и Е.А. Ровбой в работе [9].
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где Ln,0 = (α)n+1/(γ)n+1,

Ln,m = m!
(α)n+1

(γ)n+1

m∏

k=1

γ − α+ k − 1

(γ + n+ k − 1)2
, при m > 1,

ψn,m(z) =
Γ(γ + n+m+ 1)

Γ(α+ n+ 1)Γ(m+ γ − α)

∞∫

0

(1−e−t)m+γ−α−1e−(n+α+1)tdt

(1 − ze−t)m+1
,

Γ — гамма-функция Эйлера, (α)0 = 1, (α)k = α(α+1) · . . . · (α+k−1)
при k > 1.

Будем говорить, что бесконечно малые величины αn и βn име-
ют одинаковый порядок (αn � βn), если существуют такие поло-
жительные постоянные A и B, что Aαn 6 βn 6 Bαn. Бесконечно
малые αn и βn будем называть эквивалентными (αn ∼ βn), если
limn→∞ αn

/
βn = 1.

Теорема 2. Для любого фиксированного m ∈ N ∪ {0} при n→ ∞

(1 − |o(1)|)
(1 + q)2m+1

6
Rn,m(µ̂;Dq)

qn+m+1Ln,m
6

(1 + |o(1)|)
(1 − q)2m+1

,

Rn,m(µ̂;Dq) �
qn+m+1

n2m+γ−α � qm

n2m
En(µ̂;Dq).

Полагая γ = 2, α = 1, получим dµ(t) = dt, 0 < t < 1, и

µ̂2,1(z) = z−1 ln(1 − z)−1.

Из теоремы 2 следует, что

Rn,m(µ̂2,1;Dq) �
qn+m+1

n2m+1
� qm

n2m
Rn,0(µ̂2,1;Dq).

Последние соотношения можно также получить, основываясь на ре-
зультатах работы [12].

Из теоремы 2 и утверждения 1 вытекает

Теорема 3. Пусть dλ(x) = ψ(x)dx, а ψ(x) � ϕ(x) при 0 < x < 1.
Тогда при любом фиксированном m и n→ ∞

Rn,m(λ̂;Dq) �
qn+m+1

n2m+γ−α � qm

n2m
En(λ̂;Dq).
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2. Аппроксимации Паде функции Маркова

Прежде всего, заметим (см., например, [10], § 6), что

µ̂(z) = 2F1(1, α, γ; z), z ∈ C\[1,+∞),

где 2F1(1, α, γ; z) — гипергеометрическая функция, при |z| < 1 пред-
ставимая в виде

2F1(1, α, γ; z) =

∞∑

n=0

(α)n
(γ)n

zn. (3)

Обозначим через fn = (α)n
/
(γ)n коэффициенты ряда (3) и рас-

смотрим определители Адамара

Dn,m =

∣∣∣∣∣∣∣∣

fn−m+1 fn−m+2 . . . fn
fn−m+2 fn−m+3 . . . fn+1

· · · · · · · · · · · ·
fn fn+1 . . . fn+m−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Многочлены Паде pn(z; µ̂) и qm(z; µ̂) (см. [11]) находятся с точностью
до постоянного множителя. Будем называть стандартной такую их
нормировку, при которой qm(0; µ̂) = Dn,m. Рассмотрим также опре-
делители

Dn,m,k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fn−m+1 fn−m+2 . . . fn fn+1

fn−m+2 fn−m+3 . . . fn+1 fn+2

· · · · · · · · · · · · · · ·
fn fn+1 . . . fn+m−1 fn+m

fn+k fn+k+1 . . . fn+m+k−1 fn+m+k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Лемма 1. Если n > m > 2, то

Dn,m =

m∏

i=1

(α)n−m+i

(γ)n−m+i

m−1∏
i=1

(γ − α+ i− 1)
m−i

(m− i)!

m−1∏
j=1

m−1∏
i=j

(γ + n− i+ 2j − 2)2

, (4)

Dn,m,k =

m∏

i=0

(α)n+k+i

(γ)n+k+i

m∏

i=1

(k + i− 1)
(γ + n−m+ i+ 1)m+k−2

(α+ n−m+ i)m+k
·

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



176 Актуальные проблемы современного анализа: сб. науч. тр. Гродно, 2009

·
(γ − α)m

m−1∏
i=1

(γ − α+ i− 1)
m−i

(m− i)!

m−1∏
j=1

m−1∏
i=j

(γ + n− i+ 2j − 2)2

. (5)

Равенства (4) доказаны в [11] (см. § 2.1, формула (1.6)). Доказа-
тельство равенств (5) проводится аналогично. При α = 1 и γ = 2 со-
отношения (4), (5) другим методом получены в работе [12]. Заметим
также, что Dn,m,1 = Dn+1,m+1. По определению полагаем Dn,0 = 1,
Dn,1 = fn, Dn,0,k = fn+k. Равенства (5) справедливы и при m = 1,
если считать в них последний множитель равным γ − α.

Из (4) и (5) с помощью несложных преобразований получа-
ем, что

Ln,m =
Dn+1,m+1

Dn,m
=

(α)n+1

(γ)n+1
m!

m∏

i=1

(γ − α+ i− 1)

(γ + n+ i− 1)2
, (6)

Dn,m,k

Dn,m,1
=

(k)m
m!

(α+ n+ 1)k−1

(γ + n+m+ 1)k−1
. (7)

Лемма 2. Для любого фиксированного m ∈ N∪{0} локально равно-
мерно по всем |z| < 1 при n→ ∞

qm(z; µ̂) = Dn,m (1 − z)m (1 + o(1)) . (8)

Доказательство. Представим многочлен qm(z; µ̂) в виде

qm(z; µ̂) =

m∑

j=0

ljz
j.

Согласно равенству (1.8) из [11], для любых n > m и j > 1 получим

(−1)j lj = Dn,mC
m
j

j∏

i=1

α+ n− i+ 1

γ + n+m− i
,

где Cmj = m!/((m − j)!j!) — биномиальные коэффициенты. Тогда,
принимая во внимание, что l0 = Dn,m, для любого |z| < 1

Dn,m (1−z)m−qm(z; µ̂) = Dn,m

m∑

j=1

Cmj (−z)j
{

1 −
j∏

i=1

α+ n− i+ 1

γ + n+m− i

}
.
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Поскольку

0 6 1 −
j∏

i=1

α+ n− i+ 1

γ + n+m− i
6 1 −

(
α+ n− j + 1

γ + n+m− j

)j
6

6 j

(
1 − α+ n− j + 1

γ + n+m− j

)
6 m

m+ γ − α

n
,

то, учитывая предыдущее равенство, будем иметь

|Dn,m (1 − z)m − qm(z; µ̂)| 6

6 Dn,m
(γ − α+m)m

n

m∑

j=0

Cmj |z|j =
(m+ γ − α)m (1 + |z|)m

n
Dn,m.

Отсюда для любого z ∈ D

qm(z; µ̂) = Dn,m(1 − z)m (1 +Bn,m(z)) ,

где

|Bn,m(z)| 6
(m+ γ − α)m (1 + |z|)m

n (1 − |z|)m .

Из последних двух соотношений и следует утверждение леммы 2.

Лемма 3. При n > m и |z| < 1

qm(z; µ̂) µ̂(z) − pn(z; µ̂) = Dn,m,1 ψn,m(z) zn+m+1. (9)

Доказательство. Согласно теореме Паде ( [11], глава 1, § 1.1, фор-
мула (1.11)), при выбранной нормировке многочленов Паде

qm(z; µ̂) µ̂− pn(z; µ̂) =

=

∞∑

k=1

Dn,m,k z
n+m+k = Dn,m,1 z

n+m+1
∞∑

k=1

Dn,m,k

Dn,m,1
zk−1.

Нетрудно показать, что при γ − α ∈ N имеет место равенство

(α + n+ 1)k−1

(γ + n+m+ 1)k−1
=

m+γ−α∏

j=1

α+ n+ j

α+ n+ k + j − 1
.
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Поэтому, учитывая (7), получим

∞∑

k=1

Dn,m,k

Dn,m,1
zk−1 = (α+n+1)m+γ−α

∞∑

k=1

(k)m
m!

zk−1

(α+ n+ k)m+γ−α
. (10)

Ряд в правой части последнего равенства можно просуммировать.
Для этого при |z| < 1 определим функцию

ϕ(z) =

∞∑

k=0

zk

(α + n−m+ k + 1)(α+ n−m+ k + 2) . . . (γ + n+ k).

Заметим, что

ϕ(m)(z)

m!
=

∞∑

k=1

(k)m
m!

zk−1

(α+ n+ k)m+γ−α
, (11)

и
(
zn+γ ϕ(z)

)(m+γ−α)
= zn−m+α

∞∑

k=0

zk =
zn−m+α

1 − z
.

Из последнего равенства находим, что

zn+γ ϕ(z) =
1

Γ(m+ γ − α)

z∫

0

(z − u)m+γ−α−1 un−m+α

1 − u
du.

Сделав в предыдущем интеграле замену u = ze−t, получим, что

ϕ(z) =
1

Γ(m+ γ − α)

∞∫

0

(1 − e−t)m+γ−α−1 e−(n−m+α+1)t

1 − ze−t
dt.

И, следовательно,

ϕ(m)(z) =
m!

Γ(m+ γ − α)

∞∫

0

(1 − e−t)m+γ−α−1 e−(n+α+1)t

(1 − ze−t)m+1
dt.

Из (10), (11) и последнего равенства, с учетом того, что
(a)k = Γ(a+ k)

/
Γ(a), окончательно получаем (9). Лемма 3 до-

казана.

Замечание 1. Если γ−α > 1, то равенство (9) справедливо также
и на границе круга D, в частности, при z = 1.

Действительно, в этом случае функции µ̂(z) и ψn,m(z) непре-
рывны в круге D.
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3. Доказательство теорем 1 и 2

Утверждение теоремы 1 следует из лемм 2, 3 и равенства (6).
Поэтому переходим к доказательству теоремы 2.

Лемма 4. При фиксированном m ∈ N ∪ {0} и n→ ∞

In,m =

∞∫

0

(
1 − e−t

)m+γ−α−1
e−(n+α+1)t dt ∼

∼ Γ(α+ n+ 1)Γ(m+ γ − α)

Γ(γ + n+m+ 1)
. (12)

Доказательство. Применяя формулу Стирлинга, получим, что
при n→ ∞

Γ(γ + n+m+ 1)

Γ(α+ n+ 1)
∼
(
γ + n+m

α+ n

)n+α

(γ+n+m)m+γ−α e−(m+γ−α) ∼

∼ (γ + n+m)m+γ−α. (13)

Поскольку et − 1 > t при t > 0, то

In,m =

∞∫

0

(
et − 1

)m+γ−α−1
e−(n+m+γ)t dt >

>

∞∫

0

tm+γ−α−1 e−(n+m+γ)t dt =
Γ(m+ γ − α)

(n+m+ γ)m+γ−α . (14)

Разбив область интегрирования в In,m на два промежутка: [0, 1] и
[1,∞), представим In,m в виде In,m = I1 + I2, где I1 и I2 — ин-
тегралы по соответствующим промежуткам. Так как при t ∈ [0, 1]
1 − e−t 6 t, то

I1 6

1∫

0

tm+γ−α−1 e−(n+m+γ)t dt 6

6

∞∫

0

tm+γ−α−1 e−(n+m+γ)t dt =
Γ(m+ γ − α)

(n+m+ γ)m+γ−α . (15)
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Далее,

I2 =

∞∫

1

(
et − 1

)m+γ−α−1
e−(n+m+γ)t dt 6

6

∞∫

1

e−(n+α+1)t dt =
e−(n+α+1)

n+ α+ 1
.

Теперь из соотношений (13)–(15) и последнего неравенства получаем
(12). Лемма 4 доказана.

Лемма 5. При фиксированном m ∈ N ∪ {0} и n → ∞ локально
равномерно по всем |z| < 1

(1 − |o(1)|)
(1 + |z|)m+1

6 |ψn,m(z)| 6
(1 + |o(1)|)
(1 − |z|)m+1

. (16)

Доказательство. Лемма 5 является очевидным следствием лем-
мы 4.

Перейдем теперь непосредственно к доказательству теоремы 2.
Рассмотрим функцию ϕ(z) = µ̂(z) − πn,m(z; µ̂). Из теоремы 1 следу-
ет, что при достаточно больших n ϕ является аналитической внутри
круга Dq1 , 0 < q < q1 < 1, и имеет в Dq нуль кратности n + m + 1.
Учитывая неравенства (16), для доказательства теоремы 2 достаточ-
но показать, что

min
|z|=q

|ϕ(z)| 6 Rn,m(µ̂;Dq) 6 max
|z|=q

|ϕ(z)|. (17)

Поскольку правое неравенство в (17) вполне очевидно, докажем
только левое неравенство. Для этого нам необходима следующая
лемма Гончара—Дзядыка (см. [13], лемма 3.1).

Лемма 6. Если аналитическая в односвязной области G и непре-
рывная на G функция ϕ имеет в G с учетом кратности, по крайней
мере, n + 1 нуль, то при произвольном m > 0 справедливо нера-
венство

Rn,m(ϕ;G) > min
z∈∂G

|ϕ(z)|.
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Пусть r∗n,m ∈ Rn,m и является рациональной функцией наилуч-
шего равномерного приближения µ̂ в круге Dq. Тогда

Rn,m(µ̂;Dq) =
∥∥µ̂− r∗n,m

∥∥
Dq

=
∥∥µ̂− πn,m − (r∗n,m − πn,m)

∥∥
Dq

=

= ‖ϕ− r̃n+m, 2m‖Dq
> Rn+m, 2m(ϕ;Dq).

Из леммы 6 следует, что

Rn+m, 2m(ϕ;Dq) > min
|z|=q

|ϕ(z)|.

Тем самым неравенство (17) доказано.
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УДК 517.9

Р.М. Таций, М.Ф. Стасюк, О.О. Власий

Приближенный метод решения

обобщенных систем

Получено конструктивное изображение решения задачи Коши для
неоднородной обобщенной системы. Предложен метод аппроксимации
обобщенных систем частично вырожденными системами. Доказана тео-
рема о сходимости решений аппроксимированной задачи к решениям ис-
ходной задачи. Приведены примеры.
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