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В работе установлены верхние оценки модулей нулей аппроксимаций Эрми-
та–Паде I типа для системы экспонент {𝑒𝜆𝑝𝑧}𝑘

𝑝=0, где {𝜆𝑝}𝑘
𝑝=0 – произвольные

различные комплексные числа. Доказанные утверждения дополняют и обоб-
щают известные результаты Э. Саффа и Р. Варги, Г. Шталя, Ф. Вилонского
о поведении нулей аппроксимаций Эрмита–Паде для набора экспонент {𝑒𝑝𝑧}𝑘

𝑝=0.
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1. Введение

Различают два типа диагональных аппроксимаций Эрмита–Паде экспоненциаль-
ных функций (см. [1], [2]). Один из них (German type – тип II) состоит из совместных
рациональных приближений

𝜋⟨𝑗⟩𝑛 (𝑧; 𝑒𝑗𝜉) =
𝑝
⟨𝑗⟩
𝑛 (𝑧)
𝑞𝑛(𝑧)

, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘,

набора экспонент {𝑒𝑗𝑧}𝑘𝑗=1, где многочлены 𝑝
⟨𝑗⟩
𝑛 , 𝑞𝑛 имеют степень не выше 𝑘𝑛 и

определяются из условий

𝑞𝑛(𝑧)𝑒𝑗𝑧 − 𝑝⟨𝑗⟩𝑛 (𝑧) = 𝑂(𝑧𝑘𝑛+𝑛+1) , 𝑧 → 0. (1.1)

Впервые такие конструкции рациональных дробей появились в известной рабо-
те Эрмита [3], посвященной доказательству трансцендентности числа 𝑒. Линдеман
(см. [4]) определил аналоги дробей Эрмита для системы экспонент {𝑒𝜆𝑗𝑧}𝑘𝑗=1, где
𝜆𝑗 – различные алгебраические числа, и применил их, в частности, для доказа-
тельства трансцендентности числа 𝜋. Аптекаревым [5] была установлена равномер-
ная сходимость рациональных функций 𝜋

⟨𝑗⟩
𝑛 (𝑧; 𝑒𝜆𝑗 𝜉) к 𝑒𝜆𝑗𝑧 на компактах в C для

систем {𝑒𝜆𝑗𝑧}𝑘𝑗=1 с произвольными различными и отличными от нуля комплексны-
ми показателями 𝜆𝑗 . При 𝑘 = 1 этот результат хорошо известен и принадлежит
Паде [6].

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования Республики Беларусь
в рамках Государственной программы научных исследований на 2011–2015 годы.

c○ А.П. Старовойтов, Е.П. Кечко, 2016
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Немного позже Эрмит [7] ввел другой тип аппроксимаций (Latin type – тип I),
с помощью которых также можно доказать трансцендентность числа 𝑒 [8]. Для
системы экспонент {𝑒𝑝𝑧}𝑘𝑝=0 эти аппроксимации совпадают с набором из 𝑘 + 1 мно-
гочленов {𝐴𝑝(𝑧)}𝑘𝑝=0 степени не выше 𝑛− 1, для которых

𝑘∑︁
𝑝=0

𝐴𝑝(𝑧)𝑒𝑝𝑧 = 𝑂(𝑧𝑘𝑛+𝑛−1), 𝑧 → 0, (1.2)

где предполагается, что хотя бы один многочлен 𝐴𝑝(𝑧) тождественно не равен нулю.
При 𝑘= 1 общая постановка задачи о нахождении многочленов, удовлетворяющих

равенствам (1.1), (1.2), принадлежит Паде [6]. В многомерном случае, когда 𝑘 > 2,
с выходом в свет работ К. Малера [1], [8], [9] изучение аппроксимаций Эрмита–Паде I
и II типов для произвольных систем аналитических функций становится более ин-
тенсивным и приобретает системный характер (подробнее о создании формальной
теории см., например, [2], [10], [11]).

Оба типа аппроксимаций, явно различные в многомерном случае, традиционно
имеют множество приложений в теории приближений аналитических функций [12]–
[15] и в теории чисел, в частности, для измерения иррациональности [16], в доказа-
тельствах трансцендентности [9], в исследованиях алгебраической природы матема-
тических констант [17] (о других приложениях см., например, [18]–[22]).

В одномерном случае, когда 𝑘 = 1, приходим к классическим аппроксимациям
Паде экспоненты. При этом многочлены Паде

𝑝𝑛−1(𝑧) := 𝑝
⟨1⟩
𝑛−1(𝑧) = −𝐴0(𝑧), 𝑞𝑛−1(𝑧) = 𝐴1(𝑧)

находятся из условий
𝑞𝑛−1(𝑧)𝑒𝑧 − 𝑝𝑛−1(𝑧) = 𝑂(𝑧2𝑛−1) (1.3)

с точностью до однородной константы. Однородная константа задается удобными
в конкретной ситуации условиями нормировки, которые однозначно определяют эти
многочлены.

Поведение нулей многочленов Тейлора функций, связанных с экспоненциальной
функцией, исследовал Сеге [23]. Сафф и Варга [24] изучили расположение нулей
аппроксимаций Паде экспоненты и нашли границы кольца, в котором находятся
нули ее многочленов Паде. В частности, в диагональном случае ими доказано сле-
дующее утверждение, известное как “теорема о кольце”.

Теорема 1 (Сафф, Варга [24]). Для любых 𝑛 > 2 все нули аппроксимаций Паде
𝑝𝑛−1(𝑧)/𝑞𝑛−1(𝑧) функции 𝑒𝑧 лежат в кольце

𝐾 =
{︂
𝑧 : 2(𝑛− 1)𝜇 < 𝑧 < 2

(︂
𝑛− 1

3

)︂}︂
,

где 𝜇 = 0, 278465 – единственный положительный корень уравнения 𝑡𝑒𝑡+1 = 1.

В силу хорошо известного тождества 𝑞𝑛−1(𝑧) = 𝑝𝑛−1(−𝑧), предыдущее утвержде-
ние справедливо и для нулей 𝑞𝑛−1(𝑧).

В работе [25] Вилонский получил оценку сверху для модулей нулей многочле-
нов {𝐴𝑝(𝑧)}𝑘𝑝=0, которые определяются равенствами (1.2). Шталь [26] исследовал
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расположение нулей преобразованных с помощью масштабирования независимой
переменной квадратичных диагональных аппроксимаций Эрмита–Паде I и II типов
системы экспонент {1, 𝑒𝑧, 𝑒2𝑧} и показал, что указанные нули лежат на специальных
дугах комплексной плоскости. Эти исследования продолжены им в [27] (см. также
работы [28]–[34]).

В данной статье рассматриваются диагональные аппроксимации Эрмита–Паде I
типа для системы экспонент {𝑒𝜆𝑝𝑧}𝑘𝑝=0 с произвольными различными комплексными
показателями {𝜆𝑝}𝑘𝑝=0. Нас интересует поведение нулей многочленов {𝐴𝑝

𝑛(𝑧)}𝑘𝑝=0,
имеющих степень не выше 𝑛− 1 и удовлетворяющих условиям

𝑘∑︁
𝑝=0

𝐴𝑝
𝑛(𝑧) 𝑒𝜆𝑝𝑧 = 𝑂(𝑧𝑘𝑛+𝑛−1), 𝑧 → 0. (1.4)

Сформулируем основной результат.

Теорема 2. Пусть {𝜆𝑝}𝑘𝑝=0 – произвольные различные комплексные числа. Тог-
да при 𝑛 > 2, 𝑘 > 1 нули многочлена 𝐴𝑝

𝑛(𝑧), 0 6 𝑝 6 𝑘 , лежат в круге {𝑧 : |𝑧| < 𝑅𝑝
𝑛},

где

𝑅𝑝
𝑛 = 2

(︂
𝑛− 1

3

)︂[︂ 𝑝∑︁
𝑗=1

1
|𝜆𝑝 − 𝜆𝑝−𝑗 |

+
𝑘−𝑝∑︁
𝑗=1

1
|𝜆𝑝+𝑗 − 𝜆𝑝|

]︂
. (1.5)

В случаях, когда 𝑝= 0 или 𝑝= 𝑘 , соответственно первая и вторая суммы в скоб-
ках равны нулю.

При 𝜆𝑝 = 𝑝, 𝑝 = 0, 1, . . . , 𝑘 и 𝑘 = 1 из теоремы 2 следует, что все нули многочленов
Паде 𝑞𝑛−1(𝑧), 𝑝𝑛−1(𝑧) лежат в круге {𝑧 : |𝑧|< 2(𝑛− 1/3)}, что согласуется с теоремой
Саффа, Варги.

Если 𝜆𝑝 = 𝑝, 𝑝 = 0, 1, . . . , 𝑘, и 𝑘 > 2, то из (1.5) в качестве следствия вытекает
теорема 2.2 из работы [25] Вилонского: все нули многочлена 𝐴𝑝(𝑧), лежат в круге
{𝑧 : |𝑧| < 𝑅𝑝}, где

𝑅𝑝 = 2
(︂
𝑛− 1

3

)︂[︂ 𝑝∑︁
𝑗=1

1
𝑗

+
𝑘−𝑝∑︁
𝑗=1

1
𝑗

]︂
.

Заметим, что многочлены {𝐴𝑝
𝑛(𝑧)}𝑘𝑝=0, удовлетворяющие равенствам (1.4), мо-

гут быть получены решением линейной системы 𝑘𝑛 + 𝑛 − 1 однородных уравне-
ний с 𝑘𝑛+ 𝑛 неизвестными коэффициентами. Поэтому нетривиальное решение все-
гда существует. Более того, такие нетривиальные решения могут быть выписаны
в явном виде. Действительно, пусть 𝐶𝑝 – граница круга с центром в точке 𝜆𝑝 столь
малого радиуса, что все остальные 𝜆𝑗 лежат во внешности этого круга. Используя
теорему Коши о вычетах, легко показать, что искомые многочлены можно предста-
вить в виде

𝐴𝑝
𝑛(𝑧) =

𝑒−𝜆𝑝 𝑧

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶𝑝

𝑒𝜉𝑧 𝑑𝜉

[𝜙(𝜉)]𝑛
, 0 6 𝑝 6 𝑘, (1.6)

где 𝜙(𝜉) = (𝜉 − 𝜆0)(𝜉 − 𝜆1) · · · (𝜉 − 𝜆𝑘).
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2. Доказательство теоремы 2

В линейном пространстве 𝒫, состоящем из всех многочленов, определим линей-
ные операторы

𝑇𝜆 = 𝜆𝐼 +𝐷,

где 𝜆 – произвольное комплексное число, 𝐼 – единичный оператор, а 𝐷 = 𝑑/𝑑𝑧 –
оператор дифференцирования.

Лемма 1. Любые два оператора 𝑇𝜆1 , 𝑇𝜆2 коммутативны, т.е.

𝑇𝜆1 · 𝑇𝜆2 = 𝑇𝜆2 · 𝑇𝜆1 .

Доказательство. Утверждение леммы вытекает из легко проверяемого равен-
ства

𝑇𝜆1 · 𝑇𝜆2(𝑆) = 𝜆1 𝜆2 𝑆 + (𝜆1 + 𝜆2)𝑆′ + 𝑆′′, 𝑆 ∈ 𝒫.

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Для произвольного 𝜆 ∈ R и 𝑆 ∈ 𝒫 справедливы тождества

𝐷𝑝(𝑒𝜆𝑧 · 𝑆(𝑧)) = 𝑒𝜆𝑧 · 𝑇 𝑝
𝜆 (𝑆(𝑧)), 𝑝 = 1, 2, . . . . (2.1)

Доказательство. Так как

𝐷(𝑒𝜆𝑧 · 𝑆(𝑧)) = 𝑒𝜆𝑧(𝜆𝑆(𝑧) + 𝑆′(𝑧)),

то при 𝑝 = 1 тождество (2.1) доказано. Далее применим метод индукции. Пред-
положим, что 𝑝 > 2 и (2.1) справедливо при 𝑝 − 1. Тогда, используя утверждение
леммы 1, получаем

𝐷𝑝(𝑒𝜆𝑧 · 𝑆(𝑧)) = 𝐷[𝐷𝑝−1(𝑒𝜆𝑧 · 𝑆(𝑧))] = 𝐷[𝑒𝜆𝑧(𝜆𝐼 +𝐷)𝑝−1(𝑆(𝑧))]

= 𝑒𝜆𝑧 · 𝑇 𝑝−1
𝜆 (𝜆𝑆(𝑧) + 𝑆′(𝑧)) = 𝑒𝜆𝑧 · 𝑇 𝑝

𝜆 (𝑆(𝑧)).

Лемма 2 доказана.

Найдем явный вид обратного оператора к 𝑇𝑚
𝜆 в случае, когда 𝑚 = 0, 1, 2, . . . и

𝜆 ̸= 0. Для этого на 𝒫 определим линейные операторы

𝐴𝜆, 𝑚𝑆 := 𝜆−𝑚 ·
∞∑︁

𝑗=0

(︂
−𝑚
𝑗

)︂
𝐷𝑗𝑆

𝜆𝑗
, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . . (2.2)

Если 𝑆 ∈ 𝒫, то правая часть в (2.2) состоит из конечного числа слагаемых. Это
следует из того, что при 𝑗 > deg𝑆 𝑗-й член ряда в (2.2) равен нулю.

Лемма 3. При 𝜆 ̸= 0 и 𝑚 = 0, 1, 2, . . . обратный оператор для оператора 𝑇𝑚
𝜆

существует и, если обозначить его через 𝑇−𝑚
𝜆 , то

𝑇−𝑚
𝜆 𝑆 := 𝜆−𝑚 ·

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗

(︂
𝑚− 1− 𝑗
𝑚− 1

)︂
𝐷𝑗𝑆

𝜆𝑗
. (2.3)
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Доказательство. При 𝑚 = 0 утверждение леммы справедливо, так как в этом
случае из определения биномиальных коэффициентов (см. [35; п. 1.5, приложение I])
следует, что 𝑇−𝑚

𝜆 = 𝐼. Пусть 𝑚 > 1. Используя рекуррентную формулу для бино-
миальных коэффициентов и лемму 1, получаем

𝐴𝜆,𝑚 · (𝜆𝐼 +𝐷)𝑆 = 𝜆𝐴𝜆,𝑚 ·
(︂
𝐼 +

𝐷

𝜆

)︂
𝑆

= 𝜆−𝑚+1

[︂ ∞∑︁
𝑗=0

(︂
−𝑚
𝑗

)︂
𝐷𝑗𝑆

𝜆𝑗
+

∞∑︁
𝑗=0

(︂
−𝑚
𝑗

)︂
𝐷𝑗+1𝑆

𝜆𝑗+1

]︂

= 𝜆−𝑚+1

[︂
𝑆 +

∞∑︁
𝑗=1

{︂(︂
−𝑚
𝑗

)︂
+

(︂
−𝑚
𝑗 − 1

)︂}︂
𝐷𝑗𝑆

𝜆𝑗

]︂

= 𝜆−𝑚+1
∞∑︁

𝑗=0

(︂
−𝑚+ 1

𝑗

)︂
𝐷𝑗𝑆

𝜆𝑗
= 𝐴𝜆,𝑚−1𝑆.

Таким образом, 𝐴𝜆,𝑚 · 𝑇𝜆 = 𝐴𝜆,𝑚−1. Поэтому справедливы равенства

(𝐴𝜆,𝑚 · 𝑇𝑚
𝜆 )𝑆 = 𝐴𝜆,𝑚 · 𝑇𝜆 · 𝑇𝑚−1

𝜆 (𝑆) = (𝐴𝜆,𝑚−1 · 𝑇𝑚−1
𝜆 )𝑆 = · · · = 𝐴𝜆,0𝑆 = 𝑆.

Отсюда следует, что оператор 𝐴𝜆,𝑚 является левым обратным к оператору 𝑇𝑚
𝜆 .

Поскольку согласно лемме 1 эти операторы коммутативны, то 𝐴𝜆,𝑚 является и пра-
вым обратным к оператору 𝑇𝑚

𝜆 .
Для биномиальных коэффициентов имеют место равенства(︂

−𝑚
𝑗

)︂
= (−1)𝑗

(︂
𝑚− 1 + 𝑗

𝑗

)︂
= (−1)𝑗

(︂
𝑚− 1 + 𝑗

𝑚− 1

)︂
.

Поэтому из (2.2) следует, что оператор 𝑇−𝑚
𝜆 можно представить в виде (2.3). Лем-

ма 3 доказана.

Лемма 4. При 𝑛> 2 многочлены Паде 𝑞𝑛−1 , 𝑝𝑛−1 можно нормировать так, что

𝑞𝑛−1(𝑧) = 𝑝𝑛−1(−𝑧) = 𝑇−𝑛
1 (𝑧𝑛−1)

=
𝑛−1∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗

(︂
𝑛− 1− 𝑗
𝑛− 1

)︂
(𝑛− 1)!

(𝑛− 1− 𝑗)!
𝑧𝑛−1−𝑗 . (2.4)

Доказательство. Дифференцируя равенство (1.3) 𝑛 раз, с учетом леммы 2
получим

𝑒𝑧 𝑇𝑛
1 (𝑞𝑛−1(𝑧)) = 𝑐𝑛(2𝑛− 1)(2𝑛− 2) · · ·𝑛𝑧𝑛−1 + · · · .

Отсюда, так как 𝑒−𝑧 = 1− 𝑧 + · · · ,

𝑇𝑛
1 (𝑞𝑛−1(𝑧)) = 𝑐𝑛(2𝑛− 1)(2𝑛− 2) · · ·𝑛𝑧𝑛−1 + · · · . (2.5)

Слева в (2.5) стоит многочлен степени не выше 𝑛− 1. Поэтому

𝑇𝑛
1 (𝑞𝑛−1(𝑧)) = 𝑐𝑛(2𝑛− 1)(2𝑛− 2) · · ·𝑛𝑧𝑛−1.
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Выбирая условия нормировки 𝑞𝑛−1(𝑧) так, чтобы 𝑐𝑛 = ((2𝑛 − 1)(2𝑛 − 2) · · ·𝑛)−1, и
учитывая линейность оператора 𝑇𝑛

1 , получим, что

𝑇𝑛
1 (𝑞𝑛−1(𝑧)) = 𝑧𝑛−1.

Теперь для завершения доказательства достаточно воспользоваться леммой 3. Лем-
ма 4 доказана.

Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 2. Сначала найдем новое
представление для многочлена 𝐴𝑝

𝑛(𝑧). Для этого разделим равенство (1.4) на 𝑒𝜆0𝑧 и
затем продифференцируем 𝑛 раз. С учетом леммы 2 получим

𝑒(𝜆𝑘−𝜆0)𝑧𝑇𝑛
𝜆𝑘−𝜆0

(𝐴𝑘
𝑛(𝑧)) + · · ·+ 𝑒(𝜆1−𝜆0)𝑧𝑇𝑛

𝜆1−𝜆0
(𝐴1

𝑛(𝑧)) = 𝑂(𝑧𝑘𝑛−1).

Разделим предыдущее равенство на 𝑒(𝜆1−𝜆0)𝑧 и затем продифференцируем 𝑛 раз.
В результате приходим к равенству

𝑒(𝜆𝑘−𝜆1)𝑧𝑇𝑛
𝜆𝑘−𝜆1

𝑇𝑛
𝜆𝑘−𝜆0

(𝐴𝑘
𝑛(𝑧)) + · · ·+ 𝑒(𝜆2−𝜆1)𝑧𝑇𝑛

𝜆2−𝜆1
𝑇𝑛

𝜆2−𝜆0
(𝐴2

𝑛(𝑧)) = 𝑂(𝑧(𝑘−1)𝑛−1).

Повторяя указанную последовательность действий еще 𝑝− 2 раз, получим, что

𝑒(𝜆𝑘−𝜆𝑝−1)𝑧𝑇𝑛
𝜆𝑘−𝜆𝑝−1

· · ·𝑇𝑛
𝜆𝑘−𝜆1

𝑇𝑛
𝜆𝑘−𝜆0

(𝐴𝑘
𝑛(𝑧)) + · · ·

+ 𝑒(𝜆𝑝−𝜆𝑝−1)𝑧𝑇𝑛
𝜆𝑝−𝜆𝑝−1

· · ·𝑇𝑛
𝜆𝑝−𝜆1

𝑇𝑛
𝜆𝑝−𝜆0

(𝐴𝑝
𝑛(𝑧)) = 𝑂(𝑧(𝑘−𝑝+1)𝑛−1).

Разделим теперь предыдущее равенство на 𝑒(𝜆𝑘−𝜆𝑝−1)𝑧 и продифференцируем
𝑛 раз. Повторив эту процедуру еще 𝑘 − 𝑝 − 1 раз, придем к окончательному соот-
ношению:

𝑇𝑛
−(𝜆𝑝+1−𝜆𝑝) · · ·𝑇

𝑛
−(𝜆𝑘−𝜆𝑝)𝑇

𝑛
𝜆𝑝−𝜆𝑝−1

· · ·𝑇𝑛
𝜆𝑝−𝜆1

𝑇𝑛
𝜆𝑝−𝜆0

(𝐴𝑝
𝑛(𝑧)) = 𝑂(𝑧𝑛−1) .

Так как в левой части предыдущего равенства стоит многочлен степени не выше
𝑛− 1, то

𝑇𝑛
−(𝜆𝑝+1−𝜆𝑝) · · ·𝑇

𝑛
−(𝜆𝑘−𝜆𝑝)𝑇

𝑛
𝜆𝑝−𝜆𝑝−1

· · ·𝑇𝑛
𝜆𝑝−𝜆1

𝑇𝑛
𝜆𝑝−𝜆0

(𝐴𝑝
𝑛(𝑧)) = 𝑐𝑝𝑧

𝑛−1.

Отсюда, с учетом леммы 3, следует, что

𝐴𝑝
𝑛(𝑧) = 𝑐𝑝 𝑇

−𝑛
𝜆𝑝−𝜆0

𝑇−𝑛
𝜆𝑝−𝜆1

· · ·𝑇−𝑛
𝜆𝑝−𝜆𝑝−1

𝑇−𝑛
−(𝜆𝑘−𝜆𝑝) · · ·𝑇

−𝑛
−(𝜆𝑝+1−𝜆𝑝)(𝑧

𝑛−1). (2.6)

Далее воспользуемся следующей теоремой Уолша [36] (см. также [37; гл. 4, § 18,
теорема 18.1]).

Теорема 3 (Уолш). Предположим, что

𝑓(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑗=0

𝑎𝑗 𝑧
𝑗 , 𝑔(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑏𝑗 𝑧
𝑗 = 𝑏𝑛

𝑛∏︁
𝑗=1

(𝑧 − 𝛽𝑗),

ℎ(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑗=0

(𝑛− 𝑗)!𝑏𝑛−𝑗𝑓
(𝑗)(𝑧).

Тогда если нули 𝑓(𝑧) лежат в круге 𝑈 , то все нули ℎ(𝑧) являются точками мно-
жества 𝐺, которое состоит из 𝑛 кругов 𝑈𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, где круг 𝑈𝑗 получен
параллельным переносом 𝑈 в направлении вектора 𝛽𝑗 на величину, равную длине
вектора 𝛽𝑗 .
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Пусть 𝑆𝑛−1 – произвольный многочлен степени не выше 𝑛 − 1. Принимая во
внимание равенство (2.3), нетрудно заметить, что функции

𝑓(𝑧) = 𝑆𝑛−1(𝑧), ℎ(𝑧) = 𝑇−𝑛
𝜆 (𝑆𝑛−1(𝑧)), 𝜆 ̸= 0,

𝑔(𝑧) =
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑏𝑛−1−𝑗 𝑧
𝑛−1−𝑗 = 𝜆−𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗

(𝑛− 1− 𝑗)!

(︂
𝑛− 1− 𝑗
𝑛− 1

)︂
𝑧𝑛−1−𝑗

𝜆𝑗

удовлетворяют условиям теоремы Уолша. Кроме того, если сравнить предыдущее
равенство для многочлена 𝑔(𝑧) и равенство (2.4), то легко обнаружить, что

𝑔(𝑧) =
𝜆−2𝑛+1

(𝑛− 1)!
𝑞𝑛−1(𝜆𝑧).

Из теоремы 1 следует, что нули 𝑞𝑛−1(𝜆𝑧) по модулю меньше 2(𝑛 − 1/3)/|𝜆|. Со-
гласно теореме Уолша нули ℎ(𝑧) =𝑇−𝑛

𝜆 (𝑆𝑛−1(𝑧)) по модулю меньше 𝜌+2(𝑛−1/3)/|𝜆|,
где 𝜌 – радиус круга с центром в нуле, который содержит все нули 𝑆𝑛−1(𝑧).

Применим предыдущее утверждение для

𝑆𝑛−1(𝑧) = 𝑧𝑛−1 и ℎ(𝑧) = 𝑇−𝑛
−(𝜆𝑝+1−𝜆𝑝)(𝑧

𝑛−1).

Тогда нули ℎ(𝑧) по модулю меньше

2
(︂
𝑛− 1

3

)︂
1

|𝜆𝑝+1 − 𝜆𝑝|
.

Далее, полагая

𝑆𝑛−1(𝑧) = 𝑇−𝑛
−(𝜆𝑝+1−𝜆𝑝)(𝑧

𝑛−1), ℎ(𝑧) = 𝑇−𝑛
−(𝜆𝑝+2−𝜆𝑝)(𝑆𝑛−1(𝑧)),

еще раз применим предыдущее утверждение. Тогда нули ℎ(𝑧) по модулю меньше

2
(︂
𝑛− 1

3

)︂[︂
1

|𝜆𝑝+2 − 𝜆𝑝|
+

1
|𝜆𝑝+1 − 𝜆𝑝|

]︂
.

Опираясь на равенство (2.6) и продолжая аналогичные рассуждения, после конеч-
ного числа шагов получим, что нули полинома 𝐴𝑝

𝑛 по модулю меньше

2
(︂
𝑛− 1

3

)︂[︂ 𝑝∑︁
𝑗=1

1
|𝜆𝑝 − 𝜆𝑝−𝑗 |

+
𝑘−𝑝∑︁
𝑗=1

1
|𝜆𝑝+𝑗 − 𝜆𝑝|

]︂
.

Теорема 2 доказана.

3. Точность оценки. Примеры

Согласно теореме 2 нули многочленов Эрмита 𝐴𝑝
𝑛 лежат в круге с центром в нуле,

радиус которого 𝑅𝑝
𝑛 зависит как от степени многочлена, так и от взаимного распо-

ложения множителей в показателях экспонент {𝑒𝜆𝑝𝑧}𝑘𝑝=0. В связи с этим представ-
ляет интерес вопрос о точности полученной в теореме 2 верхней оценки для модулей
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нулей 𝐴𝑝
𝑛 в случае, когда 𝑛 фиксировано, а расстояние между соседними членами

последовательности {𝜆𝑝}𝑘𝑝=0 является сколь угодно малой величиной.
Представление многочленов 𝐴𝑝

𝑛 с помощью интегралов в виде (1.6) позволяет
получить для них явные выражения, а при 𝑛 = 2, 3, 4 найти точные значения всех
нулей 𝐴𝑝

𝑛. Для простоты здесь ограничимся случаями, когда 𝑛 = 2, 3.
Прежде чем перейти к примерам, напомним, что при 𝜀→ 0 две бесконечно боль-

шие функции 𝜙(𝜀), 𝜓(𝜀), принимающие положительные значения, имеют одинако-
вый порядок (𝜙(𝜀) ≍ 𝜓(𝜀)), если lim𝜀→0 𝜙(𝜀)/𝜓(𝜀) = 𝐴, где 0 < 𝐴 < +∞.

3.1. Рассмотрим систему экспонент {𝑒𝜆𝑝 𝑧}2𝑝=0, где 𝜆0 = 0, 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 1 + 𝜀,
а 0 < 𝜀 6 1. Далее запись

𝐴𝑝
𝑛 : 𝑧𝑝

𝑗 (𝜀), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1

означает, что 𝑧𝑝
𝑗 (𝜀) – все нули многочлена 𝐴𝑝

𝑛.
Пусть 𝑟𝑝

𝑛(𝜀) := max{|𝑧𝑝
𝑗 (𝜀)| : 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1}, а 𝑅𝑝

𝑛(𝜀) – радиус круга, содержа-
щего все нули, который определяется равенством (1.5). Тогда

𝐴0
2 : 𝑧0

1(𝜀) = −2
(2 + 𝜀)
1 + 𝜀

, 𝐴1
2 : 𝑧1

1(𝜀) = −2
(1− 𝜀)
𝜀

, 𝐴2
2 : 𝑧2

1(𝜀) = 2
(1 + 2𝜀)
𝜀(1 + 𝜀)

.

Отсюда следует, что при 𝜀→ 0

𝑟𝑝
2(𝜀) ≍ 𝑅𝑝

2(𝜀) ≍
1
𝜀

для 𝑝 = 1, 2,

4 6 𝑟02(𝜀) < 𝑅0
2(𝜀) =

10
3

(︂
1 +

1
1 + 𝜀

)︂
6

20
3
.

Аналогично

𝐴0
3 : 𝑧0

1,2(𝜀) =
−3(2 + 𝜀)± 𝑖

√
3
√

2 + 2𝜀+ 𝜀2

1 + 𝜀
,

𝐴1
3 : 𝑧1

1,2(𝜀) =
−3(1− 𝜀)± 𝑖

√
3
√

1 + 𝜀2

𝜀
,

𝐴2
3 : 𝑧2

1,2(𝜀) =
3(1 + 2𝜀)± 𝑖

√
3
√

1 + 2𝜀+ 2𝜀2

𝜀(1 + 𝜀)
.

Поэтому при 𝜀→ 0

𝑟𝑝
3(𝜀) ≍ 𝑅𝑝

3(𝜀) ≍
1
𝜀

для 𝑝 = 1, 2,

√
42← 𝑟03(𝜀) < 𝑅0

3(𝜀) =
16
3

(︂
1 +

1
1 + 𝜀

)︂
6

32
3
.

3.2. Рассмотрим систему экспонент {𝑒𝜆𝑝 𝑧}3𝑝=0, где 𝜆0 = 0, 𝜆1 = 1− 𝜀, 𝜆2 = 1, 𝜆3 =
1 + 𝜀, а 0 < 𝜀 < 1. Сохраняя предыдущие обозначения, с помощью элементарных
вычислений получаем

𝐴0
2 : 𝑧0

1(𝜀) = − (6− 2𝜀)
1− 𝜀2

, 𝐴1
2 : 𝑧1

1(𝜀) = − (3− 5𝜀)
𝜀(1− 𝜀)

,

𝐴2
2 : 𝑧2

1(𝜀) = 2, 𝐴3
2 : 𝑧3

1(𝜀) =
(3 + 5𝜀)
𝜀(1 + 𝜀)

.
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Отсюда следует, что при 𝜀→ 0

𝑟𝑝
2(𝜀) ≍ 𝑅𝑝

2(𝜀) ≍
1
𝜀

для 𝑝 = 1, 3,

6← 𝑟02(𝜀) < 𝑅0
2(𝜀) =

10
3

(︂
1 +

2
1− 𝜀2

)︂
,

2 = 𝑟22(𝜀) < 𝑅2
2(𝜀) =

10
3

(︂
1 +

2
𝜀

)︂
≍ 1
𝜀
.

Если 𝜀→ 1, то

𝑟𝑝
2(𝜀) ≍ 𝑅𝑝

2(𝜀) ≍
1

1− 𝜀
для 𝑝 = 0, 1,

2 = 𝑟22(𝜀) < 𝑅2
2(𝜀) =

10
3

(︂
1 +

2
𝜀

)︂
,

4← 𝑟32(𝜀) < 𝑅3
2(𝜀) =

10
3

(︂
1

1 + 𝜀
+

3
2𝜀

)︂
.

Аналогично,

𝐴0
3 : 𝑧0

1,2(𝜀) = −9− 𝜀2 ± 𝑖
√

3
√

3 + 𝜀4

1− 𝜀2
,

𝐴1
3 : 𝑧1

1,2(𝜀) = −9− 15𝜀± 𝑖
√

3
√

5− 10𝜀+ 9𝜀2

2𝜀(1− 𝜀)
,

𝐴2
3 : 𝑧2

1,2(𝜀) =
2𝜀± 𝑖

√
3
√

2 + 𝜀2

𝜀
,

𝐴3
3 : 𝑧3

1,2(𝜀) =
9 + 15𝜀± 𝑖

√
3
√

5 + 10𝜀− 9𝜀2

2𝜀(1 + 𝜀)
.

Поэтому, если 𝜀→ 0, то

𝑟𝑝
3(𝜀) ≍ 𝑅𝑝

3(𝜀) ≍
1
𝜀

для 𝑝 = 1, 2, 3,

√
90← 𝑟03(𝜀) < 𝑅0

3(𝜀) =
16
3

(︂
1 +

2
1− 𝜀2

)︂
.

При 𝜀→ 1

𝑟𝑝
3(𝜀) ≍ 𝑅𝑝

3(𝜀) ≍
1

1− 𝜀
для 𝑝 = 0, 1,

√
13← 𝑟23(𝜀) < 𝑅2

3(𝜀) =
16
3

(︂
1 +

2
𝜀

)︂
,

√
582
4
← 𝑟33(𝜀) < 𝑅3

2(𝜀) =
16
3

(︂
1

1 + 𝜀
+

3
2𝜀

)︂
.

Примеры 3.1 и 3.2 показывают, что для рассматриваемых в них систем экспонент
при 𝑛 = 2, 3 полученные в теореме 2 неравенства для модулей нулей соответствую-
щих многочленов Эрмита являются точными в смысле порядка при 𝜀→ 0 (𝜀→ 1).
Оценка является точной и в случае 𝑛 = 4. При этом не все нули многочленов Эрми-
та с убыванием расстояния между соседними членами последовательности {𝜆𝑝}𝑘𝑝=0

стремятся к бесконечности. В частности, имеются нули, которые не зависят от 𝜀

4 Математические заметки, т. 99, вып. 3
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(в примере 3.2 𝑧2
1(𝜀) = 2 при всех 0 < 𝜀 < 1), а также равные нулю (в примере 3.1

𝑧1
1(1) = 0). Уже это говорит о том, что в общем случае нахождение нижних оце-

нок для модулей нулей многочленов Эрмита и, в частности, получение некоторо-
го аналога теоремы Саффа и Варги о кольце, является достаточно трудной зада-
чей. Более веским аргументом в поддержку сказанного является следующий пример
(нами установлено, что при 𝑘= 3, 𝑛= 2, 3, 4 и 𝜀→ 0 он также является иллюстрацией
точности по порядку неравенств для модулей нулей в теореме 2).

3.3. Рассмотрим систему экспонент {𝑒𝜆𝑝 𝑧}𝑘𝑝=0, где 𝑘 > 2, 𝜆0 = 0, а {𝜆𝑝}𝑘𝑝=1 явля-
ются корнями уравнения 𝑧𝑘 = 𝜀𝑘, 𝜀 > 0. Далее предполагаем, что 2 6 𝑛 6 𝑘.
Для вычисления интеграла в (1.6) при 𝑝 = 0 применим теорему Коши о вычетах.
В результате получим

𝐴0
𝑛(𝑧) =

1
(𝑛− 1)!

[︂
𝑒𝜉𝑧

𝑏𝑛(𝜉)

]︂(𝑛−1)

𝜉=0

, 𝑏(𝜉) := 𝜉𝑘 − 𝜀𝑘.

Выбирая необходимую нормировку для многочленов Эрмита и учитывая равенства
𝑏′(0) = 𝑏′′(0) = · · · = 𝑏(𝑛−1)(0) = 0, отсюда находим, что

𝐴0
𝑛(𝑧) = 𝑧𝑛−1 : 𝑧0

𝑗 (𝜀) = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1.

Таким образом, для любого сколь угодно большого 𝑘 нижняя оценка для модулей
нулей многочлена 𝐴0

𝑛 при 2 6 𝑛 6 𝑘 является тривиальной.
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