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В работе изучаются экстремальные свойства и локализация нулей недиагональных
многочленов Эрмита–Паде 1-го рода для системы экспонент {eλp z}k

p=0 с произволь-
ными различными комплексными числами λ0,λ1, . . . ,λk . Приведенные теоремы допол-
няют и обобщают известные результаты К. Малера, Э. Саффа и Р. Варги, Г. Шталя,
П. Борвейна, Ф. Вилонского и К. Драйвер.
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Для заданного натурального числа k рассмотрим произвольный фиксированный
набор {λp }k

p=0 различных комплексных и произвольный набор {np }k
p=0 целых поло-

жительных чисел.
Многочленами Эрмита–Паде 1-го рода системы экспоненциальных функций

{eλp z}k
p=0 называют многочлены A

p
np

, deg A
p
np

É np − 1, p = 0,1, ...,k, хотя бы один
из которых тождественно не равен нулю, удовлетворяющие условию

Rn0,n1,...,nk (z) =
k∑

p=0
A

p
np

(z)eλp z =O
(
zn0+n1+...+nk−1) , z → 0. (1)

Многочлены {A
p
np

(z)}k
p=0 (при n0 = n1 = ... = nk их принято называть диагональ-

ными многочленами Эрмита – Паде 1-го рода) введены в рассмотрение Эрмитом [1]
в связи с исследованием арифметических свойств числа e.

Если не принимать во внимание одномерный случай, когда мы имеем дело с хо-
рошо изученными классическими многочленами Паде (см. [2]), то можно сказать,
что к настоящему времени свойства недиагональных многочленов исследованы в
значительно меньшей степени (см. [3], [4]), чем диагональных. Отчасти это связано
с тем, что методы, ранее применяемые при изучении диагональных многочленов и
аппроксимаций Эрмита – Паде, в общей ситуации не столь эффективны. Например,
методы Лапласа и перевала (метод седловой точки) достаточно детально разрабо-
таны для нахождения асимптотики интегралов, зависящих от одного параметра n.
Однако, в общей ситуации приходится иметь дело с интегралами, зависящими от
k +1 различных параметров n0,n1, ...,nk .

Полиномы A0
n0

(z), A1
n1

(z), ..., Ak
nk

(z), удовлетворяющие равенствам (1), могут быть
получены решением линейной системы n0+n1+...+nk −1 однородных уравнений с
n0 +n1 + ...+nk неизвестными коэффициентами. Поэтому нетривиальное решение
всегда существует. Легко показать, что такие нетривиальные решения могут быть
выписаны в явном виде. Действительно, пусть Cp – граница круга с центром в точ-
ке λp столь малого радиуса, что все остальные λ j лежат во внешности этого круга,
а C∞ – граница круга с центром в нуле столь большого радиуса, что все числа λ j ,
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j = 0,1,2, ...,k принадлежат его внутренности. С использованием теоремы Коши о
вычетах легко показать, что функции

A
p
np

(z) = e−λp z

2πi

ˆ

Cp

e ξz d ξ∏k
p=0(ξ−λp )np

, 0 É p É k , (2)

Rn0,n1,...,nk (z) = 1

2πi

ˆ

C∞

e ξz d ξ∏k
p=0(ξ−λp )np

(3)

удовлетворяют (1) и всем другим условиям. Равенства (2) и (3) не являются новыми.
Впервые они появились в работах Эрмита.

Далее будем рассматривать нормированную функцию, полученную делением
остаточной функции Rn0,n1,...,nk (z) на старший коэффициент многочлена Ak

nk
(z).

Чтобы найти его численное значение, продифференцируем nk −1 раз равенство (2)
при p = k. В результате получим, что значение старшего коэффициента Ak

nk
(z) сов-

падает со значением интеграла
1

2πi (nk −1)!

ˆ

Ck

d ξ

(ξ−λk )
∏k−1

p=0(ξ−λp )np
,

который вычисляется по интегральной формуле Коши, и равно∏k−1
p=0(λk −λp )−np /(nk −1)! .

Покажем, что нормированные и преобразованные соответствующим образом
многочлены {A

p
np

(z)}k
p=0 являются решением следующей экстремальной задачи:

для фиксированного набора действительных чисел λ0 < λ1 < ... < λk найти мно-
гочлены a

p
np

(z), deg a
p
np

É np , p = 0,1, ...,k, со старшим коэффициентом многочлена
ak

nk
(z) равным 1, реализующие минимум в следующем равенстве

En0,n1,...,nk = En0, ... ,nk (λ0,λ1, ...,λk ;ρ) := min
{a

p
np (z)}k

p=0

∥∥∥∥∥ k∑
p=0

a
p
np

(z)eλp z

∥∥∥∥∥
ρ

,

где ∥h∥ρ = max{|h(z)| : z ∈ Dρ}, Dρ = {z : |z| É ρ} ⊂C, а ρ – фиксированное положитель-
ное число меньшее π/(λk −λ0).

Сформулируем основные результаты.

Теорема 1. Пусть λ0 <λ1 < ... <λk – произвольная фиксированная последователь-
ность действительных чисел, а ρ <π/(λk −λ0). Тогда, еслиmin{n0, n1, ..., nk } →∞, то

En0,n1,...,nk ∼
nk !

∏k−1
p=0(λk −λp )np+1

(n0 +n1 + ...+nk +k)!
ρn0+n1+...+nk+k .

Теорема 2. Пусть {λp }k
p=0 – произвольный фиксированный набор различных ком-

плексных чисел. Тогда при min{n0,n1, ...,nk } →∞ локально равномерно по z

Rn0,n1,...,nk (z) ∼ zn0+n1+...+nk−1

(n0 +n1 + ...+nk −1)!
e

n0λ0+n1λ1+...+nkλk
n0+n1+...+nk

z
.
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В частных случаях теоремы совпадают с известными ранее результатами Л. Тре-
фезена [5], П. Борвейна [6], Д. Браесса [7], Ф. Вилонского [8], А.В. Астафьевой и
А.П. Старовойтова [9] в диагональном случае, а в недиагональном случае – с резуль-
татом К. Драйвер [4].

Далее, мы хотим локализовать область, в которой находятся нули многочленов
A

p
np

(z), в зависимости от выбора чисел {λp }k
p=0 и {np }k

p=0. В отдельных частных случа-
ях такая задача хорошо известна. Так Г. Сеге [10] исследовал поведение нулей мно-
гочленов Тейлора функций, связанных с экспонентой. Э. Сафф и Р. Варга [11] нашли
границы кольца, в котором находятся нули многочленов Паде экспоненциальной
функции. В частности, им принадлежит хорошо известная "теорема о кольце".

В работе [8] Ф. Вилонский получил оценку сверху для модулей нулей диаго-
нальных многочленов Эрмита – Паде {A

p
n(z)}k

p=0 системы экспонент {epz}k
p=0. В [12]

аналогичный результат получен для произвольной системы экспонент {eλp z}k
p=0.

Г. Шталь [13] исследовал расположение нулей преобразованных с помощью мас-
штабирования независимой переменной квадратичных диагональных многочле-
нов Эрмита – Паде 1-го и 2-го рода системы экспонент {1,ez ,e2z} и показал, что ука-
занные нули лежат на специальных дугах комплексной плоскости. Эти исследова-
ния были продолжены им в [14].

Справедлива следующая

Теорема 3. Пусть {λp }k
p=0 – произвольные различные комплексные числа. Тогда

при np Ê 2, p = 0,1, ...,k, k Ê 1 нули многочлена A
p
np
, 0 É p É k, находятся в круге

{z : |z| < R
p
np

}, где

R
p
np

=
k∑

j=0
j ̸=p

np +n j −2/3

|λp −λ j |
.

Теорема 3 согласуется со всеми ранее известными результатами и содержит их в
качестве частных случаев. Кроме того, построенные примеры показывают, что как
верхнюю, так и нижнюю оценки для границы области локализации нулей в теореме
3 существенно улучшить нельзя.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования Рес-
публики Беларусь.
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ON PROPERTIES HERMITE – PADÉ POLYNOMIALS OF EXPONENTIAL FUNCTIONS

A.P. Starovoitov, E.P. Kechko

We study extremal properties and localization of zeros of nondiagonal type I Hermite – Padé polyno-
mials for exponential system {eλp z }k

p=0 with arbitrary different complex λ0,λ1, ...,λk . Proven theorems
complement and generalize known results by K. Mahler, E. Saff and R. Varga, H. Stahl, P. Borwein,
F. Wielonsky and K. Driver.
Keywords: Hermite – Padé polynomials, zeros of Hermite – Padé polynomials, asymptotic equality.
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