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ПРЕЦИЗИОННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА 

С ГИПЕРСИНГУЛЯРНЫМ ЯДРОМ 

 
В данной работе показано, что уравнение Шредингера в импульсном представлении для 

линейного запирающего потенциала для состояний с нулевым орбитальным моментом может 
быть решено с высокой точностью (намного превосходящей другие методики) с помощью 
специальной квадратурной формулы для гиперсингулярного интеграла. 

1. Методика решения интегральных уравнений 

Уравнение Шредингера в импульсном представлении для центрально-симметричных 
потенциалов, после парциального разложения примет вид:  
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где 1 2 1 2= /( )m m m mµ + – приведенная масса; 1 2,m m – массы конституэнтов связанной системы; 

k – импульс относительного движения ( = kk ); ( )kφ
l

– радиальная часть фурье-образа волно-

вой функции в координатном представлении;  ( , )'
V k k

l
– оператор l -той составляющей пар-

циального разложения потенциала взаимодействия; E – энергия связи. 
Однако описание связанных состояний в импульсном представлении усложняется необ-

ходимостью решения интегрального уравнения (1), содержащего сингулярные члены тип кото-
рых определяется видом ( , )'

V k k
l

. 

Так для линейного запирающего потенциала ( ) =V r rσ  имеем, что  
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где функция ( )Q y
l

– полином Лежандра 2-го рода. 

Поскольку функция '
Q

l
 гиперсингулярная в случае, если = '

k k , то и сам потенциал 

( , )'
V k k

l
, также является гиперсингулярным. Стандартные методики численного решения урав-

нения (1) с потенциалом (2) дают относительно невысокую точность  [1, 2] 
Численное решение интегрального уравнения (1) может быть сведено к задаче на собст-

венные значения матрицы, которая возникает при использовании квадратурных формул для 
интегралов, входящих в уравнение. 

В итоге интегральное уравнение вида (1) может быть сведено к задаче  

 ( )
=1 =1

, ( ) ( ) = ( ) ,
N N

i j j ij j i

j j

H k k k H k E kφ φ φ=∑ ∑  (3) 

где для получения собственных значений и векторов необходимо знать элементы матрицы 
ijH . 

И если для i j≠ , задача расчета элементов 
ijH  для линейного запирающего потенциалов не 

является сложной, то при ( )= = '
i j k k  напрямую это сделать не удается, вследствие наличия 

сингулярностей. 
2. Построение квадратурных формул для сингулярных интегралов 
Получим квадратурную формулу для интеграла  
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 ( ) ( )
1
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= ( ) ( ) , dI z F t w t g t z t
−
∫  (4) 

где ( ),g t z  функция сингулярная при =t z . 

Для этого функция ( )F t  в (4) c помощью интерполяционного многочлена  
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( ) ( ) ( )
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заменятся разложением  

 ( ) ( ),
,=1

( ) ,
N

i i N

i

F t G t F ξ≈∑  (6) 

где ,i Nξ  являются корнями многочлена Якоби  

 ( ) ( ) ( ),
, = 0 = 1, 2, , .N i NP i N

α β ξ K  (7) 

Подставляя разложение (6) в ( )I z  получим, что квадратурная формула для интеграла 

принимает вид  

 ( ) ( ) ( ),
=1

,
N

i i N

i

I z z Fω ξ≈∑  (8) 

где  

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )
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,
,1,

1
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i '

i NN i N

P t
z g t z w t t

tP

α β

α β
ω

ξξ − −∫  (9) 

Таким образом вычисление (9) позволит найти весовые коэффициенты для квадратурной 
формулы (4), содержащей сингулярности. 

3. Аналитический весовых множителей 

Рассмотрим возможность аналитического вычисления весовых множителей для различ-

ных видов сингулярностей т. е. в зависимости от вида функции ( ),g t z . 

3.1 Сингулярный интеграл Коши 

Наиболее известным вариантом (4) в литературе является интеграл Коши  

 ( ) 1
, = , 1 < < 1.g t z z

t z
−

−
 

Для этого случая имеется большое количество работ (cм., например, [3–5], в которых 
предлагаются различные варианты квадратурных формул. В этом случае можно получить фор-
мулы для весовых множителей (9) непосредственно вычислением интеграла  
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C помощью тождества  
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коэффициенты (10) приведем к виду  
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где  
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 Для расчета коэффициентов ( )C

i
zω  с высокой степенью точности необходимо рассчи-

тать аналитически интеграл (13) для различных вариантов функции ( )w t . 

Наиболее известный вариант, когда функция ( )w t  является весовой функцией полинома 

Якоби ( ) ( ),
nP t

α β  т. е.  

 ( ) ( ) ( ) ( ),( ) = 1 1 .w t w t t t
α βα β ≡ − +  

Тогда для интеграла (13) имеем  
 ( ) ( ) ( ) ( ), ,= ,

n n
z z

α β α βΠ Q  

где  
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( ) ( )
( )

,1
,

1

= 1 1 d .n
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P t
z t t t

t z

α β
α βα β

−

− +
−∫Q  (14) 

В самом общем случае для произвольных α  и β  , функция ( ) ( ),
n z

α βQ  связана с полино-

мами Якоби второго рода ( ) ( ),
nQ z
α β . 

3.2 Гиперсингулярный вариант  

Рассмотрим гиперсингулярный вариант интеграла (9), когда функция 2( , ) = 1/( )g t z t z−  
Концепция расчета конечной части такого типа интегралов была впервые введена 

Адамаром (J. Hadamard, Lectures on Cauchy's Problem in Linear Partial Differential Equations, Yale 
University Press (1923).) и развита в работах [6–8, и др.]. Конечную часть гиперсингулярного 
интеграла можно представить в виде  
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Следовательно, весовые коэффициенты квадратурной формулы  
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связаны с коэффициентами (12) соотношением  

 ( ) ( )d
= .

d
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ω ω    (17) 

Тогда весовые коэффициенты для интеграла (4) с функцией 2( , ) = 1/( )g t z t z−  можно рассчи-
тать по формулам  
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Для интеграла Коши ( ( , ) = 1/( )g t z t z− ) с = = 1/2α β− −  имеем  
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где ( )
n

V z  и ( )
n

W z  полиномы Чебышева 3 и 4-го рода соответственно (см. [9]). 

Тогда квадратурная формула для интеграла Коши имеет вид:  
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Квадратурная формула для гиперсингулярного интеграла имеет вид:  
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Формула (23) для весовых коэффициентов позволяет рассчитать их с высокой точностью 
и следовательно может быть использована для решения уравнения Шредингера с линейным 
запирающим потенциалом в импульсном пространстве. 

4. Расчет спектра для линейного запирающего потенциала с = 0l  

Уравнение Шредингера с линейным запирающим потенциалом  
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приведем к виду  
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с помощью замен ( )
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Используя отображение 
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1 1
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% % получим, что уравнение (25)для 

случая = 0l после упрощений запишется следующим образом:  
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Таким образом, для запирающего потенциала имеем гиперсингулярное ядро 21/( )t z−:  и 
следовательно для численного решения необходимо использовать весовые коэффициенты, 
приведенные в разделе 3.2. Функция ( )w t  естественным образом выбирается в виде 

1
( ) = .

1

t
w t

t

+
−

В итоге матрица для задачи на собственные значения принимает вид:  
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0 ,

, 0

1
= 1 ,

1

H

j i Nj N

ij ij i N

j N

H
ω ξξ

β δ ξ
ξ πβ

  +
− −   −   

 (27) 

где ,i Nz ξ→  и ,j Nt ξ→ , ,i Nξ – нули полинома ( )
N

V t , а матрица ( ),
H

j i Nω ξ  рассчитывается с 

помощью (23). 
Для линейного запирающего потенциала при = 0l  известно, что  
 = , = 1, 2,3

n
z nε − K  (28) 

где 
n

z  являются нулями функции Айри. Поэтому имеется возможность сравнить 

результаты численных расчетов с матрицей (27) и точными значениями (см. таблицу 1). 
 
Таблица 1 –  Относительная погрешность δ  решения уравнения (27) ( 0 = 0,9999β )     

N  = 1n  = 2  = 3n  = 4n  = 5n  = 6n  
 50  223 10−×  204 10−×  173 10−×  153 10−×  148 10−×  122 10−×  
80  335 10−×  292 10−×  261 10−×  243 10−×  224 10−×  203 10−×  

100  392 10−×  351 10−×  321 10−×  314 10−×  285 10−×  266 10−×  
150  544 10−×  508 10−×  475 10−×  431 10−×  426 10−×  396 10−×  
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Таким образом, выбор весовых коэффициентов в которых сингулярности обработаны 

аналитически и функции ( )w t  связанной с интерполяционными полиномами ( , ) ( )NP t
α β  позволя-

ет решать уравнение (24) для = 0l  в импульсном пространстве с высокой точностью. Точность 
расчетов выше, чем аналогичные расчеты в импульсном пространстве на много порядков [1, 
10–13]. 

Работа выполнена при поддержке Белорусского республиканского фонда фундаменталь-
ных исследований (г. Минск, Республика Беларусь). 
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ДИПОЛЬНЫЕ СПИНОВЫЕ ПОЛЯРИЗУЕМОСТИ  

И ЭЛЕКТРОСЛАБЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ НУКЛОНА 

 

С развитием стандартной модели электрослабых взаимодействий в последнее время вве-
дены новые электрослабые характеристики адронов, связанные с несохранением четности, ко-
торые обладают свойствами гирации в оптике [1]. В свою очередь, такие характеристики, как 
поляризуемости и гирации, непосредственно связаны с внутренней структурой адронов и с ме-
ханизмами электрослабых фотон-адронных взаимодействий.  

Для более достоверного определения поляризуемостей и характеристик адронов, связан-
ных с нарушением четности, используется достаточно широкий класс электродинамических про-
цессов, в которых реализуется рассеяние реальных и виртуальных фотонов, а также двухфотон-
ное рождение в адрон-адронных взаимодействиях. Решение подобных задач возможно выпол-
нить в рамках релятивистского теоретико-полевого подхода описания взаимодействия электро-
магнитного поля с адронами с учетом их электромагнитных и электрослабых характеристик. 

Важную роль в понимании взаимодействия электромагнитного поля с адронами играют 
низкоэнергетические теоремы, поскольку в их основе лежат общие принципы квантовой теории 
и разложения амплитуд комптоновского рассеяния по энергиям фотонов. В последнее время 
одним из эффективных методов исследования электродинамических процессов является  
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