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Кроме всего, набор заданий для аудиторной и самостоятельной работы формируется с 
учетом эвристического подхода при решении задач. Нельзя сказать, что все задания выполня-
ются по одному образцу и не нуждаются в дополнительном анализе методов и подходов во 
время их решения. Такую методическую работу способны проводить только преподаватели, не 
один год преподающие фундаментальные математические дисциплины и имеющие полное 
представление обо всех трудностях, возникающих у студентов при изучении данных разделов 
высшей математики. Все выше сказанное, а также знакомство со сложностями технической 
верстки учебных пособий, которую выполняют обычно сами авторы, говорит о той огромной 
работе, которую проделывают преподаватели математического факультета при разработке сво-
их авторских методических пособий для студентов не только математических специальностей. 

Подготовке IT-специалистов в данный момент уделяется особое внимание, так как дан-
ные прикладные специальности в республике относятся к числу приоритетных. Об этом, в ча-
стности,  свидетельствует открытие ряда новых специальностей данного профиля на математи-
ческом и физическом факультетах университета. Поэтому внедрение новых технологий обуче-
ния студентов прикладных специальностей фундаментальным математическим дисциплинам, в 
частности, матричному анализу, представляет особый интерес. 
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ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ СИСТЕМ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ  

С ГРУППОВЫМ ПОСТУПЛЕНИЕМ ОТРИЦАТЕЛЬНЫХ ЗАЯВОК 

 

В систему массового обслуживания с единственным экспоненциальным прибором с ин-
тенсивностью обслуживания µ  поступает 1+T  независимых пуассоновских потоков заявок: 

поток обычных, требующих обслуживания положительных заявок с интенсивностью +λ , и T  

потоков отрицательных заявок с интенсивностями −−
Tλλ ,,1 K . Поступающая отрицательная за-

явка l -го потока мгновенно вычеркивает, уничтожает ровно l  положительных заявок, если та-
кое количество положительных заявок в системе имеется, и уничтожает все заявки в системе, 
если их число меньше Tll ,1, = . После этого она мгновенно пропадает вместе с вычеркнутыми 
положительными заявками, не оказывая в дальнейшем на функционирование системы никакого 
влияния. Состоянием системы в момент t  назовем количество положительных заявок )(tn  в 

этот момент времени. Очевидно, )(tn  – цепь Маркова с непрерывным временем и пространст-

вом состояний +Z . Ее стационарное распределение },1,0),({ K=nnp , если оно существует, 
удовлетворяет системе уравнений равновесия для так называемых вертикальных сечений графа 
переходов цепи 

++++++++++++++= −−−−−−+
KKKK )3()()2()()1()()( 321 npnpnpnp TTT λλλλλλµλ  

                                             .,1,0),( K=++ − nTnpTλ                                                   (1) 

Это однородное линейное разностное уравнение порядка T . Частное решение (1) ищем в виде 
nznp =)( . Подставляя его в (1), получим характеристическое уравнение 
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Докажем достаточность условия  
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для эргодичности процесса )(tn . Сначала используем теорему Декарта [1, с. 255]. В (2) ровно 

одна перемена знака при переходе от µ  к +λ . Значит, (2) имеет ровно один положительный 

корень. При этом 0)0( <−= +λg  и, в силу (3), 0)1(
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)1,0(0 ∈z . Поэтому уравнение равновесия (1) имеет решение n
znp 0)( = , причем из условия 

нормировки 01 zC −= , т. е. совпадает с геометрическим распределением: 

                                                .,1,0,)1()( 00 K=−= nzznp
n                                             (4) 

Применим эргодическую теорему Фостера [2, c. 48]. Для того, чтобы неприводимая консерва-
тивная регулярная цепь Маркова с непрерывным временем была эргодична, необходимо и дос-
таточно, чтобы система уравнений равновесия имела ненулевое решение такое, что 

∑
∞

=

∞<
0

|)(|
n

np |. При выполнении условия (3) уравнение (2), как мы видели, имеет корень )1,0(0 ∈z , 

причем (4) – частное решение системы уравнений равновесия (1). А ряд ∑
∞

=0

|)(|
n

np  сходится как 

сумма членов геометрической прогрессии со знаменателем, меньшим единицы. Неприводи-
мость и консервативность цепи )(tn  очевидны, а регулярность следует из того, что интенсив-

ность выхода )(nq  процесса )(tn  из состояния n  ограничена [3, с. 405]. Значит, условие (3) 

достаточно для эргодичности )(tn , а при его выполнении эргодическое распределение имеет 
форму (4). 

Покажем теперь, что (3) необходимо для эргодичности процесса )(tn . Требуется пока-

зать, что если 1≥ρ , то цепь )(tn  не является эргодической. Сначала покажем, что при выпол-
нении последнего неравенства все корни характеристического уравнения (2) не попадают в 
круг 1|| <z . 

Лемма 1. 1. Если 1>ρ , то все корни характеристического уравнения (2) по модулю 

строго больше единицы. 
2. Если 1=ρ , то на окружности 1|| =z  характеристическое уравнение (2) имеет един-

ственный корень 1|| =z , причем простой, а остальные корни (2) по модулю строго больше еди-

ницы. 
К р а т к о е  д о к а з а т е л ь с т в о. Введем функции комплексной переменной  
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тогда характеристическое уравнение (2) запишется как 0)()()( =+= zfzzg φ . 

1. В случае 1>ρ  введенные функции )(zφ  и )(zf  аналитичны в замкнутом круге 

1|| ≤z , причем на его границе 1|| =z | выполняется неравенство |)(||)(| zfz <φ . По теореме 

Руше )()( zfz +φ  и )(zf  имеют одинаковое число нулей в открытом круге 1|| <z , значит, 

)()()( zfzzg += φ  не имеет нулей в круге 1|| <z . Легко проверяется, что все корни (3) по мо-
дулю строго больше единицы. 

2. Остается рассмотреть случай 1=ρ , для которого можно воспользоваться модифика-
цией теоремы Руше, предложенной В.И. Клименок [4, p. 434, corollary 2] и весьма полезной для 
исследования условий эргодичности процессов теории массового обслуживания. В рассматри-
ваемом случае 1=z  – корень характеристического уравнения (2). Очевидно, этот корень про-
стой. Можно показать, что других корней, равных по модулю единице, нет. Так как 

0)1( <−−≤− +λµg , то 1−=z  не является корнем (2). Пусть ϕi
ez =  – корень (2). Тогда 

                                 0coscos)(Re
11

=−+= ∑∑
=

+

=

−
s

l

T

s

s lzg λϕµϕλ                                         (5) 

Так как на полном обороте πϕ 20 <≤  для πϕϕ ≠≠ ,0  
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то (5) нарушается. Итак, 1=z  является единственным, притом простым корнем характеристи-
ческого уравнения (2) на окружности 1|| =z . 

Легко проверяется, что выполнены все условия модифицированной В. И. Клименок тео-
ремы Руше. Поэтому характеристическое уравнение (2) имеет единственный притом простой 
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корень 1=z  на границе 1|| =z , остальные корни (2) по модулю строго больше единицы. Лем-
ма 1 доказана. 

Лемма 2. Если )(nQ j  – некоторые многочлены от переменной n , πϕ 20 <≤ j
, причем 
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кой, что для всех Nn ≥  будет εε <|| n . По введенному выше обозначению для nε  имеем 
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Модуль определителя ∆  этой системы линейных относительно kCCC ,,, 21 K  уравнений 

совпадает с модулем определителя Вандермонда, т.е. 0|||| ≠−=∆ ∏
>

kj i
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i
ee

ϕϕ . Раскладывая опре-

делитель m∆ , отличающийся от ∆  заменой его m -го столбца столбцом свободных членов сис-

темы, по этому столбцу, получим ,|| εCm <∆  где C  – некоторая константа, не зависящая от ε . 

По правилу Крамера 
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откуда, в силу произвольности 0>ε , следует, что kmCm ,,1,0 K== . Следовательно, 

0)( →nQ j , а так как )(nQ j  – многочлен, то .,,1,0)( kjnQ j K=≡   

Теорема. Цепь Маркова )(tn  регулярна. Для ее эргодичности необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялось неравенство (3). 
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Пусть 1>ρ . По лемме 1 все корни характеристического урав-

нения по модулю строго больше единицы. Покажем, что в этом случае не существует стацио-
нарного распределения, следовательно, цепь Маркова )(tn  не является эргодической. Общее 
решение разностного уравнения (1) имеет вид 
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где lzz ,,1 K  – все различные корни характеристического уравнения (2), )(,),(1 nQnQ lK  – мно-

гочлены от n  степеней, на единицу меньших кратностей корней lzz ,,1 K  соответственно. Не 

ограничивая общности, можно считать ||||||1 21 lzzz ≤≤≤< K . Разобьем все корни на группы 

корней с равными модулями: .|||||||||||| 112111 211 +++ ==<<===<=== plllll rzzrzzrzz
p
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С учетом показательной формы корней характеристического уравнения ki

kk ezz
ϕ||=  (6) можно 

представить в форме 

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



 132












++++= ∑ ∑ ∑ ∑

= += += +=+++
+

−

1 2

1 11 1 1 111

2

1

1
1 )()()()()()()(

l

j

l

lj

lp

lj

l

lj

in

j

in

j

n

p

pn

p

in

j

n

p

n

p

p p

jjj enQenQ
r

r

r

r
enQ

r

r
rnp

ϕϕϕ
K  

Если предположить, что стационарное распределение существует, то )(np  должно стре-

миться к нулю. Так как 11 >+pr , то выражение в квадратных скобках тем более будет стремить-

ся к нулю. Но все члены этого выражения, кроме, быть может, последнего, стремятся к 0. Сле-
довательно, последний член в квадратных скобках также стремится к нулю. По лемме 2 отсюда 
следует, что 0)( ≡nQ j  при ljlp ≤≤++ 11 . По индукции отсюда следует, что все 0)( ≡nQ j . 

Значит, цепь Маркова )(tn  не является эргодической. 

2. Случай 1=ρ  доказывается аналогичным образом. 
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АНАЛИЗ МОНЕТАРНОГО ФАКТОРА ИНФЛЯЦИИ 

В РЕСПУБЛИКЕ БЕЛАРУСЬ 

 
Достижение стабильно низкого уровня инфляции, обеспечивающего устойчивое развитие 

экономики страны является актуальной задачей центральных банков многих государств, в том 
числе и в Республике Беларусь. При этом особое значение вопрос анализа инфляционных про-
цессов приобрел на фоне объявленных Национальным Банком Республики Беларусь планов по 
реализации стратегии перехода к инфляционному таргетированию как новому режиму денеж-
но-кредитной политики в ближайшие годы. Эффективное проведение денежно-кредитной по-
литики центральным банком в области контроля динамики инфляционных процессов предпо-
лагает комплексный анализ всех фундаментальных факторов инфляции, а также ее адекватное 
прогнозирование на кратко- и среднесрочную перспективу. Решение указанных задач пред-
ставляется невозможным без проведения всесторонних статистических исследований динамики 
уровня цен во взаимосвязи с другими макроэкономическими индикаторами, среди которых 
важное место занимают показатели монетарной сферы, поскольку с динамикой монетарного 
фактора тесно связаны меры денежно-кредитной политики, направленные на стабилизацию 
инфляционных процессов.  

Для исследования влияния на индекс потребительских расходов (ИПЦ, %), характери-
зующего инфляцию в стране, монетарного фактора рассматривались такие показатели, как де-
нежный агрегат М2 (М2, %), включающего в себя наличные деньги в обращении (вне банков) и 
остатки средств в национальной валюте на счетах нефинансовых организаций, финансовых 
(кроме кредитных) организаций и физических лиц, являющихся резидентами Республики Бела-
русь, и внутренний валовой продукт (ВВП, %), за период 2000–2013 годы [3].  

Динамика рассматриваемых показателей позволила выявить некоторую зависимость ме-
жду показателями ИПЦ и М2. Относительно влияния ВВП на ИПЦ, то четкой закономерности 
не прослеживалось. Для определения взаимного влияния процессов при условии сдвига вре-
менных рядов {pt}, {m2t} и {yt} (pt – ИПЦ, m2t – М2, yt – ВВП) друг относительно друга на не-
который временной промежуток вычислялась кросс-корреляционная функция (ККФ). В общем 
случае коэффициент кросс-корреляции есть коэффициент корреляции между xt и yt+k в зависи-
мости от лага k: 
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