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О НУЛЯХ АППРОКСИМАЦИЙ ЭРМИТА – ПАДЕ 

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
 

Диагональными аппроксимациями Эрмита – Паде I типа для системы экспонент { }k
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Такие аппроксимации введены в рассмотрение Эрмитом в связи с задачами описания ал-
гебраической природы математических констант, в частности, для доказательства трансцен-
дентности числа e . 

В одномерном случае общая постановка задачи о нахождении многочленов, удовлетво-
ряющих равенству (1), принадлежит Паде [1]. В многомерном случае, когда 2≥k , начало ин-
тенсивного и систематического изучения аппроксимаций Эрмита – Паде I типа для произволь-
ных систем аналитических функций связано с появлением работ К. Малера [2], [3], [4].  

При 1=k  приходим к классическим аппроксимациям Паде экспоненты. В этом случае 
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с точностью до однородной константы. Однородная константа задается условиями нормировки, 
которые однозначно определяют эти многочлены. 

Поведение нулей многочленов Тейлора функций, связанных с экспоненциальной функ-
цией, исследовал Г. Сеге [5]. Э. Сафф и Р. Варга [6] изучили расположение нулей аппроксима-
ций Паде экспоненты и нашли границы кольца, в котором находятся нули ее многочленов Па-
де. В частности, в диагональном случае ими доказано следующее утверждение, известное как 
«теорема о кольце». 

Нас интересует поведение нулей многочленов { }k
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Сформулируем основной результат. 

Теорема. Пусть { }k
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λ  – произвольные различные действительные числа. Тогда при 
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В случаях, когда 0=p  или kp = , соответственно первая и вторая суммы в скобках 

равны нулю. 

При pp =λ , kp ...,,1,0=  и 1=k  аппроксимации Эрмита – Паде I типа совпадают с 

классическими многочленами Паде )(1 zqn− , )(1 zpn− . Из теоремы следует, что все нули много-

членов Паде )(1 zqn− , )(1 zpn−  лежат в круге { })3/1(2||: −< nzz , что согласуется с «теоремой 

о кольце» Э. Саффа и Р. Варги. 
Если pp =λ , kp ...,,1,0= , и 2≥k , то в качестве следствия теоремы вытекает теорема 

2.2 из работы [7]: все нули многочленов )(zA
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Теорема утверждает, что нули многочленов )(zA
p

n  лежат в круге с центром в нуле, радиус 

которого pR  зависит как и от степени многочлена, так и от взаимного расположения показателей 
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системы экспонент { }k
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. В связи с этим представляет интерес вопрос о точности получен-

ной в теореме верхней оценки для модуля нулей )(zA
p

n  в случае, когда n  – фиксировано, а 

расстояние между соседними членами последовательности { }k
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λ  является сколь угодно ма-

лой величиной. 

Представление многочленов )(zA
p

n  с помощью интегралов позволяет при 4,3,2=n  

найти точные значения всех нулей )(zA
p

n . Рассмотрим более подробно случай, когда 3=n . 

Две бесконечно большие при a→ε  неотрицательные функции )(εϕ , )(εψ  имеют оди-
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nR  – радиус соответствующего круга, который определяется равенством (2). С помощью 

элементарных вычислений при 0→ε  получаем, что 
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Данный пример показывают, что для рассматриваемой в нём систем экспонент при 1=n  
полученные в теореме неравенства для модулей нулей соответствующих многочленов Эрмита 
являются точными в смысле порядка при 0→ε  ( 1→ε ).  
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ПРЕЗЕНТАЦИЯ ПО МАТЕМАТИКЕ КАК ИНСТРУМЕНТ АДАПТАЦИИ  

ИНОСТРАННЫХ СЛУШАТЕЛЕЙ ПОДГОТОВИТЕЛЬНОГО ОТДЕЛЕНИЯ 

 

Опыт преподавания математики иностранным слушателям  подготовительного отделения 
позволяет выделить ряд трудностей, с которыми они сталкиваются, обучаясь на факультете до-
вузовской подготовки. Главные из них – слабое знание русского языка, интернациональный 
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