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ВВЕДЕШЬ

Одним из основных в курсе "Аналитическая геометрия и линейная 
алгебра явл ?тся раздел, посвященный теории решения систем линей
ных алгебраических уравнений, включая теорию матриц и определите
лей. Важность этого материала обусловлена широким использованием 
его во всех курсах математики и физики. С другой стороны, глубина 
и прочность усвоения этого начального разделе является залогом 
успешной работы в дальнейшем. Гпубокое усвоение любого математи
ческого курса обеспечивается целой системой последовательных дей
ствий, таких, как восприятие, осмысление, запоминание изучаемого 
материала, а также выработка навыков в применении теории к решению 
задач. Формы обучения в вузе чередуются так , чтобы студент мог по
следовательно реализовать все названные процессы. На лекции проис
ходит первоначальное восприятие и частичное осмысление и запомина
ние материала. На практических занятиях вырабатываются навыки ре
шения задач. Однако эффективность обучения прежде всего зависит 
от активности познавательной деятельности самого студента, от его 
стремления к преодолению встречающихся трудностей.

Настоящие указания предназначены для самостоятельной работы по 
более глубокому и полному изучению данной темы, для многократного 
повторения и заучивания учебного материала. Здесь собраны все 
основные определения и теоремы из теории матриц, определения опре
делителей и систем линейных уравнений. Для разъяснения наиболее 
трудных понятий использованы различные примеры, приведены все основ
ные виды задач по данной теме и методы их решения. Третья глава 
предназначена для самоконтроля: она содержит упражнения и задачи 
для самостоятельного решения. Доказательства всех теорем содержатся 
в книге I .

МАТРИЩ И 01ЩДЕЛИТЕЛИ 

Матрицы

Матрицей А  размеров IKI на tV называется прямоугольная 
таблица, составленная из rtlKl элементов, имеющая Щ строк 
и И» столбцов:

а и Сйг ••

А = 0*1 C ta  • • o tm

&пн Dim •
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Элемент Ctlj. , стоящий на пересечении >-оЙ строки и 
j . -того столбца, называется (i,,} )-элементом матрицы А .
Исиользуютсч следующие сокращенные обозначения: 

через At и А* обознечаются соответсвенно i -тая строка и
j -тый столбец матрицы А

A'v= L •••
н

И.2. Матрица, в которой число строк и число столбцо равно 
называется квадратной порядка :

‘ й «  ...

А  = Л и &J.1 ••• & ъ к  
(Хм cU l ••• Лл»ч

Элементы (Хм , Clia, С1нк составляют главную диагональ 
квадратной матрицы А .

3. Квадратная матрица называется диагональной, если все ее  
элементы, не состоящие на главной диагонали, равны 0 .

4. Диагональная матрица, в которой все элементы, стоящие на 
главной диагонали, равны I , называется циничной и обозначается 
через Е .

5 . Матрица называется нулевой, если все ее элементы равны 0, 
обозначается через 0 .

Примеры нулеЕой, диагональной и единичной матриц соответствен
но:

0 0 0 01 ООО 1 0 0'
0= ООО , К* 0 <*1 0 0 Е =у 0 1 0

о 0 0 0
9 0 0 *s 0 0 0 1

. с 0 0 «*ч 1

б. Матрица А называется транспонированной к матрице 
Ануки, _  если (^-элем ент матрицы АТ разен

1},'*)-элемем?у матрицы А для всех i = 1 , ,  **v
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fl.11 а  а  .. • СИ к / a , i .. . Л им '
А = а п а  а  •• . Ctiiv , А т = Cl-ii с и г  •• . & т л

.е й / Ctmt • . U Dili, а < * £Un •.. ft Ж К

Чтобы найти матрицу Ал .нужно записать строки матрицы А 
столбцами матрицы Л7 в соответсвумщем порядно. Если Иг х it - 
размеры матрицы А , то it * Щ -  размер матрицы Ат .

7 . Две матрицы называются равными, если они имеют одинаковые 
размеры и равные элементы, стоящие на одинаковых местах. Р& 
в^нство матриц А и В обозначается А = Ь

6. Произведением матрицы .игхп, = t C lij l  на число с< 
называется матрица B m * a =  I l>i}] такая, что §ij = ot CtLj.
, бозначается S> = d Д> :

а  и Я- и  ■■ Сйя o( Ct-u .. ocflm
А = CUi t t u - ■ (tin ,  ot A = а п Л йгх .. o( ftin

■ (1 киь d Ctmi •. Л Ctmn,

Таким образом, чтобы умножить матрицу А на число , нужно 
каждый элемент матрицы А умножить на <*

9. Суммой матриц А = [ Ctijl и Ь = [ одинаковых
размеров m, х и  называется матрица С = tC i,j| размеров ниц, 
я которой С С j = CUj + ISij • Обозначается С = Я + В :

ra« cu.. ctmi 
A= (XU Ли ••• CUft L b =

8n . . (ми.
• Un > -4- C*> M

flf( + in Дц* in  ■ ~
fl« t*xi Лгг.+?и - ' зл+̂

[ftmi ClnU Лтк] &mi бтг- ■ &mn Л^и<йя)1+4*г~а1111?й»к

10. Матрица (~1)А  обозначается через - А  и называет
ся противоположной матрице А .

11. Разностью матриц А и В> одинаковых размеров Ш хIt . 
называется матрица C w x r  = Л + ( " 2 >) = А' 8 > .

Итак, чтобы сложить две матрицы одинаковых размеров, нукно 
сложить их элементы, стоящие на одинаковых местах; чтобы найти 
разность А -  й  матриц А и Ь  одинаковых размеров, нужно
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нз ::- ' ,:’ого -элемента матрицы А вычесть
(U j) - элемент матрицы Ё>.

Произведением матрицы А т х ц  = [ Й i-j ] на матрицу
Li Г;*,. == [ S lj ]  называется такая матрица Сm хр— ГCjП

0 С; j -  а  и  + + а и  б ы  = Е  я  i t  S i j
O-JuoiiavafcTCn С = А  В ,=и

'  .'дчаркном, что операция умножения матрицы А на матрицу 
L является выполнимой, если число столбцов матрицы А

равно числу строк матрицы В . При этом элемент С i j
* •'ЗТ'Г:■■ ’ ■ !”Л С = А В равен сум: .-.э произведений элемен
тов i -той строки матрицы А на соответсвуг-ие элементы

1 -  'О столбца матрицы Ь  .
мэр I .

3 5 ] 
& =  0 4 - 1  

г 1 - 1  
-1 з г

Найти С -А Р ).

1ак к;

С<г

TO '2П
iCif Сfz. Cfi 
|Сц С гг. Сг.г

C ^  = (-1) 1 + 0  О + 3-г ^C'3) (-1) = S 
C u  = (-<)3+ ОЮ+3-1+C-3J • ъ ‘ ~-э  
CX}=(-1)-5+0H )+H l)A (-3)Z=-f'l

r  — л р -- t  =  Д а  -
«  гг г ; ]
?, -9 -14 Г

к
Janv.cb обозначает * &. _ А * А • ■ • А/Л - ----Г-'у-- --- '

Я14. Основные свойства матричных операций:
I) А + В = р, + А. -  сложение матриц коммутативно
Г) ( . \+ Ь )+ с  = А + (Ь + С )  -  сложение матриц ассоциативно;
;?) произведение матриц не всегда коммутативно;

/ А п \С *-ч t-ч »С *  А С ЬС) умножение матриц ассоциативно;
А г: -  с. А , где / \  -  квадратная, Е единичная матрицы;

С)
ч V

{ \  + &) С = А С + В С Z) С А + В.) =50А сложение
:пож-:.:г-:е матриц подчиняются дистрибутивным законам.
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Спреде;; отели

15. Пусть дана квадратная матрица порядка К  :
OvU dm ... d m  

А= Л и  Ш г ••• Л'?.к 
Ли-1 01 ад ••• Ч а л  

АОпределителем матрицы
I )  i А|  =  й ц

называется число А1 psi

2) |М  = .51 (-1)т  a n  MiV 
тель матрицы” порядка н.4  > полученной вычеркивем-тем I- 
сгроки и L-того столбца, матрицы А , при Я >

Используется следующее обозначение для определителя «атт

где И п . ~ это or 0Д0-;:
oil

jCln CLit ... ttm  
AI [ a n  a n  ••• f ltjt

ici-'At dux ■■■ йлн

iiO ЙДйМИтак, если A — Ю-и1 , to t At = CMi
определитель матрицы А порядка 2:

ll<i <Х«
Й.ц Otn

где М ц = а г г  , M u  = & U  ■
Найдем

|U/ji ( i n  t t / j
jfttt t tn  &zi  

CI32, d ii-
IAI

По определение IAI = Н ) 1и а « М и  Ч •<)" t u H u + M ] "  a ;4i'
i t i in

■n.
где t t u  м -  i d n  Ctzsl M _ |й ц  CCjoA

tti*  l a s .  (Ivjj ‘ \CA.3’ Clial

16. Минером элемента ( t i j  матрицы А порэд'.;? и, на
зывается определитель И и' матрицы (И -Ч )-гэ 
порядка, получающейся вычеркиванием L-тоЙ строки и j-v r .ro  
столбца матрицы А , то есть той строки и того столбца, на
п -сечении которых стоит элемент & ij

17. Алгебраическим дополнением элем ента СЦj  матрицы А
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порядка И называется число A ij =• ( - 1 ) ^ M tj
Алгебраическое дополнение A ij отличается от минора М ij 

только знаком.
18. Свойства определителя.
1) Каков бы ни был номер строки i  О  - , к ) , для 

определителя матрицы А. порядка и, справедлива формула:

IM = aij Mii М‘ i + ••• И-Ои Mvk ,
называемая разложением определителя по I-то й  строке.

2) Каков бы ни был номер столбца j С j = i  > ■■■> И,) , для 
определителя матрицы А. порядка и. справедлива формула:

I м =  Д  И ) 1^  « 'ijM ij = ( r ^ 1+J a ijM ij + H Mi c u j  Mr j ,

называемая разложением опоеделителя no j -тому столбцу.
3) I М = 1 Ат ( , т .е .  при тран^понирс->ании матрицы опре

делитель не меняется. Отсюда еле,дует, что все свойства определите
ля, относящиеся к с т е к а м  матрицы, является справедливыми и по 
отношению к столбцам.

4) При перестановке местами г'зух строк (или двух столбцов) мат
рицы определитель сохраняет свою абсолютную величину, но меняет 
знак на противоположный.

5) Определитель, содержащий две одинаковые строки или два 
одинаковых столбца, равен 0.

6) Общий множитель всех элементов строки (или столбца) опре
делителя можно вынести за знак определителя.

7) Если все элементы некоторой строки (или столбца) определи
теля равны 0, то опредлитель равен 0.

8 . Определитель не изменится, если к -акоГ нибудь его строке 
(столбцу) прибавить дру* то строку (столбец), умноженную на любое 
число.

9) Определитель, содержащий две пропорциональные строки . 
(столбца), равен 0.

10) йсли все элементы t- -той строки определителя представле
ны в вцце суммы CU] = Ej +Cj , j = 1, И. , то опре
делитель равен сумме двух определителей, у которых все строки, 
кроме i -той , такие же, как и в данном определителе, а 1 -тая 
строка в первом равна ( $>\ Ьи, ) ,  во втором -  ( Ci C i . . .P k ) .
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То есть

0,11 d u d m Ctai Ctu.-.Cttn. Ли Л и  ••.d m  I
■ &иЛСи = jj. ••Iw + cV Ci ’• • См. I

d m f t w ■ d u n d*n DUi •• d to а Л\ ’алг ••• Ctrvvtl

11) Определитель троизведения двух квадратных матриц равен 
произведение определителей этих матриц, то есть I А В1 = | J\\ \ &|.

12) Сумма произведений ремонтов любой строки определителя 
(любого столбца) на соответсвующие алгебраические дополнения
элементов этой строки (столбца) равна этому определителю.

13) Сумма произведений элементов любой строки определителя 
(столбца) на соотвеиву-цие алгебраические дополнения элементов 
другой строки (столбца) равна 0.

Пример 2.
В дальнейшем запись A t +C<^ j  означает, что к [ -той 

строке прибавляется гая строка, умноженная на число d  . 
Запись А 1, +-<* А * означает прибавление к L-тому столбцу 

i -того , умноженного на с*. .
а) Вычислить

е & -9  - \ г  
Ч 6 -G -9  

- з  -ч & 8 
- г  - ь  ч 6

Выполним А1 + Н )  А* '•

- I  8 -9 -12,
^  = - г  6 - 6 -э  .

1 -Ч  6 8
Г - з  ч 6
1 -Ч S S

о
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Разложим определитель по перзому ст о л б у :

Ь  =  С-1 )ЪИ
0 3 ч 0 3 Ч

1 -2 & * гг -г G
1 - г - I 1 -2 -2

Далее выполним A i U A j :

0 3 Ч
А  = о г  з 

1 -г  -г

Ита1'

А =

А = i  •

213 (86 1вг 13} А1-А 1 51 49 1SZ 13?
зчч 1 5Т 235 106 А1- ^ 49 51 295 106
419 418 4<? V f 8 ^  V 0* 0 419 418
VI? 416 ЦП’ V/6 0 0 417 41Е

A i - A ,
A^-Ai*

1*» -2.-133 г1 А.'-Ач г. - t -154 51 ,1+4 г -2 -164
49 Г1 2.95" 106 49 51 га 106 = И )  •* 4J 51 Sd
0 O I L г 0 о X.

41; 0 0 \
0 0 41? 416 0 О 1

с- л) i г ‘ Ч  -
* ИЗ 511 ( -1)  J

г
49

0
100 ! - С-2) 200 = - 400.

В) Byчислить 

А =
ч -х  о 2 Аг  + А; Ч-> 0 2 А , - г А * -X ZX гх

о г - х  - 2. — 0 г -х  - г 0 2-х - 1
г - г  2.-х 2, -х 1-х г -х  1 -х

л  о о » 1 2 -л -2 ^ - А г , Ч-Х -2 Ki  + A i
о г-х -г = ‘ Л 4 -Х  5-Х -  - л -1 5-Х
X Ч-Х 5-Х

- х  Д

'бра'. Ия метг'.ч'я

ГЭ. Пусть А -  квадратная матрица. .’Матрица А 
обратной к матрице А , если YA"1 = А'1 А = Е .

1
называется
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20. Квадратная матрица 
тогда, когда I Ai Ф  О .

имеет обратную тсгди л только

21. Выражение матрицы А" чер-ез элементы матрицы А '•

А-н А 21 ... А м  
А п  Агг Алг

A in  Аги.... А * 1'

А ' 1 =

ние элемента Q-lj матрицы А 
Пример 3.

и з

где Aij -  алгебраическое дополне-
.И .

А  =

Решение. Найдем ! А\

Ч 1 6 
2 5  9. На Яти А"

1 2. 3 1 0 0 1 - 1  - 6 IГ ц % е - Ч -1 -6  ̂ ъ I
Ъ 5 з 2 1 * 1 •

- 3  +6 = 3.

Вычислим алгебраические дополнения все?: элементов матрицы :

А п
к - и П П 1 -

55; А « » И Ч 6 |. 
191 = *2.*/, Д п  ~ j

2 si  =\

A i i 5
1

=(r1) . : |
1В И *

А » - н Г | 1 г  
г 9 1- з ;

Д+1
Агъ ~ \ ' 0 U S H

А м := и Г |
1
4 S|.с-> A V o=M )3+i|

Тогда

Проверка:

А  Аи  =

33 -•3 -9 ' 11 ч -3
1 - г ч 3 6 = -8 1 г
3 & - 1 - 1 . г - L  - 1  3 з.

1 г ь 11 ч - s ' 1 0
4 ч & - * 1 г г 0 1
2 5 9 . г " ь

_ 1 
3 с 0

= Е
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А Г Ч *
11 -1 -3 ' 1 г  з ' 1 0 0 ]
-г 1 г. 4 1 6 - 0 1 0

2. - 1  -4- . 3 Т, г ? 9 0 0 1
= Е

Ранг матрицы

22. Минором порядка Ъ матрицы А т. у к, называется 
опре^-литель порядка % , составленный из элементов, стоящих 
на пересс .ении любых 1  строк и ¥  столбцов матрицы А. .

Отметим, что каждый элемент матрицы является миногам 1-го по
рядка.

Тогда

;ть

/\ -
% - 1  г  ч ]
S 3 1 1 \

I » И I 1 %

0 % 1 3 J  
г \  1 * з |  \

I 5 31 * | s  Л \ ’ 1 0 %\ '  !

г  - 1  г \ * - 1  ч |
5 3 i 1 У 5 3
о 1  г 0 % ъ \

% г  ц' - 1  г ч 1
5 1 1 ' 3 1 1
0 1  ъ * г  з |

некоторые из мино
ров 2-го порядка 
матрицы К  .

-  все миноры 3-го  по
рядка .

23. Б матрице А т и к  минер порядка X называется базисным, 
если ьл от’ ччен от 0 , а  все миноры порядка Ъ-И par j  О 
или миноров 1 М порядка вообще нет.

24. Рангом матрицы АчМ,хк. называется такое число 1  , для 
.оторого выполняются следующие два условия: в матрице А, есть

хотя бы один минор порядка X , отличный от 0, а все миноры 
порядка Ъ+1 равны 0 . Обозначения: Яд & -  ранг матри
цы А . Ранг нулевой матрицы считают сазным О'.

Пример 4.

А *

1
ц

10

г 31
S' 6 
8 9

11 11
Найти Rg А

т ОJLC
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Решение 
миноры 3-го порядка.

I U I .  1  
Мине; | Ч 5. 3 отличен от 0. Найдем все

1 г з 1 г ъ
- 0>

1 г 3
А1-Л‘ . 
Аъ-Аг

к 5 6 = 5 6 Ч 5 Б =
8 9 -1 -2-5 10 11 U I

г
5

4 5 6 Аг-Аи 4 S (> 1 г з /О-А1
? з q А»,- Ai 6 Ъ Ъ =0, ? 8 9 \ г - А1

10 11 12. 6 6 6 ю  и  а
%
ю

1
- 0 ;

1

г
г И2 I

Итак, все миноры порядка 3 равны 0 , но есть минор порядка 2 , 
отличный от 0. Значит, А = 2, . Минор J 1 о
является базисным. ^

25. Ранг матрицы ровен нчивысшему порядку отличных от нуля 
м. .оров, или порядку базисного минора.

20. Если М и N _ два минора матрицы А , и все 
элементы минора М являются элементами минора N t то ми
нор N называется окаймляющим минор М

Например, ь матрице А из примера 4: миноры

1 г г 1 г 3 IЦ 5  в Ц 6
% 8 9 и 1 0 11 1 г 1 являются окаимляющи- 

ми для минора М 1 |
I Ч £Г

97. Алгоритм нахождения ранга нулевого матрицы методом 
окаймляющих миноров:

1) выбигаем какой-нибудь элемент матрицы, отличный от нуля. 
Вычисляем минора второго порядка данной матрицы, окаймляющие этот 
элемент до тех пор, пока не найдем миног' Mj, , отличный
от 0. Если все окаймляющие миноры порядка 2 равны 0, то RgA-1-

2 ) вычисляв миноры порядка 3 данной матрицы, окаймляющие 
минор И г  * 0 до тех пор, пока не найдем минор , 
отличный от 0. Если все окаймляющие миноры порядка 3 равны О,
то А = х  . В  противном случае процесс вычисления окаймляю
щих миноров продолжается дальше.

Пример 5 . Найдем ранг матрицу А из примера 4 методом

13
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окаймлявших миновов :

А =
1 1  3 '
Ч 5 6 
\  8 9

10 11 IZ
Гет' ■->.
1) -рем любой минор первого порядка, отличный от 0 . Так h i

= а «  = \  ■

2) Находим минор второго порядка, окаймляющий минор M-i , 
отличный ст нуля. Так _ j 1 2. | = _ j

3) Вычисляем миноры "•тетьего порядка, окаймляющие минор

-=0 .
'■‘.так, все окаймляющие 
миноры третьего порядна
рвВНЫ J .  Поэтому ^ 3 ^ = 2 "

Пример б. Найти ранг матрицы

1 г 1 г 3
ч 5 ь = 0 , к 5 6
1 8 9 10 11 11

ь =

ч - 1  м  8
- 6  м  9 -3 
-10 5  -30 -20 
-14 гг и  - 1

Реаениг.
1) Возьмем лч, jR минор первого порядка, отличный от нуля:

Ма = Л ц  = Ч.
2 ) Найдем минор второго порядка, окаймляющий минор Ml и 

отличный от нуля.

3) Зыислим миноры третьего порядка, окай! чягащие минор М*.
j ч - г  г г - 1  ц I Ц п  8 , , *яН З ' г
j -е  н  -ъ = г-з-5 -2 Ч -1  = 0; -6 9 -3 = *» 10к  3-1

ю  s -го - г  1 - 4 I -10-30-20 н - з - г !

14
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ц - г  -ъ 2-1 Ч Ч 12 8 | з г
-6 12- -з = 2У? -г ч - 1 =о, -6 9 -5 = Ч-Ъ-1 -1 3-1
-14 и  -1 -2 4-1 -14 11-7 ; - i

= 0;

Итак, все окаймляющие миноры третьего порядка равны 0. Поэтому 
Rg & = I .

-3 . Элементарными преобразованиями матрицы называются след.'-
С

щи действия:
1) умножение строки или столбца на число, отличное от 0 ;
2 ) прибавление к одно!* стро- -1 другой строки;
3) прибавление к одному столбцу другого столбца;
•1) перестановка строк или столбцов. г
29. Элементарные преобразования, матрицы не изменяют ее ранга.
30. Две метриич называются эквивалентными, если одна из них 

может быть получена из другой с помощью элемен"- рных преобразовани. 
Обозначение:

31. Алгоритм вычисления ранга матрицы с помощь» элементарных 
преобразований:

1) Злементраными преобразования данной ма аицы получим экви
валентную ей матрицу, в которой й ц  -ф 0  . Если этого сделать 
нельзя, то ранг данной матрицы равен 0;

2 ) элементарными преобразования обратим б нуль все остальные 
элементы первого столбца;

3) элементарными преобразовалиям’,' получим матрицу, в которой 
& гг ¥  0 . Г  :ли этого сделать нельзя, то ранг данной

матрицы равен I ;
4) элементарными преобразованиями обратим в нуль все элементы 

второго столбца, стоящие ниже элемента CljLit, ;
5) продолжаем проц ;с до тех пор, пока возможно. Ранг матри

цы равен числу ненулевых строк в окончательной матрице.
Пример 7 , Найти ранг матрицы

& =

f Ч - I  U  8 ' 
-В U  9 3 

-10 5 -30-20 
-14 П  21

с помощью элементарных преобразований.
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Решение.

1 4 -г а % |  В< » 3 Ьг . г -1 G 4 11
ft = -6 U 9 - 3 5 Вэ', * Вч- -г. ч 3 "1

-10 5 -30 -го r\J - г  1 -6-4
.-14 18 г,1 г . -1  4 3 -1

г -1 е ч В  ̂+ (Н )Bi г  - 1 6 Ч‘
/V 0 3 е 3 /V/ 0 3 9 3 .

0 0 0 0 0 0 0 0
0 3 9 ъ 0 0 0 0

В х + Ь*  
Bl- 

Вч + 5f>

32. Строки А * ( л < Л г - Л и . ) ,  &=(.£<
называются линейно зависимыми, если существуют такие число 
d ,  не зсе ровные нулю, для которых выполняется

равенство
<*А + jbB + - . y c * C o o - . o ) s O .

33. Строки, не являющиеся линейно зависимыми, называются ли
нейно независимыми.

34. Столбцы
А =

а /
ои ••« >ь=

Ч <1
вг г* II

с< ‘ 
с*.

си grt. .С*
называются линейно зависимыми, если существуют числа ,
не все равные нулю, для которых выполняется равенство

<< .A +-J b& +‘-- + y C :s 0 .

35. Столбцы, не являющиеся линейно зависимыми, называются ли
нейно независимыми.

36. Строка <0 * Ль ... е»<к.) называется линейной ком
бинацией строк Ач = (Д< СХ-2, ... (Хк.)} В 6г. .. £«,)>•••> С = (Ci Cjl ... Cn) , 
если существуют такие числа л ,  Jb у  , для которых вы
полняется равенство ф ® * * А  + А& + — + уС.

г<Ап
37. Столбец О -

\ 1 к

столбцов
А =

г . 1 -  ‘ - I U

называется линейной комбинацией 

п • ••> С •
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если существуют та к/о числе «t , fi> у  , для кото
рых выполняется равенств" 3) =. <* А, + j*i В + ••• +■ у  С- -

38. Строки и столбцы матрицы, на пересечении которых стоит 
базисный минер, называются базисными.

.39. (Теорема о базисном миноре). Базисные строки (базисные 
столбцы) линейно независимы. Любая строка (любой столбец) матрицы 
является линейной комбинацией базисных строк (базисных столбцов).

40. Определитель матрицы t t -г с  порядка равен 0 тогда и 
только тогда, когда его строки, а  также столбцы линейно зависимы.

41. Максималььое число линейк. независимых строк в матрице 
равно максимальному числу линейно независимых столбцов и paei 
рангу этой матрицы.

СИСТЕМЫ МГЕ~. 'АИЧЕСКИХ ЛИНЕЙНЫХ УРАВ1,т;НИу1

Основные определения 
I .  Системой линейных алгебраических уравнений относительно не

известных , Xw > или Просто линейной системой, назы
вается совокупность уравнений вгча

Пн £< + d i i X i  + . . .  + ct-m Хи = 
flu  Xi + Ct̂ xJCi+ • • • + СЦл In, — &z,

+ ЛиггЗС»1* • • • + (ХжиХн = &т. •

2. Матрица

Ч: ела С1Ц ( ttl i j  И/) называются коа; циентами
системы, чис ia &i. ( 1 ~ -  свободными членами.
Число иг уравнений может быть меньше, равно или больше числа 
п, г^лзаестных.

составленная из 
коэффициентов сис
тем^, называется 
основной матрицей 
системы, 

составленная из 
коэффициентов и 
свободных членов 
системы, называется 
раси"'ренной матрицей 
системы.

3. матрица

А =

К  -

d m  
& "> ц

(Хи Ctii •
01:1 Ct t i .  ■

Ctm.1 Л т ^

a n  Ctu •• 
a n  f t t i "

Otmi ft ж I ^ т1г

d m
Лиг 6*.

i 4
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4. Б мгкричном виде сис.;-емо линейных уравнений может быть 
записана так

Ли Л и • ■ ft-fft X, и
Лц Л и  . . си* I t = h

Лиц W.mt. . ftmn . Xft 6m

5 . Система линейных уравнен. может быть записана в следую- 
;ем виде

Л и Л и Л т г «, 1
X, Ли + Xt. Лг.1 + •■•+ Х ц Лзии. =

ti. M Л ml Яшк _ й

Линейная системе называется квадратной, если число уравне
ний разно числу неизвестных и. .

7. Линейная система называется неоднородной, если среди сво
бодных членов имеются отличные от нуля.

8 . Линейная система называется однородной, если все свободные 
члены равны нулю.

9. .етением линейной системы I называется упорядоченное мно
жество чисел С ) таких, что при замене х ~ Ы . \ } 
.Xjsctj, Хц.*<*.л каждое уравнение системы обращается в верное чис
ловое равенство.

10. Система, имеющая хотя бы одно решение, называется совмест
ной.

11. Система, is имеющая ни одного решения, называется несов
местной.

12. Система, имеющая только одно решение, называется опреде
ленной.

,13. Система, имеющая более одного решения, называется неопре
деленной .

14. Две системы называются эквивалентными, или равносильными, 
если любое решение одной из них является также решением второй, 
и обратно, любое решение второй является решением первой.
Любые несовмест з системы считаются эквивалентными.

15. Элементарными преобразованиями сист и  называются следую
щие действия:

I) перестановка местам/, любых уравнений системы;
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2 ) умножен.,е уравнения системы на число, отличное ст нуля;
3) прибавление к одному уравнению системы д р у  го ее уравне

ния, умноженного на любое число.
16. При элементарных преобразованиях систем:; получается сис- 

ека, эквивалентная данной.
Отметим, что число уравнений преобразованной система может 

оказаться меньше числа уравнения '.сходной системы, та:: как 
уравнения вида 0=0 еьг уживаются из системы.

Исслс"̂ опанне совместности линейно.i систем-;

17. (Теорема Кронекера-Капелли). Линейнгя систем? равн ен ий  
является совгчстной тогд ' и то. ^ко тогда, когда ранг основной 
матрицы этой системы равен рангу ее расширенной матрицы.

18. Если ранги основной и расширенной матриц -инейной си стем  
совпв-’ают и раэны числу Y , то W . - 4  уравнений, коэф

фициенты которых н° вход-" в базисный минор, можно вычеркнуть из
системы, где tu  -  число уравнений исходной о.иг емы. После вы
черкивания получится система из 1  уравнений, эквивалентная 
данной.

19. Если ранги основной и расширенной матриц линейной системы 
совпадают с числом неизвестны., то эта систе а имеет единственное 
решение.

20. Если ранги основной и расширенной матриц линейной систе
мы совпадают и являются числом, меньшим числа неизвестных, то 
линейная система имеет более одного решения.

2 . Алгоритм исследования со^мес-чости линейной системы:
1) составить матрицу А линейной системы и ее расширенную 

матрицу А* ,
2) найти ранги матриц А и А"
3) сравнить А ч R.g \ *  . Если R3 M R .9 A’ 

то система несовместк. . Если R,tj А = R.g А* , то система 
совместна. В случае, когда ftg А = R.g А* и равен числу 
неизвестных, система имеет единс ззнное решение. В случае, когда

R,$ А -  А* и меньше числа неизвестных, система
имеет бесконечное множество решений.

Пример I .  Исследовать систему

Ч
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Ъ Х . \ *  Ч Х г  + Ь Х ь + ЧЯц = 9, 
JC, - 1 Х г  + Хъ  + ЯЗСц= г,  

? Х 1 + S X t  +  1 X i + - W X 4  = 14,  
. 2 Х \  f  ЗХг  +• Яз  +■ Х ч =  Ч.

Решение. Составим расширенную матрицу систс.иы 
в ней основную матрицу А :

з ч з ч :  9 '
1 - Z  1 V  1 
г 6 ?  ю  .14
г з 1 1 к

и выделим

А  =

Найдем ранг матрицы А .
_ I 3 Ц I __ j| Q

i t  ~ ( 1 - i \  Минор M il отличен от нуля. Находим
окаймляющие его миноры третьего порядка.

M t t *
3 ч 3 |
1-1 1 = 0  
% 6 ?!

так как содержит два одинаковых 
столбца.

М м  =

Минор И г% оттичен от нуля. Находим окаймляющий его минор 
четвертого порядка. •

3 ч 5 ч ! А“- А г; 0 0
•2

1 _ •> ** 1 г Ar - A 4i - -ц 1
г 6 * 10 0 - ч ?
г 3 1 1 I, 1 г 1

О 3 и \ \ О 3 Ч 
-ч 1 г  U  -v 1 г 
-ч и о |  \ о 6 g

= о.

Итак, ftq А = 3 .
Найдем R-g А , учитывая, что уже найденные мино^ Мг^^О
и М<1< = 0 принадлежат матрице А * .  Осталось найти‘еще 
один минор порядка 4.

20
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М г ч -

П И  
1 -г 1 г. 
* 6 1 1  н 
г  ъ 1 ч

0 4 3 9
о - г  1 г
0 6 Г 14
1 ь 1 ч

10 3 3 
О 1 о 

го ? о
= - 60.

.Минор Мгч ^ 0 порядка 4 , миноров более высоких порядков нет. 
Значит, R.g А* =  4 . Итак, А Ф R,g А * , система
несовместна (не имеет решения).

Пример 2.  Исследовать систему
r  Z %i  ~ 3 X j  + Х$  -  Хц  =  5,

2 Х 1 + Хг  -  НХц - - г ,
10 Х\  -  7 Хг, +■ 3 Хз -  Ц Хч =

. 6 X 1 - 5 Х *  + Z X i  -  6 Хц =  8 .

Решение. Составим расширенную матрицу 
ней основную матрицу А .

и выделим в

М и  =

Hzi"

г -з 1 -1 ; У
А** = г 1 0 -4^-2,г*-1о■V— з - 1 1 ; 11

6 -5 я -  с ; g
ранг матрицы Л .

г - з  11 8 - з  1
| г ' 3 | = 8 М п  = 2 1 о = 0 i  0
I г  1! 1 0 -Т 11 14 - ?  3

I ' И |  м _ 
О 1 o l 'O V  М и -  
16 - S  г I

г  -з н  
г 1 - ч
10-7 -11

= 0 -,

0 0 - 1  
-6 13-4  
•12 26-11

- 0-,

п 43 =

2. - 3  - 4. г - 3 - 1 !
г 1 -4 - 0 4 - 3
G -5 - 6 0 4 - ъ \

Бее окаймляющие миноры третьего порядка равны 0 , следовательно,
г Ц  А = г. .
Найдем ранг матрицы

г - з  5 1 . г -з f  2 - з  5
=0.

А*

г -  з 5' | г - з  5 1 . г -з S’ 2 “ 3 5
И  5 3 = 2 1 - г  - 0 4 - ?  =0, Mts* г 1 -г. 0 4 ' ?

ю -? н | 0 8 -141 6 -5 8 0 4 - ?
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Во ч ока;Ыдягцие минеры третьего порядке равны О, по тому 1Ц А’ : 
= I  ' ' так,  (Ц А, = К.д/ч* = 1  , го есть данная система
совместна и имеет бесконечное множество решений.

X l =

■ У'':';онхг.. личеинчх систем с помощью определителей

2 2 .  (Теорема Крамера). Пусть дана линейная система из п,  
ликейлых уравнений с И/ не известным/.

f ч н  х< + а и  £* + ••• + a m X t t  = Е*
a MXi + tluJC i ^

[ й м  £ i  + й м  X* + +• йни. 7(!ц = Б и. •
Лели определитель основной матрицы системы отличен от нуля, 

то система имеет репение и притом единственное. Оно находится по
Ад
& для всех I ~ Л , И- ,

где Д  -  о феделнтель основной матрицы системы, п A i  -  опре
делитель матрицы, полученной из основной матрицы заменой t -того 
столб1;' столбцом свободных членов.

23. Системе уравнений называется квадратной, если число неиз
вестных гаьнс числу уравнений.

Пример 3. Решит з систему г % х< v s  Хг  * X i = - i ,
1 9x f + m  i  + ч х  з = 5",
l  Х1 + 4 X l  +• Я Xj = 1 .

Решение. Система квпцратн а. Найдем определитель основной 
матрицы системы.

г 5 1 Z 5 1 -si
= 9 U - 1 -8 01 1-3-61

1 ч г -3 -€ о!

Так как А 4  О 
Найдем определители

, то система имеет единственное решение.
, Ь>г. , .

-1 5 1 И 5 м 9 - Ъ\
Ы  = 5 11 ч =  9 -3 о = CJ31СО

1 Ч г i ъ -6 0 I
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г - 1 1 с 0 i
А г , - 9 5 ч — 1 9 Ч

1 4 г -ъ Ь г

г 5 ч г 5
A i = 9 п 5 - 19 37 0

Ч 1 3 9 0
■30 А •

Тогда ”* & * - 30 " 1
Ответ: ( I “ I ; 2 ) - репк

30',

г 5  I 19 3*1 _ - I 19 3 И _
19 37 0 = -  \ Ъ g I ~ I 1 Ъ \ ~  
5 9 Ol ’

- СО.

Л “ -50 Л -10

24. Алгоритм решения произюлъных линейных систем с тчсдью  
определителей.

1) записать основную матрицу А» системы и ее расширек- 
нуго матрицу А*

2 ) нейти ранги матриц А и А* . Если они не равны, 
то Ск-Л’ема несовместна;

3) если 1Ц  А = (Ц А*“ , то выделяем базисный минор 
матрицы А ;

4) все уравнения, коэффициенты которых не входят в базисный 
минор, вычеркиваем из системы. Получается система эквивалентна 
данной;

5) все неизвестные, коэффициенты при которых не входят з ба
зисный минор, объявляем свободными (то есть они могут принимать 
любые значения) и переносим в правую часть. 3 ле^ой части остают 
ся лишь неизвестные, к о эф ф и ц и ен ты  при которых входят в базисный 
минор;

6) решение полученной системы находим по формулам из теоремы 
Крамерэ.

Пример 4 . Решим с .помощью определителей систему из примера 2.  

г  ОСч - Ъ Х г .  + Х 3 -  Х ц  = 5 ,
I  Х \  у Хх. -  ч х ч  - - ' г ,

d O X i  + 0 Л з - ' И £ ц  в ц
6 - s x %  + , z £ s  '  6 хн  -  V .

Решение, ранее мы нашли, что ЙЛ| А -  Й»9 А * = 2 , Минор
является базисном, обозначим его через Д.,
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Теперь третье и четвертое уравнения монно вычеркнуть из системы, 
так как их коэффициенты не входят в базисный минор. Неизвестные 
£■>, и Хц объявляем свободными и положим Х», = £1 , 0Сц = &, 
где CL и § любые числа.

Перенеся свободные неизвестные в левую часть, получим систему, 
эквивалентную данной,

]  1 х а - зх г .  « г - а  + в»
I ZXi + X*. =

Неизвестные ^  и X* находим по теореме Крамера. Здесь А= 8,

д 1 = | 5 - г +ч !  " i | =  5 - f t  + e - e + f t l = H - a + m i

Л г = |  *  +ZCL + B&;

*. _ _ - i - а н з в  . _ - ?+ а+ з6
^  8 1 Д Г = 8 ~ Ц

Теперь записываем общее решение.
С ™ ,:  (= 1 ^ 1 2 5  . . f t . g) , где й  и 8 -

любые числа. v
25. Всякое решение линейной системы, полученное при замене 

в общем решении свободных неизвестных конкретными числами, на
зывается частным.

Например, положив & - 0  и 6 = 0 в предыдущей
задаче, получим частное решение (-■£• ) ~ 0 0 )
При Л -1  и 8 = 11 получается другое частное решение 
(3; 0; I ;  2 ) . В случае, когда 1Ц Л = Яд к *  и мень
ше числа неизвестных, из общего решения получается бесконечное 
множество частных решений.

Пример 5 . Решить систему
г x i  - 3 x t  + 5 х ъ -  г х ц  = 5",
3 X 1 -  Ль + б Х ь -  Ч Х ч  = 9,

■ х < - 1 х г  + 3 Х ъ - Ч  Хц - Ч ,
X t ~ 4 X t  + з х 3 -  1 х н = - г .

Решение. Запишем расширенную матрицу, выделив в ней основную 
матрицу системы, и найдем их р а н п .
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А*=

I -3  5' -г :  5  
3 -1  6 -11: 9
i - г  з  -ч;~ч 

. i - ч  1  - ? . ; - г

м 1Ъ=5 -1

Н |Ч*

г -3  5  - ?  
з -1 S -11
1 - п  -ч
1 - Ч З - г

| г  1 ч 1 -1 !
х  3 5 - 3 5 - 3 1I 1 0 о

Ъ 5' -1 - 3 5  -1 -
3 11 - 3  - 5 гг_ 11 -з  -

О О 
о I

О 
?о г  о -

г  - з  5 )  
ъ -ч  6 ~
1 -  г  ь I

г - 1  - з  | 
б -3 - л =  0 . 
о о -г

)̂<я нахождения d 3 Л ’ осталось

г  - з 5Г 5 2 5 -1 9 5 -1 9 5 -1 -6 1
3 -1 б 9 _ 3 11 -3 1S __ 11 - 3  15 г - 14 -3 -19
1 - г ъ ц 1 г 0 О г. 0 б а 0 0 1
\  - н 3 - г 1 0 0 0

Значит, R-9 А =• 3
вычислить еще один окаймляющий минор порядка 4.

М г ч -

Итак, К'9 А -  ^9 А* =* 3 . Система совместна и имеет
бесконечное множество решений. Минор = Z  является ба
зисным. Коэффициенты при Х ц  не входят в базисный минор, 
поэтому Xv -  свободное неизвестное, положим X// = £1 , 
где Ct -  любое число, и запишем систему, эквивалентную дак-
ной* 2 * 1  - 3  X * + 5 Х 3 = 5  + ?ct,

■ з х <  -  х г + а х ,  = 9 +11 а,
. Х \  - i x i  + 3 X i  = 4 + 4 a .

Решаем ее по формулам Крамера, причем = М<1ъ ~ 2..

5+?а -з 5 - г г - п а о - is
9 + и а  -1 6 = 9 + и а -1 G
4+Ч(Х -2. 3 -1ч ч г а 0 9

*, sr+m 5 о - з - f t -1
V 3 9+11Й. 6 о - з - а - з SI

1 4 t  ч а 3 1 ч + ч а 3

_ _ l - n - 2 S f t  -13 
-1Ч--1Ш - 9

| = - / е ,

- з ~ а  н
• 4 - Л  -Ъ

= г ( з + а )1
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1 -з 5  + 7Л 0 1 - ? - а  \ | 1 -«, -а!
ь -1 9М1И 0 * - ь - f t  = |  5 - у - а |
1 -г ц + ч л 1 - г  */+ча1

Х4= £  = - f i ^д.-  ^  - 5+&', JC&- Аа ■=. i ( 5  + 4).
Ответ: ( - 8 ;  S Ct> £(.$+&)•, а )  , где f t -  любое число.

Решение лииейных систем методом Р у сса

Метод Гаусса состоит в последовательном исключении неизвестных 
с помощью элементарных преобразований системы. Это один из самых 
эффективных методов, применяющийся к линейным системам произволь
ного зида.

Подчеркнем, что линейная система полностью определяется своей 
расширенной матрицей, причем элементарным преобразованиям систе
мы соответсвуют элементарные преобразования этой матрицы. И обрат
но, элементарным преобразованиям строк расширенной матрицы 
соответсвуют злем ентарные преобразования системы.

26. Алгоритм решения линейных систем методов Гаусса:
I) первым записывается такое урав 'ние данной системы, а в 

этом уравнении такое неизвестное, чтобы коэффициент Л и  был 
отличен от нуля. Для дальнейших вычислений удобно, чтобы Д ц-1 . 
Если все коэффициенты системы равны 0 , то в этом случае неодно
родная система является несовместной, а однородная система имеет 
общее решение вида ( ^  , где <*ц, и, -
любые числа;

°) последовательно из второго, третьего и т .д . уравнений с 
помощью элементарных преобразований исключается неизвестное .
Для этого к (. -тому j равнению прибавляется первое, умноженное
на число - й-й 

f t  11
I *  i ,  м  . В  реэульта е получится

эквивалентная система с матрицей

а « f t  и  . .  й ы t <  '

0 c t u  • • • Я г и . s ;

. 0 t t W C l w H w
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I

3) это рым записывается такое уравнение, чтобы O i^ ф О . 
При необходимости можно поменять местями неизвестные,

4) последовательно из третьего, четвертого и т .д . уравнений 
с помощью элементарных преобразований исключается неизвестное
Хг . В  результате получим эквивалентную систему с матрицей:

a’ii Ola •• .ctin ! i;
0 ft'ii • a г it ;
0 0 a'» •. ■ Ctjn &3
0 0 . ч

’ Янк\ 'i*

5) продолжается процесс последовательного исключения неизвест
ных до тех пор, по-:а »озможно. Уравнения вида 
вычеркиваются из системы. После конечного числа преобразований 
получим систему одного из трех видов:

а) Си Х{ + Сц Хг + Cn Xj  ■»■•••+ С*н, Хи, = cLi
f Xi + Сгъ Xj +•••♦• Ctи. Х к = ciz,

* ••• 4 Сз* Хн. =

^ки, Х ц  -
где j С ц , .-.г С к ■, отличны от нуля. Это система треугольного 
вида. Сна имеет единственное решение: значение Х к  находится 
и" последнего уравнения, Х м  -  из ирод последнего, и так далее 
снизу вверх.

6)  С„ Х\  *  С п  ЭСц *  • • • +  C u l t *  • • • +  Ci k  Х к  =  t i l ,
Ьц  ̂ г + ••• + С ц  Хг+ ••• + С*к. Х к  -  dx,

СггЗСг + - - + Сги, Х ц  = <k%.
Это трапецевидная систем? . Здесь % <  И/ и Си  , . . . ,  Ски. отличны 
от нуля. Система имеет бесконечное мне .зство решений. В послед
нем уравнении все неизвестные, стоящие правее Х х  , объявляем 
свободными: Xi -n-CL,  Ха +г ' - ^  >••••> X * ,  -  С » где 0 . С -  
любые '<исла. Из последнего уравнения находится выражение х %  
через свободные неизвестные, из предпоследнего находится выра
жение Х ан  и так далее снизу вверх, из первого и., годится Я*.
В результате получается общее решение системы.

27
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e ) с'/стема содержит уравнение виде

ОХ^ V ••■ + о Хи. -  & , где I  Ф О.
Такому уравнению не удовлетворяют •никакие: числя, в отом 

слу :яе система несовместна.
Пример 6. Решить систему

f 5  X  +■ + ц  = 3,
X -  lj + Z ?  + t  = '\)

ty X + у 4- 1 1  •- -1 ,
X  + Lj + г  + t  •- o.

A's

,v> КМ пя f* 'Г -•
j: У г t
5 0 Ч г : 5
i -1 Z 1 : 1
Ч i г о : 1

L 1 I 1 1 : 0
X 'J г t
1 1 1 1 ; 0
i -1 ?. 1 1
Ч 1 2 0 1
5 0 Ч г 3
X г t
1 1 1 л 0 1л1/ -a •1 0 1 1
0 -3 - г -if
0 - 5 -1 - г 3

Первым запишем четвертое уравне
ние, в котором коэффициент при X  
равен I ,  то есть выполним преобра
зование ( . А-I, Av ).

Теперь выполним преобразования:
А г. К '  П А ̂ , Аз + (•*<) А 1 i А ч + (- 5) А 1.

х, г !| t J. г u t
1 -1 1 V ,  o ' Ан + Аг. 1 1 1 1 : о А 11+ (-4) A j
С 1 - г  о ; 1 /v с 1 - 2  о ; 1 /V
о - 3  - Ч  \ 1 о о 5
о - 1 - 5  - з : з l о о - ? -  з ; н

л;

X г >5 t
1 4 ■1; 0 10 1 -г 0 - 1
0 0 - * -V. У
0 0 0 1 1
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^случили систему треугольного оид?
х  * г  + ^  + 1 = о,

1  - Ч  = 1 )
-7  и - 4 1  = Ь, 

fc * ■».
Решаем ее снизу вверх: 1 = 4 ; ^ = -  "•̂ ■ = "'1; Z. = 4+ i i J = - 4 -,

Ответ: ( I ;  - i ;  - I ;  I)  -  единственное решение.

Пример 7 . Решить систему

Г ~SXZ ~ г X ,  -  Ч х ч = 2 ,
1-3X1 1-Я.Х1 +- Хз * ?.Хч = -3,

\  i X i  -  Ж*. -  -  2 JC4 =
-Х< + Xs + 2Хч = 4, '

- +■ X j +- 2. Xw — -3.

Решение.

lv
' % - 5 - 2 -  Н ' 8 (А < , Ам) - 4 0 4 г : 1
-ъ г 4 г - э - г г 1 г ; - з

1 -1 - 1 - г  1 4 г  -■4 - 1 - г ; 1 Л/

ч 0 4 г  ; 4 ? •5 - г - ч  • г
0 -1 1 2 i з . 0 •4 4 г \ з .

а ,  7* ЗС4 2л
' - 1 0 1 г ; 1 -4 0 4 г ; 4 ' - 4  0 4 2.' 4 '

0 St - г - i / . -6 } 0 1 -1 - г . -5 0 1 -1 - г ',-2
-1 1 г: 3 'V 0 - 4 1 г', Л/ 0 0 о о ;  с

0 - 5 У 40:15 0 -4 1 г ; 5 0 0 0 0 ' 0
~1 1 г 3 0 - 1 1 г 3 . 0 0 О О Н ) .

Получили эквивалентную трапециевидную систему: 
f- л ,  + х 5 + г х ц  -  -I,
I  Xi-oci, - г а ,  = -  з.

Неизвестные X» и х>< объявляем саободными: X js C t' ,  Хц- i  
Из последнего уравнения получаем, что Хг = а  +- Я 6 -  3 
Из первого уравнения Xi = X», + £Хц -1 -  & + 2, & -  4.
Ответ: (Ct + i f c - ^ ' jO t  + Z t - J  , & ■ , ( > )  t где
Ct и & -  любые числа.
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Пример 3 . Решить систему

f Х { + ЪХг  + 1 Х ъ  - $ Х ч  =  4 ,  
1 Х< + b X j .  *- 33Cj+ Яч = I ,  
I 2Xi  + 9^2  + ГХъ ~9Хц = Н.

Решение. 
Ха. Xi Хч ,

1 з г -Г, 1 
о з  1 ; z 
S 3 ? -9  '• ч

%< Xi  Xj Хч
1 з г 
о о 1 
о о

Л| XjX)
i - 5", 1 ]  [ \  г ъ 
1 t ; i r  о ю  
1 Ь '1 I [о 1 о

«Xt Хз Xt %ц
- 5 \  1

ь : 1
О 6 и

ас* ал i t  JCv
1 i  S - 5  
О 1 0 £> 
0 0 0 0

h i  
’ о I

Запишем систему, эквивалентную данной:
j JCi + 1 Х Ъ + 5 X i  - 5  Х ч  = 1 ,
\  Х ъ  + Б а ч = \

Неизвестные Я*, и &Ч объявляем свободными: Хх=Л,«Х^=6. 
Из второго уравнения: * 4 ~ б8  . из первого уравне
ния: -  U r  3 x t + 5 Л Ч =  - - » - з а , - и * в .

Ответ: ( " Н- З Л- МТ в »  Л ; 1 - 6 6 ’, 6) , где ОС и В
-  любые числа.

Однородные линейные систе: л

27. Однородна линейная система является совместной, так как 
всегда имеет нулевое решение ( 0, .........  О ) .

28. Однородная система имеет нулевое решение тогда и только 
тогда, когда ранг зе основной матрицы меньше числа неизвестных 
системы.

29. Квадратная однородная линейная система имеет ненулевое 
решение тогда и только тогда, когда определите, j ее основной 
матрицы равен 0.

30. Множе.Лво решений лине“чой однородной системы обладает 
следующими свойствами:

1) если е  = (, <*w) -  решение данной системы, 
то Х& -  , •> -  также решение этой системы, где X -  
произвольное число;

2 ) если €,1= ( <М ■>•••><* к} и 2jL = (jiH >•••, f i x . )  -  решения данной 
системы, то их сумма + i % ~  (  , <*к + -  также 
решение этой системы;
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3) если 6^я (^1 < ь )  > . . • )  £ fc С Jfi > • •• > VV)
решения данной системы, то их линейная комбинация Xi 6< +. .+ %feC|t 
тякже является рг гнием этой системы.

Ясно, что свойство 3) включает в себя свойства I)  и 2 ) .
31. Фундаментальной системой решений однородной линейной 

системы назыв-етс-' такое множество 64, . . . ,  решений 
этой сисемы,  которое удовлеть^ряет длум условиям:

1) множество tfe. линейно независимо;
2 ) любо^ реиенле €  данной сиг;', .мы является линейной 

комбинацией решений
Символом £ обозначается решение & в С °*i ,•••■* .
32. 'Теорема <■ существовании фундаментальной системы реше- 

hi.D. "ели ранг X основной матрицы одне'одной линейной 
системы •'равнений меньше числа И/ ее неизвестных, то существует 
фундаментальная система репк.-чий, состоящая из решений.

33. .Алгоритм и езждения фундаментальной системы решений одно
р о го й  линейной системы:

Л Решить сотом у любым удобным способом. Если система имеет 
голько нулевое ре-нпие, то фундаментальной системы нет. В про
тивном случае найти общее решение.

2) Пус; .> СС , 6, - , С -  свободные неизвестные. Их число 
ранно К - Х  , ^де И  -  число всех неизвестных системы, 
а X -  ранг основной ма рицы. Данная система имеет фундамен
тальную систему из Hr- Х  решений.

• Составим таблицу

( а Ъ с
\ ■*< 0 ... 0 е,--с...)
0 0 е2=(.. )

0 0 6«-г=( - )

состоящую г- \ - * 1  столбцов и стольких же строк. Поло
жим 0 1 - « Ч , % = 0 , . . . , С » 0  в общем 
решении системы, получим решение h ,  . При Я. -  О , i - d t , - . - ,  
£ =. О получим решение Cj. . Наконец, при Ci= 0 }
£ - О , , С. = с(н -г  получим решение С п - х
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любые, конкретные числа, отличныеЗдесь , . . .  ,
от нуля, г- частности, кон..о считать, что . . . »  o t n - t - ' f .

Пример J. Найти фундаментальную систему решений для однород-

j  5Я< - 3 ^ 1 - Н Х ъ  «-V-JCw = 0,
I - T - X i  * 1 0 Х $ - 1 Х ч  = 0 .

Решение. Составляем основ-- т> матрицу системы к находим ее ранг.

А=
ь ? -1  V  
5 -з -11 ?

г *  - г  \
5- -5-11 *

1 > - г  
-б - $ - ц

-? 13 го-? -? го I 11 43 го
W

1 % - г л • г ч % I 3 ? *
-6 -3 -1 1 = 0) 5-Э ? - U -ю о
1 г - г -71*5 -? и  го с

“ Значит Av -  2, t
минор | 3  Т I — цн явл яется

1 5 - 3 1
базисным.

Решаем систему с помощью определителей. Неизвестные JC$ и 
Хч объявляем свободными: X 3 = & , Х ц  ~  Ь , Запишем

экнHi- лентную систему:

[ЗХ( + = г а . - и ,
1 5 л ,  -

ь  =  - 4 4 ' ,

я а - П  *
11 a - u  -з

/ V -
3
5"

2Ct-?g
11Й.-7С

= п а  + 1 Ч&;

- -  п а  - yog
& ч ч х*. -

Л г _ ? з а  + Ш

у
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/  в г я -  r O i  . i b а  м ч С .  л . cnОбщее ршениз системы: ^ —  ■>-------- jj-jj------ 1 И 1 о )■
Из общего ре«енкя найдем фундаментальную систему

! a  ; 6 I ____________ ____
Г ц ч! о ! е , =с « ь  - -23:, ч ч - о )
|“У ] 'ч ч ]  е ^ о о ;  - 14 ,  о нчТ

Стзет: (83; -23 ; 44; С), (7С; -1 4 ; 41) -  фучцаменталь.-..- 
система решений.

Пример 10. Найти фундаментальную систему решений:
Xi  + i x L + $ х ь - г х ч + х г = о, 
Х< +• ЗХ». *5Х*  4- Хч  -3JCу -  о, 

, г х ( «- GXj, +10Хъ - Хч + г х 5 = 0.
Решение. Решаем систему методом Г аусса.
It Xi l i  Хц Xi It Xi. X* Хч Xs Xi Хч 1» Xi. Zf
1 j 5 -г 1: 0 1 3 5 - I 1 *. Cl A - I 5 3 1 : ol
1 3 5 1 -з: 0 r<j с 0 0 ъ -Ч' 0 ~ 0 3 0 0 **: 0
г s 10 -1 г, 0 • .0 0 0 г 0 . 0 I . 0 3 0 0 0: 0

ЛуI

•It I j  I t  .X5-
1 - г  5 з 1 ; о] 
о з о о - ц : о
о о о о ^ ' . о

I , Xv Xs *2 X*
1 - I  i  з 5 : о1
о з - ч  О О j О 

. о о ч О О • О

> > 

1

Запишем систему, эквивалентную; данной:
Xi -  г Хц * Ху +• 3 Хг ♦ 5 х 5 = о,

3 х ч  -  v x j = о ,
4 Х 5 - о .

Неизвестные X*. и X j объ«!ьляе;< свободными: Xi-CLjX$-(>■ 
из последнего уравнения -  Х у  =0  , из второго урав
нения •- Х Ц = 0 . Из первого уравнения находил/

Запшем общее решение: Ctj I )  0 0 ) .
Из общэго решения найдем £ундаменгальку» систему решений

a f
i с t

| - (-3;I;G;C;C)
J i i = (-5  i 0; I ; U; 0)

i ;  o, 0; 0;) и (-5 ;  0; I;
систома решений.
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Упряжнену и задачи

1 . Найти произведение А. В мат- 

1)

•’)

А =
‘ г -1 з !  

ч г  » \ ,  &=
1 3 

-г. 1 ; @ л - 1 -л. 
О
”

?о *
 --

---
---

1

0 51 « 3 . 3 11
} | - 4 4. ‘4

А=
1 o i l  г  о1
’ 0 3 Ь 6 = 1 0 3 1 

L-MO] [ l - H ]

5)
А=

2. 1
0 3
1 -1
I  О

ч) 1 5
М > - я о 1 ,

з *

Г ч о i  11 
к=[-1 5 1-1Г в=

\  Г  
-з г 
5 1 
г о

8)
\ 1 з ? |> 6 = I 3 1

9)
А=

-1 г.
7 б|> ь 
5 3

r w  * ] .
■\,Ч о 5 \ J

. 11)
М

1о)

и )

'6 0 - 1" 
1 3 ? 

15 г -1

з 1 г1 
к - з  1
и  I  з

1 о 
3 S 

; 3  MJ

г  -г

IS)
А*

3 5
4 
о
Л -1

,  А - [ з -1 1 0 ] , Ь -

1 | г - з 0 1 Я . 11̂  * ГЧ 1 &1 а | Н ? 
-1 Р  Ь - у  ь 8 е - 5 } 1 А ' \ ; 1 Ч 5 Г Ь " Ц ^

I  3' 
1 Ч
0 1
1 5

1 5

15)

1 Ъ 01
1 -1 1 16) ( ?

, ь = 0 1 ) л И  о
. 5 * U

1<) 6 1 ' 
к~- 1-1  6 

5 1

1«)
К*

*  ч
ч м >  
о 1 I

о 1 61 Г- 1  *  V
5-1 Ч Р Ь =  5 Ч 3 • 
3 £ 1 1  1 - 1 1 5 .
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il)
A=

*5'

• Ц П
3 1 o - n  

. - 1 1 '

1 0

20)

■*l” ‘ I -
Вт.

г. г  
1 -5 
3 1

l  Ъ 5  I '  
0 1 4  1

i - 1 .  г г ) S 1 1' \ - 1 1
ь - г  5 1» Ч  4 1 > ь - з г

. ч  Ч J  1 - 1 Ь 5

И) 5 г!

■ И ;
14) 1 э Г 1 3

А= Ч j 3 1 0 , в= ь а 5
1 г L V n ~ J . 0 ч S' i - ь н О

z i ] ,  Ь~ 5 1
I I

11)
U  3 

6 -4  
5 г
1 s

II. Вычислить определители:

г - G - г 5 0 1 - ч 4 3 5 J) - 3 -9  3 5"
Ч -5 - г ч -н s  г 4 3 *  -1 - 3
г - 2 -1 г > г г -1 г > г - 4  < г
0 -1 -1 1 5 -5"-j  -G - 4 -11 3 6

-G 1 4 ? 5) -3 -2 С Н 1 6 г  2
? G -4 -9 5 t  з г 1 2 1 1

- 4 • 3 ь > 3 } -1 о > 5 S -1 о
- 1 С 1 г - г , - • 1 з г 0 1 1 1

6 ч - г 5 8)1 5 i  - t  - • 9) 3 2 1 Н
4 ? -2. 4 1 - г  з -Ч , ? Ч 1 6
1 1 - 3 г

>
3 5  1 - 3 » 11 6 1 8

г - 3 3 -G ч е 5 -ь 5 4  г з  з г  41

if 1 0 i 11) н 1 и  г 1 и ) - г -Т - 5 - 5
5 V *> г. 9 ? ч ? • 5 6 3 5
5 7 г 6 » г 5 1 Ч ’ - 1 5 1 И
5 г 1 Z. 5 2, 1 ^ 1 3 г  1 г
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