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Введение

Пособие «Дифференциальное исчисление функции многих 
переменных» является пятой частью комплекса пособий по кур
су «Математический анализ» для студентов физических факуль
тетов вузов. В нем рассматриваются предел и непрерывность, 
частные производные и дифференциалы, локальный и условный 
экстремумы функции многих переменных.

Весь материал разбит на части, соответствующие одному 
практическому занятию. В каждое занятие включены некоторые 
сведения из теории (основные определения и теоремы без дока
зательств), решение типовых примеров, задания для аудиторной 
и домашней работ. Отдельно приведены индивидуальные до
машние задания. Сформулированные в пособии задания разли
чаются по трудности решения, что позволяет адаптировать 
сложность задания к уровню подготовки студента.

Содержание пособия соответствует учебной программе по 
математическому анализу для физических специальностей и свя
зано с курсом лекций.

При подборе задач авторами использованы различные источ
ники, в том числе «Сборник задач и упражнений по математиче
скому анализу» Б. П. Демидовича (1990), «Математический ана
лиз в вопросах и задачах. Функции нескольких переменных» 
В. Ф. Бутузова (1988), «Сборник индивидуальных заданий» 
А. П. Рябушко (1991).

Пособие может быть использовано преподавателями при 
проведении практических занятий и студентами в их самостоя
тельной работе над предметом.
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Практическое занятие 1 Предел и непрерывность 
функции многих переменных

1.1 Пространство R "
1.2 Функции многих переменных
1.3 Предел функции многих переменных, повторные пределы
1.4 Непрерывность функции многих переменных

1.1 Пространство R ”
п -мерным арифметическим точечным пространством на

зывается множество всех упорядоченных наборов (x j ;x 2 ;...;*„) 

действительных чисел х , , х2, ..., хп и обозначается R ” ; его 

элементы -  точками пространства R " ;  числа х , , х2, хп -  

координатами точки ( х 1;х2',...',хп).

Точки пространства R " обозначаются М (х 1;х2:...',хп) или 

х - ( х ] ,х2,...,хп). Точка 0(О;О;...;О) называется началом коорди
нат.

Расстоянием {метрикой) /?(х,х') между двумя точками 

х = (х ] ;х2;...-,хп) и х '= (х '1;х'2;...;х'п)  называется число

p ( x ’ x ' ) = ]j t l( x, - x: )2 ■

При п -1 имеем пространство R 1 (прямая) с расстоянием: 

р (х ,х ') = |*j -x j| ; 

при п = 2 имеем пространство R 2 (плоскость) с расстоянием:

р (х ;х ') =  ^}(х1 - x\J  + (х2 - х 2У ; 

при п = 3 имеем пространство R 3 с расстоянием:

р{х\ х ') =  д/(х, ~ x [ J  + (х 2 - x 2J + (х 3 - Х 3)2 .

Арифметическое и-мерное пространство, в котором опреде
лено расстояние между двумя точками, называется метрическим 
(евклидовым) пространством R " .
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Пусть (х т ) ,  хт =\х” ' , х % ; . . . ; х -  последовательное!ь точек

метрического пространства R ” . Говорят, что последователь

ность точек (д:т ) сходится к точке а , а = (а, ;а2 (имеет 

предел а ), если lim р (хт ;а )=  0 :
/W—>00

lim хт = а.
т —>со

Для того чтобы последовательность точек (х т ) ,

хт ={х™;х2 ;...;х” ),  сходилась к пределу а  =  (а ,;а2; . . . ;а „ )е R ", 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства: 

lim х ”  =  а ,, lim дг™ lim х "  =ап.
т —>сс т—>оо т —>со

Для последовательностей пространства R " имеют место ана
логичные определения и свойства как и для последовательно

стей пространства R 1 .

Если последовательность точек (х т )  метрического простран

ства R " сходится, то она является фундаментальной. Обратное 
утверждение для произвольного метрического пространства не

верно. Метрическое пространство R " называется полным, если 
любая фундаментальная последовательность его точек сходится. 

Множество точек х =  (х, -,х2;...;хп)  е  R ” , расстояние от каждой

из которых до фиксированной точки х° =  (x'f; j c ® ;х' °)  меньше

положительного числа г , называется £ -окрестностью точки
( о о o'!

* 0 =  to  ; * 2

f/ ( f ,x 0)  = { х | p ( x , x 0) < s  } .

Данное множество называется «-мерным открытым шаром 

радиуса е с центром в точке х0 -

Проколотой s -окрестностью точки x0 e R ” с радиусом е 

называется множество точек х е R " , удовлетворяющих неравен
ству 0 < р{х,хц)< е :

t/ (^, дг0 ) — | x e R "| 0 </?(x,Jco)< £ r| .
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Пусть G  -  некоторое множество пространства R ” . Точка на

зывается внутренней точкой множества G , если существует ее 
окрестность, целиком принадлежащая этому множеству. Мно
жество G  называется открытым, если все его точки внутрен
ние. Любое открытое множество, содержащее точку

х0 =  ; j c ° ) , является ее окрестностью. Точка называется 

граничной точкой множества G , если в любой ее окрестности 
содержатся точки, как принадлежащие множеству G , так и не 
принадлежащие ему. Множество граничных точек называется 
границей множества G  и обозначается dG . Граничная точка 
может, как принадлежать множеству G , так и не принадлежать 
ему. Точка называется предельной точкой множества G , если в 
любой ее окрестности содержится бесконечно много точек мно
жества G  . Точка, не являющаяся предельной точкой множества 
G , называется изолированной точкой множества G . Множество 
G называется замкнутым, если оно содержит все свои предель
ные точки. Множество, которое получается, если присоединить 
к множеству G  все его предельные точки, называется замыка

нием G и обозначается G . Множество G называется ограни
ченным, если существует такой п -мерный шар, который содер
жит внутри себя все точки множества G . Множество G  называ
ется компактом, если оно замкнуто и ограничено.

Множество

Г  = { (х ,;х2;...;х„)| х , ( t ) , x2 ,хп( t ) ; a  < t < p ) ,  

называется непрерывной кривой, соединяющей точки

i ( « ) ; * 2( « ) ; • • • ; * » ( « ) )  и (£ ) ;• • • ;* „ (£ ) )•  Здесь

xt (/ ), i = 1,2,..., п , непрерывные функции на отрезке [а ; /?].

Множество G  называется связным, если любые две точки 
этого множества можно соединить непрерывной кривой Г ,  це
ликом принадлежащей этому множеству. Открытое связное 
множество называется областью, объединение области и ее гра
ницы называется замкнутой областью.
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1.2 Ф ункции многих переменных

Пусть G cz R ” . Если правило /  каждой точке 

х = (х, ;x2;...;xn) g  G  ставит в соответствие некоторое вполне оп

ределенное действительное число / ( х ],х2,...,хп)  , то говорят, что 

на множестве G  задана числовая функция (или отображение) 
/  от п переменных:

/ :  R ” - »  R  .

Множество G  называется областью определения и обознача

ется D ( f )  =  G ;  множество Е = {  we R| и хе G | -  мно

жеством значений функции f  .

В частном случае при п = 2 функцию двух переменных мож

но рассматривать как функцию точек плоскости R 2. Частное 

значение функции f ( x , y )  в точке М 0 (х 0;_у0) обозначается

/ ( W o ) ,  /|(Wo) и f\Mo.

Функция /  двух переменных х и у может быть задана ана

литическим, табличным, графическим и другими способами.
График функции двух переменных z = f { x , y )  изображается в 

трехмерном пространстве при выбранной декартовой системе 
координат Oxyz как множество точек

r  = { ( x ; . y ; z ) e R 3| z = f ( x , y ) ) ,

которое есть некоторая поверхность в R  ’ . Проекцией этой по
верхности на плоскость Оху является область £>(/).

Функцию трех и более переменных изобразить графически 
затруднительно.

Функции многих переменных задаются:
-  явно уравнением, разрешенным относительно зависимой 

переменной:
z = f ( x , y ) ,  u = f ( x , y , z ) ,  и = f ( x x,x2,...,x„);

-  неявно уравнением, не разрешенным относительно зависи
мой переменной:

F ( x ; y )  = 0 ), F (x ;y ; z )  = 0 , F ( x l;x2;...;xn)  = 0.
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Множество точек х =  (xj,A‘2,...,xn)  пространства R " ,  удовле

творяющих уравнению f { x ] , х2 хп)  = с , называется множест

вом уровня функции и = f ( x l,x2,...,xn) ,  соответствующим дан

ному значению с .
При п = 2 множество уровня называется линией уровня-, при 

п = 3 множество уровня называется поверхностью уровня-, при 
п > 3 множество уровня называется гиперповерхностью уровня.

1.3 Предел функции многих переменных, повторные пределы
Число А называется пределом (по Гейне) функции f ( x ) ,

х = (х\,х2,...,хп) ,  в точке х0 если для любой по

следовательности точек (хи) ,  хж= (х Г ;х 2" ; . . . ; < ) ,  /и = 1,°о,

хт е и (е ,х0),  сходящейся к х0, соответствующая последова

тельность ( / ( * „ ) )  значений функции сходится к А :

А -  lim / ( * )  <=>
ДГ-»ДЕо

<=> v (*m)Li> Xrn e U {s ,x 0) ,  lim хк = дг0 lim / ( * т )  = / (* „ ) .к-* со к—>оо

Предел функции также обозначается:

Л =  lim f { x u x2,...,xn)  и А =  Jim f ( M ) ,

Хг -*Х°

где M ( x v x2,...,xn) , А/Дх,0;*®;...;*®) точки пространства R ” .

Аналогично функции одной переменной, определение преде
ла по Гейне функции многих переменных на языке последова
тельностей эквивалентно определению предела по Коши.

Число А называется пределом (по Коши) функции / ( х ) ,

х = (х1,х2,...,хп) ,  в точке х0 = (х®;*®;...;*®), если для любого 

£•>0 существует S (s ) > 0 , такое, что для любой точки

выполняется неравенство |/ (х )- А\<е :
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А = iim f ( x )  о  V e  >  О ВU y e , х0): Vx e U ( e ,  xc) \f {x ) -A\<s .  

Если функция двух переменных f ( x ; y )  определена в окре-
о

стности и (е ;(хп,у0)) и число А является пределом при 

(х, у ) ->  (х0, у0) ,  то предел

А = lim f{x\y)
х->х0
У~*Уо

называется двойным пределом.

Геометрически неравенство | / ( x ; j ) - а \<£ означает, что

точки графика функции / (x , jy )  для (х\у)  е  £/(<5,(х0;_у0) )  нахо

дятся между двумя плоскостями z = A - е  и  z - A  + e,  т. е. пре

дел функции f ( x ; y )  при х —» х 0, у -+ у 0 определяется поведе

нием функции вблизи точки (х0;у0) и не зависит от значения

функции в этой точке.
Для случая функций многих переменных сохраняются все 

свойства пределов функций одной переменной (кроме тех, где 
существенна упорядоченность точек числовой прямой, напри
мер, односторонние пределы).

Бесконечные пределы для функций многих переменных 
/ ( х ) , х = (x ,,x2,...,x„), определяются по той же схеме, что и для 

функций одной переменной.
Например,

lim / ( х )  =  + о о о  V s > 0  3t/(£,x0): V x e U ( e , x 0) f ( x ) > £ .
x->x0

П о в т о р н ы е  п р е д е л  ы . Для функции f ( x , y )  можно оп

ределить понятие предела по переменной х , полагая перемен
ную у постоянной, и можно определить предел по у , полагая х 

постоянной.

Пусть функция f ( x , y )  задана в окрестности точки (х0,>>0) 

за исключением, быть может, самой точки(х0,у0) .  И пусть для 

каждого фиксированного у  из этой окрестности при х - »  х0 для
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функции z -  f { x ,  у)  одной переменной х существует предел 

lim f  (х\у)  = g ( y ) ,  а при у  —»  у0 для функции g (y ) существует
х-+х0
■Уфих

предел lim g (y ) = b . Тогда говорят, что существует повторный
У~*Уо

предел Ъ для функции f ( x , y )  в точке (х0,.у0) ’

lim lim f ( x ; y ) = b .
У~>Уо *->*о

Аналогично определяется повторный предел lim lim f ( x ; y ) .
Х-+Х0 у-*уа

Т е о р е м а  1 Пусть функция f { x , y )  определена в некото

рой окрестности точки (х 0,^ 0)  и имеет в этой точке двойной 

предел lim f { x ; y ) = b .  И  пусть для любого фиксированного х из
ЛГ->ЛГ0
У-*Уо

этой окрестности существует предел lim f ( x ; y )  = h ( x ) и для
У~>УоХфих

любого фиксированного у  из этой окрестности существует 

предел lim / (х,у)  -  g ( y )  ■ Тогда повторные пределы
■Уфик

lim lim f { x ; y )  и lim lim / (x ;^ )  существуют и равны:
У->Уо x—̂Xq у-+у0

lim lim f { x ',y )  = lim lim f{x ',y ).
У-+У0 x~>xo У-*Уо

1.4 Непрерывность функции многих переменных

Функция f ( x ) ,  х = (х{,х2,...,хп)  е  R " , определенная в окрестно

сти U ( S , x 0)  точки х0 = ( х , ° ; н а з ы в а е т с я  непрерывной в 

точке х0,если  lim f ( x )  = f { x 0).
X~+Xq

В противном случае точка х0 называется точкой разрыва 

функции / ( х ) .

В частности, для функции f ( x , y )  точки разрыва могут быть 

изолированными или образовывать линию разрыва, а для функ
ции f ( x , y , z )  точки разрыва могут быть изолированными, обра
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зовывать линию или поверхность разрыва.
Для случая функций многих переменных сохраняются все 

свойства непрерывных функций одной переменной.

Пусть функция / ( х ) ,  x = (x [,x 2,...,x „)e  R " , определена на 

множестве G  с  R " . Функция /’ ( х )  называется непрерывной на

множестве G , если в каждой точке этого множества она непре
рывна:

l im / (x ) =  / ( x 0) V х0 е G .

Т е о р е м а  2 ( н е п р е р ы в н о с т ь  с л о ж н о й  ф у н к 
ц и и )  Пусть функции х,(/ ), х2(7 ), xn(/), t

определены в некоторой окрестности точки

/0 = ) е R "1 и непрерывны в точке t0. Функцш

/ (х , ,х 2,...,хл) определена в окрестности точки

и непрерывна в точке х0. То

гда в некоторой окрестности точки t0 определена сложная 

функция Ф (/ ) = / (х , (/ );х2 (/);•••;•*„ ( 0 )  ’ причем функция ф(г) 

непрерывна в точке t0.

Вопросы для самоконтроля

1 Дайте определения: а) «-м ерного арифметического точеч

ного пространства; б ) расстояния в пространстве R " ,  в) п- 
мерного евклидова пространства.

2 Дайте определения окрестности и проколотой окрестности 

точки в пространстве R " .
3 Какая точка множества называется: а) внутренней; б ) гра

ничной; в) предельной; г) изолированной?
4 Может ли внутренняя точка не принадлежать множеству? 

Может ли точка одновременно быть внутренней и граничной 
для некоторого множества?

5 Какое множество называется а) открытым; б ) замкнутым; 
в) компактом; г) связным; д) областью?
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6 Что называется функцией в пространстве R " ?
7 Что называется множеством уровня?

8 Сформулируйте определения предела функции / ( x , j )  в

точке по Гейне и по Коши.
9 Дайте для функции многих переменных определения бес

конечных пределов:

а )  l i m / ( х )  =  + о о , l i m / ( х )  =  - 00 , l i m / ( jc)  =  o o ;
X ->х0 Х-*Х0 ' Х-+Х0

б ) lim f ( x )  = A , lim f ( x )  = A ,  Н т / (х )  = Л ;
X-*+00 JC->-00 x—>CC

в) lim f ( x )  = -ню, lim f ( x )  = - oo, lim / ( x )  =  oo .
ДГ-+СО JC-»00 x—

10 Сформулируйте определение повторного предела функции 
двух переменных.

11 Какая функция называется непрерывной в точке?
12 Какими свойствами обладают непрерывные функции?
13 Сформулируйте теорему о непрерывности сложной функ

ции многих переменных.

Решение типовых примеров

1 Найти область определения функции:

а) z = х 2 + у2 , в) z = д/ l - x 2 - х \  - - . - х ;  ,

б ) z = -J4 - х 2 - 2 у 2 . г) z = 1п (5-х2 - у 2 - z 2). 

Р е ш е н и е ,  а) область определения этой функции

£ ( / )  =  R 2, множество значений E ( f ) ~  [0;+со). Графиком дан

ной функции в пространстве R 3 является круговой параболоид 
(рисунок 1. 1);

б ) областью определения £>(/) этой функции является мно

жество всех точек плоскости R 2, для которых определено вы

ражение д/4-х2 - 2_у2 , т. е.

4 - х 2 -  2у2 > 0 .

Множество таких точек лежит внутри и на эллипсе с полу

осями а = 2, b = J 2 (рисунок 1. 2):
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£ ( / )  =  {(*;>■ ) 6 R 2
x2 у2 
—  + — <1 
4 2

Множество значений Е {/ ) = [0;2]. Графиком этой функции 

является верхняя часть эллипсоида;

Рисунок 1.1 — График функции Рисунок 1. 2 -  График функции

Z = x 2 + y 2 z = ^ 4 - x 2 - 2 у 2

в) функция определена, если 1- x j2 - х \  - . . . - х 2 > 0  или 

х\ + х 2 + •••+ х 2п ^ 1 - Отсюда

£ > (/ ) = {  (x ,;x2;...;x „)e  R ” |x,2 + х2 + ... + х2 < l | ,

т. е. областью определения £>(/) данной функции является мно

жество точек замкнутого п -мерного шара радиусом г = 1 с цен
тром в начале координат. R  . Множество значений функции есть 

отрезок [0; 1]:

£ ( / Н 0;1];

г ) функция определена, если 5 - х 2 - у 2 - z 2 > 0  или

x2- y 2 - z 2 < 5 . Отсюда областью определения D ( f )  данной 

функции является множество точек открытого трехмерного ша

ра радиусом л/5:

D i f )  = { ( Х’У'’2)  е R 31 х 2 + /  + г2 < 5 } .

Множество значений функции есть £’( / )=  (-< »; In 5].

2 Используя определение предела а) по Гейне; б) по Коши
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х - удоказать п т ---------- и .
х-*0 х - уу-* О J

Р е ш е н и е ,  а) область определения данной функции 

£ ( / )  = { ( x^ ) e R 2 | х ф у | . Возьмем произвольную последова

тельность точек ( М к) =  ) ) ,  таких, что хк Ф ук, хк —» 0 , 

ук ->  0 . Тогда

f { M k)  = Х-к- —  =  х\ + хкук + у 2к . 
хк ~Ук

Следовательно,

lim —— ——  = lim ( х : + хк ук + х\ )  = 0 ;
r-»0 v _  V *-»« V '>■-►0 У

б ) выберем произвольное число е > 0 и найдем <?(*), такое,

что для любой точки М(х - ,у )  6 t / ( j ; (0 ;0 ) )  выполняется нера

венство < е . Так как для любой точки М(х ;у )  е  £>(/) 

справедливо соотношение

f ( x , y )  = - ---- —  = х 2 + ху + у2,
х - у

то

| / (х ,у )-0| = |х2 +ху + у2\<х2 + у2 + \ху\.

Оценим |х • у\:

!\х\-\у$ = х 2- 2 х у  + у г < х 2 + у 2> 0  => \х-у\<^(х2 + у 2). 

Таким образом,

\/{х, у )  - 0| <  |  (х2 + у 2) =  |  р 2 {о , м )  < £ .

Отсюда p ( 0 , M ) < J ^ E  , где р ( 0 ; М )  -  расстояние от точки 

М (х ;у )  до точки 0 (0;0) .
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Следовательно, для любого е > 0 существует число 

S (s )=  > такое, что для любой точки М [ х , у )  е {/(<!>, (0 ;0 ))

будет выполняться неравенство
,з

<  £ .
х - у

По определению предела функции по Коши заключаем, что

l i m ^  =  0
х - уу-> О S

3 Найти точки разрыва функций:

1 1 1
a) z = 7----- ------ 7 ’ б) z = — ; в) и  =  -

Р е ш е н и е . а) функция z =  —— —т----- - определена на R 2

( х - 4 ) 2 + у 2 ’ х - у  ’ х 2 + у 2 + z2 - 9

\

( х - 4 ?  + У 2
всюду, кроме точки М ( 4;0), которая и является точкой разрыва 

функции;

б) функция г  -  — -—  определена для любых х,  у , таких, что
х - у

х ф у .  Следовательно, прямая х = у является линией разрыва 

функции;

в) функция и -  —г-----у -  ----- определена для любых х , у ,
х + у  + z  - 9

z , таких, что х2 + у 2 + z 2 Ф 9 . Следовательно, сфера с центром в 

начале координат и радиусом R = 3 является поверхностью раз
рыва функции.
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Заданий для  аудиторной рябеты

1 Являются ли окрестностями точки v l ( l ; l )  множества:

а) { (x ;j> ) | 0 < х < 1, 0 < j < l | ;

б) {(*;>> ) |x2+ / < l } ;

в) | (х;_у) | 0 < х < 2, -1  < у < 2 1 ;

г) |(х;.у) j 0 < х <  1, 0 < < 1} ?

2 Найти внутренние, граничные и предельные точки мно
жеств:

а) { ( * ; ? )  I М < ! » W - 1} ’

б ) | ( x ;y;z)  | yjx2 + у 2 < z < 2 j ;

в) | ( x ;y;z)  11 < x 2 + у2 + z2 < 4] ;

г) { (x\y)  | x + < 0 j .

Какие из множеств являются открытыми, замкнутыми, связ
ными, компактами?

3 Найти предел последовательности (х „ ) в R 2, где

х, =
V

П  1 . 
wsin| — smw

п )  п

4 Найти области определения следующих функций:

a) z — + у 2 -  4 ;

б ) z = jv c o s x  ;

в) и = arcsiti

д ) z = -\j9- (х2 + y j  ;

е) z =  arcsin-
х + у

1

л/25^

ж) и = -у/*2 4-j/2 + z 2 -25 ; 

и )г  ^
1 1------)_----

sinx sin у

Установа адукацьн 
Томельсю дзяржауны ун'шерсггэт 

1мя Францыска Скарыны

К Т К Л 1 Я Т Э К А .
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2 х  -- 3 v
5 Найти для функции / (х ; у ) - ~ ------ — значения / (2;l),

З х -2  у

/ (1;2) ,  / (а ;- я ) ,  / '(-а ;а ).

6 Выяснить, имеет ли предел при х - »  0, j  -> О функция
2 2

/ Ы = * 2 2 X +

7 Вычислить пределы:

a) lim ^

х2 + у2

г) lim
sin ху

.х—>0 У>•->0

д) lim
2X + у
л <X—►оо 

>х
х + у

е) lim
tg2 ху

х->1 х-у

3 j)s in  —
. 1 

sin —

£°0 3 - ^  + 9

б ) lim(х2 + jy2 jsin
Jf-*oo

( х - 2 )2 - ( у  + З)2
в) lim —— (г— f -----

- 23( х - 2)2+ (У + 3)2

8 Показать, что для функции

х у

не существуют повторные пределы lim lim / (x ;y ),
х-»0 у-+  О

lim lim / (х; у ) ,  но существует lim f ( x ; y ) ~  0 .
>->0 х-*0  JC—>0

у-*0

9 Показать, что для функции

f ( x ; y )  = — ? 2~ ~ X + 2?-  
х +  у

существуют повторные пределы lim lim f ( x ; y ) ,  lim lim f i x ;  у ),  a
дг->0 у - *  0 v '  >>->0 x—>0

предел lim / (x ; у ) не существует.
х-+о
у -+ 0

10 Имеет ли предел при х —> оо , у  оо функция

/ ( - ; у ) = 4 ± 4 ?X +  >•
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i 1 Найти точки разрыва следующих функций:
1

г) f ( x ; y ; z )  = -
1

( x - l )2 + (y + 2 )2 ’ 

б) f ( x ; y )  = In 1- ( х  + 1)2 - ( у - 2 )2 ;д ) f ( x ; y ; z )  = 

J  , ..2
в) /(*;>>)

_  х + у -  2х +  3 у 

х + у
е) f ( x ; y ; z )  =

sin xyz 

1
2 2 х + 7  - z

2  2  2  ' X -_y + Z

Задания для домашней работы

1 Являются ли окрестностями точки Л (-1 ;-1 ) множества:

а) {  (х ; j )  | - 1 < х < 2, - 1 <  у  <  1} ;

б ) { ( x ; j ) | x 2+ r < l } ;

в) | (х ; у )  | — 2 < х < 1, - 3 < > ’ < 0 | ?

2 Найти внутренние, граничные и предельные точки мно
жеств:

а) { ( х ’У)  Н ^ И } ;

б ) | (x ;y ; z )  | х2 +_у2 < z < 4 } ;

. X2 2 Z2
в) j ( x ; jy ; z )| l<  —  + / +  —  < 4 | ;

г) {(* ;> > ) |*2 + Г  < i }  U { ( 1 ; 0 ) } .

Какие из множеств являются открытыми, замкнутыми, связ
ными, компактами?

3 Найти предел последовательности (х „ ) в R ’ , где

х„ = ( ( - 1) ” п~ -З и  + 5  ̂я + 1Y N

п
V

’ 2п2 + 5 ’ <n + 2 j  ^

4 Найти области определения функций:
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ч Гг, г г ч 2х + З у -4
а) z = ^ 9 - x  - у  ; д ) г  =  - ------ f -----;

х + 4у

б) z = 1п (-  х -  у ) ; е) z — j-v/sinx ;

в) z = arccos-4 - + arcsin(l-_y); ж) и = ln (l- х2 - у 2 + z2);
У

•■ Jz2 + у 2 ч 1r )w  =  arcsin—---------- ; и) z = -------------.
х cos х sin у

f  \
5 Найти / (-3 ;4 ) ,  /  1;— , f ( a ; - a ) ,  f ( - a ; a ) ,  где

v *
2ху

/{Х',У) = - 2 2 
X + у

6 Вычислить пределы:

а) lim(l + х 2 + у 2 )?+? ; г) lim — ;
х->0 х - »0  X V
у-* 0 у-* О

б) l i m^ — д)  lim *  У 3
X-*' X + У *-»! X + Vу-> 2 ><->1

ч ,■ V l* - 1)2 + V  Ч  ̂ \ - (^ V )в) lim -^ ------^ ; е) lim (х  + И е  ' \
*->> и с  — 1 г  +  V  х - >ху—>0 '  /  ✓ >>—>00

2 2

7 Показать, что для функции / (х ;^ )=  *  ^ сущест-
JC у  + ( * “ .v)

вуют оба повторных предела l im l im / (x ; j ) ,  lim lim/ (х ; у )  а
лг-*0 >->0 у->0 *-»0

предел lim / ( jc; у )  не существует.
jc->0
У^о

8 Показать, что для функции f ( x \ y )  = (x - y )s in ~ s in — не
*  У

существуют повторные пределы lim lim f ( x \  у ) ,  lim lim/ (х ;  у ) ,  a
* —►0 y ->0 y~>0 x-*0

предел lim f { x ; y )  существует.
x->0
>->0
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9 Имеет ли предел функция / (х ;у ) ~sinln(x4 + у 2) 

х —» 0 , у - »  О ?

10 Найти точки разрыва функций:

а) / {ъ у )=  —— —— ;
sin х sin у

б ) / ( * ; y ) = ln ( l - x 2 -  у 2);

в) / ( х ; у )= T-j— г ~ П П — г ~ П ’
(д Г + у  - l j x  - у  - l j

г) / (x ;y ; z )  =

I

1

X2 + у 2 + Z 2 -1

1

д) / ( w ) = 7 7 7 ^ i

при
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Практическое занятие 2 Частные производные

2.1 Частные и полные приращения функции многих перемен
ных

2.2 Частные производные
2.3 Геометрический и механический смысл частных произ

водных функции многих переменных
2.4 Полный дифференциал функции многих переменных и 

его геометрический смысл

2.1 Частные и полные приращения функции многих пе
ременных

Пусть функция / ( х,,х2,...,хл) определена в окрестности точ

ки х0 =  (х,°;х2;...;х°). Дадим переменной х,° приращение Ах,, а 

значения х2 , х ° , ..., х°п оставим без изменения.

Частным приращением функции / (х , ,х 2,...,х„) по перемен

ной х, вточке х0 = (х^х® ;...;х°) называется приращение 

Ах,/ (*о) = / (* 1° + Ах, ;х° ;...;х° ) -  /(х,°; х2° ;...;х°).

Аналогично определяются частные приращения A jr / (x 0), 

А ,,/ (х 0) ,  Л ,„/ (х0)  по переменным х2, ..., х„ в точке 

х0 =(х,0;х2°;...;х °).

Полным приращением в точке х0 = (х,°;х2;...;х°) функции 

/ (х , ,х 2,...,хп) называется разность

A^(-*b) = / (xi° + ^ * 2  + Ах2;...;х° + A x J -/ (x ,° ;x “ ;...;x°).

Геометрически для функции f ( x , y )  вточке (х0;_у0) частные 

и полное приращения

А Л2 = b xf { x  о ,у 0)=  / (х 0 + Ах, у 0 ) -  / (х 0, уа),

A yz = А „/ (х0 ,j/0)  = / (х 0, у0 + Ау) -  / (х 0, у 0 )

А2 = А/(х0, у0 )  = / (х 0 + Ах, у  о + Ay) -  f  (х0, у 0) 

можно изобразить отрезками АХВХ, А2В2 и Л3В3 (рисунок 2. 1).
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Рисунок 2. 1 -  Геометрический смысл частных и 

полного приращений функции /  ( х ,у )

2.2 Частные производные
Частной производной функции / (х , ,х 2,...,хп)  попеременной 

х, в точке х0 =(дс10;дг®;...;дс°) называется предел отношения част

ного приращения функции А *,/  (х0)  к соответствующему при

ращению аргумента А х,, когда Ах, произвольным образом 

стремится к нулю:

К - =  Н т  / (х ° +  А х , ; х 2° ; . . . ; х ° ) - /(х,°;х2°;...;х °)
Эх, Лх,-»0 Лх,

Для записи частной производной функции / (х , ,х 2,...,хп)  по 

переменной х, в точке х0 ^ (х ^ х ® ;.. . ;^ ) используется также 

обозначение /х

Аналогично определяются частные производные i L ,  3 L
дх2 дх3

J L
дх„

попеременным х2, х„ вточке х0 = (х,°;х2 ;...;х °).

Частная производная функции нескольких переменных опре
деляется как производная функции одной из этих переменных 
при условии, что все остальные переменные остаются постоян
ными. Вследствие этого, все правила и формулы дифференциро
вания, справедливые для производных функций одной перемен
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ной, имеют место и для частных производных. Однако во всех 
этих правилах и формулах при нахождении частной производ
ной по какой-либо переменной все остальные переменные счи
таются постоянными.

2.3 Геометрический и механический смысл частных про
изводных функции многих переменных

Геометрический смысл частных производных. Рассмотрим 
функцию 2 = f { x , y ) ,  графиком которой является поверх

ность Q . Точке Р0(х0;у0)е  D ( f )  на поверхности Q  соответст

вует точка М 0(х0;у0\г0).  Пересечем график данной функции 

плоскостью у = у0. В сечении получается кривая z -  f ( x ; y 0)  (на 

рисунке 2.2 это кривая А М 0В) ,  которую можно рассматривать 

как график функции одной переменной z -  / (х ;у 0) в плоскости 

у = у0 . Тогда, по геометрическому смыслу производной функ-

„ „ „ „ dz
ции одной переменной, значение частной производной —

дх
функции z — f { x ,y )  в точке Р0(х0;у0)  есть тангенс угла а ,  об

разованного положительным направлением оси Ох и касатель

ной, проведенной в точке М 0(х0',у0) к линии пересечения по

верхности z = f ( x , y )  и плоскости у = yQ (рисунок 2. 2).

Z

У

Рисунок 2. 2 -  Геометрический смысл вточке Р0(х 0;у0)
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Аналогично определяется геометрический смысл частной 
производной функции z - f { x , y )  по у.

Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Графиком 
функции двух независимых переменных z = f { x , y )  в простран

стве R 3 является некоторая поверхность Q. (рисунок 2 .3 ). Вы
берем на ней точку M Q{xQ\y0-,Zo).

Рисунок 2. 3 -  Касательная плоскость а  к поверхности Q

Касательной плоскостью к поверхности Q  в данной точке 
М 0 называется плоскость, которая содержит все касательные к 

кривым, проведенным на поверхности через эту точку.
Уравнение касательной плоскости а  к поверхности, прохо

дящей через касательные 7j и Т2 имеет вид

Л ' (*о > У о )■ ( *  -  *о ) ■+ /Д*о > У о )  ■• (у  ~ У о ) ~ {z -  г0)  = 0

или

2 -  *0 =  Л {х 0,У0)-{х  -  х0)  + /у{х0,у0)- (у ~ у 0).

Нормалью к поверхности Q в данной точке M 0(x0;y0;z0)  на

зывается прямая, проходящая через эту точку перпендикулярно 
к касательной плоскости, проведенной в данной точке поверхно
сти. Используя условие перпендикулярности прямой и плоско
сти, канонические уравнения нормали запишутся в виде:

( * ~ * о )  _  (У - У о )  = (z ~ zo)

/х{хО’Уо) /у{х0,У0)  - !
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Точка, в которой F ’ =  F'y =  F [ — 0 или хотя бы одна из этих

частных производных не существует, называется особой точкой 
поверхности. В такой точке поверхность может не иметь каса
тельной плоскости.

Механический смысл частных производных. Частные произ
водные fx {x0,y0)  и f (х0,у0) характеризуют скорость измене

ния функции z = f ( x , y )  в данной точке Рп(хй;у0) ,  причем 

f'x (х0, у о) задает скорость изменения функции в направлении 

прямой у -  у0 (или, что то же, относительно переменной х ), 

/у(х0,у0)  -  в направлении прямой х = х 0 (относительно пере

менной у ) .

2.4 Полный дифференциал функции многих переменных 
и его геометрический смысл

Пусть функция f ( x , y )  определена в окрестности U(S;P0)

точки Р0{х0;у0) .  Функция f ( x , y )  называется дифференцируе

мой в точке Р0{х0;у0) ,  если ее полное приращение в этой точке 

можно представить в виде:

AA w o )  = А {хо’Уо)&х + Б {хо’Уо)АУ + аАх + /3ЬУ’ ( 2-1)

где А и В -  некоторые постоянные, зависящие от х0 и у0 ; 

а = а (Ах,Ау) и /3 = fl(Ax,Ay) -  бесконечно малые функции от 

Ах и Ау :

lim а(Ах, Ау) = 0, lim /3(Ах, А у ) =  0 .
Лх->0 Д г-»0
Ау-* О ду-> О

Соотношение (2.1) называется условием дифференцируемо- 

сти функции / ( х , у )  вточке Р0(х0\у0) .

Условие дифференцируемое™ записывается также в виде:

A f -  ААх +ВАу + о^р) ,  (2.2)

где p  = yjAx2 + A y 2 -  расстояние между точками Р0(х0;>’0) и

Р(х;у) ,  lim = 0.
р~*о р
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Функция f  ( х , у ) , дифференцируемая з каждой точке множе

ства G , называется дифференцируемой на G .
В равенствах (2.1) и (2.2) слагаемое ААх + ВАу, линейное от

носительно Ах и А у, называется главной частью приращения 

функции.
Т е о р е м а  1 ( с в я з ь  д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т и  и 

н е п р е р ы в н о с т и )  Если функция / (х ,у ) дифференцируема 

в точке Р(] (х0; у 0 ) > то она и непрерывна в этой точке.
Т е о р е м а  2 ( н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  д и ф ф е р е н 

ц и р у е м о с т и  ф у н к ц и и )  Если функция / (х ,  у )  дифферен

цируема в точке Р0 (х0; у 0), то она имеет в этой точке частные 

производные f ’(x0,y0)  и f 'y{x0,y0), причем f^ (x 0,y0)  = A,

/у(хо>Уо)=в ■
Утверждения, обратные утверждениям теорем 1 и 2 неверны: 

из непрерывности функции, а также существования ее частных 
производных, еще не следует дифференцируемость функции.

Т е о р е м а  3 ( д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  д и ф ф е р е н 
ц и р у е м о с т и  ф у н к ц и и )  Если функция f ( x \ y )  имеет ча

стные производные в некоторой окрестности точки Р0(х0;у0),  

непрерывные в самой этой точке, то она дифференцируема в 
точке Рй{х()\уй).

Функции с непрерывными частными производными называ
ются непрерывно дифференцируемыми.

Если функция f ( x ; y )  дифференцируема в точке Р0(х0;у 0) ,  

то ее полное приращение в этой точке можно представить в виде 

ЛЛ „ , о )  =  / Д W o ) А * + / Д  W ° ) 4 v  + a te  + f& y  . (2.3)

Сумма первых двух слагаемых есть главная линейная (отно
сительно Ах и А у ) часть приращения функции и называется 

полным дифференциалом функции:

# ( * о i J o  ) ' =  Л '  ( * о  > J o ) A *  +  f ' y  ( * о  > J o  W  •

Приращения независимых переменных Ах и Ау называются

27

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



дифференциалами независимых переменных х и у  и обознача

ются соответственно dx и dy .

Тогда полный дифференциал функции запишется в виде:

ах ду

df(x0,y0)  , д/(ха,у0)  ,
Выражения — — — —dx, — — — — dy называются частными 

дх ду

дифференциалами функции / ( х ; у ) и обозначаются dxf  и d f . 

Таким образом,

d f = d j  + dyf .

Отбрасывая в формуле (2.2) слагаемое о (р ) ,  т. е. заменяя 

приращение функции ее дифференциалом, получается равенство

/ (х0 + Ах;у0 + Ау)  *  / ( х0;у0) + f'x (х 0,у0) Ах + f'y (х0,у0)  Д у , (2.4)

которое используется для вычисления приближенного значения 

/  (х0 + Дх;у0 + Ау) при малых Дх и Ду .

Геометрический смысл дифференциала Учитывая, что 
Дх — х — х0 — d x , Ау -  у -  у0 = dy , уравнение касательной плос

кости можно записать в виде
_ _ _ <Э/(х0,У0) , д/(х0,у 0)
z - z 0 = — —------ dx + ----- -------dy .

дх ду

Правая часть этого уравнения представляет собой полный 

дифференциал функции / (х , у )  вточке Р0(х0;у0) ,  а левая его 

часть z - z 0 -  приращение аппликаты касательной плоскости в 

точке касания: z - z 0= d f ( х0,у0) .

Определение дифференцируемости функции и ее дифферен
циала обобщаются на случай функции многих переменных 

f ( x x,x2,...,xn)  вточке х0 = (х,°;х°;...;х°).

Условие дифференцируемости запишется в виде
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¥  = ~ ~ dxt + d~ -d x2 +... + ~ —dxn j- o (p ) ,
U%2

где р  = т[{Дх^)2 +(Дх2)2 +... + (Дх„)2 .

Дифференциал функции / (x , ,x2,...,xn)  имеет вид

^  9/  j  df  j  5/  j  df  = ----- Jx, + ------ a!x7 -(-... н-------- <£c„ .^  л  1 ^  Z <-» //
uXj OX  2 n

Вопросы для самоконтроля

1 Как определяются частные и полные приращения функции 
многих переменных?

2 Дайте определение частных производных.
3 В чем состоит геометрический и механический смысл част

ных производных функции многих переменных?
4 Запишите уравнения касательной плоскости и нормали к 

поверхности.
5 Дайте определение дифференцируемости функции несколь

ких переменных в точке.
6 Как связаны непрерывность и дифференцируемость функ

ции?
7 Сформулируйте необходимое условие дифференцируемо

сти функции в точке.
8 Сформулируйте достаточное условие дифференцируемости 

функции в точке.
9 Что называется полным дифференциалом функции многих 

переменных? В чем состоит его геометрический смысл?

Решение типовых примеров

1 Найти частные и полное приращения функции z = xy2 в 

точке М 0(1;2), если Дх = 0,1, Ду - 0,2.

Р е ш е н и е . Имеем

Дxz = г  (х0 + Дх; у0 )  -  г (х0, уд ) = (х0 + Дх) у 2 -  х0у 20 =  у 2Дх,

M . , 2) =  22- ° ’1 = 0’4 -
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Аналогично

Д Vz  =  z i x 0>Уо +  А У )  -  г ( х 0’ У о )  =  *0 (> о  +  Л.у)~ -  х о У 2о =

=  2-х оУоА У  +  х оАУ 2 .

A z| = 2 • 1 • 2 • 0,2 + 0,22 = 0,84.
У |(1;2)

Тогда

Az = z (x0 + Ах;у0 + Ay) - z ( x 0,y0)  = (x 0 + A x )(y 0 + A y f  - x0y20 =

=  1,1 • 2,22 -1  - 22 =1,324.
2 Найти частные производные функций

а) z = х 2 +sin(;t + >'2);

б ) и = ху + 1п(х -  у -  z ) ;

в) и = ху + sin2(z - xt) .

d \ dzР е ш е н и е ,  а) частную производную —  вычисляем как про-
дх

изводную данной функции по переменной х , считая у постоян

ной. Тогда
dzdz _ / 2 \
—  = 2х + cost jc + у 1. 
дх 1 '

Аналогично

dz
- ^  = 2ycos(x +  y 2) ;

ди
б ) частную производную -— вычисляем как производную

дх
данной функции по переменной х , считая, что переменные у,  

z постоянны. Получим

ди _  1 _  ху -  у 2 -  yz +1

дх x — y — z x  — y — z

Аналогично

ди 1 X2 -  ху -  xz — 1 ди 1
- = -  -

ду х - у - z  х - у  —z dz x - y - z
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в) имеем:

—  =  у  -  2 sin(z -  x?)cos(z -  x t\ -  = у - 1 sin2(z -  x t ) , 
dx

du

dy

dtl
—  = 2 sin(z -  .x/)cos(z -  xt)  = sin 2(z -  x t ) ,
dz

du
—  -  2 sin(z -  x/)cos(z — x t\ -  x ) = - x sin 2(z -  x t ) . 
dt

3 Найти уравнения касательной плоскости и нормали к по

верхности z - 5 - x 2- y 2 вточке A/0(l;l;3).

Р е ш е н и е . Уравнение поверхности задано явной функцией. 
Вычислим частные производные функции в точке М 0:

£ - 2 * .  Ц - ^ - г у ,
дх ду

д1
дх

= - 2 .
( и )(1,1) Эу

Тогда уравнение касательной плоскости примет вид

- 2 ( x - l ) - 2 ( y - l ) - ( z - 3 ) = 0  или 2х + 2у + z - 1  = 0,
канонические уравнения нормали -

х — 1 у  — 1 z — 3 х — \ v — 1 z - 3-------- ' ---- =  ------- или ------= ------= -------.
- 2 - 2 - 1  2 2 1

4 Доказать, что функция z -  ху2 дифференцируема на всей 

плоскости О ху.
Р е ш е н и е .  Действительно, полное приращение данной 

функции в любой точке P ( x ; y ) e R 2 имеет вид

Az =  ( х + л *Х у  + Ау )2 -  ХУ2 =

=  у2 Ах + 2хуДу + {ixyAy  + Ду2 )ддс + х (Л у)2.

Положив у 2 = А , 2 ху =  В , 2хуДу + Ау2 = а , хАу -  р , полу

чим представление Az в виде условия дифференцируемости, так 
как А и В в фиксированной точке Р0{х0;у0)  являются постоян
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ными, а а  ->  0 и [5 G при Ах —> 0 и Ду --> О.

5 Доказать, что функция f ( x , y )  = ^jx2 +  у2 в точке 0(О;О) не

имеет частных производных.
Р е ш е н и е .  Действительно,

|Дх|
lim

Л*-»0 Ах Дг-+0 Дх

|Дх|
Функция J— 1 не имеет предела при Дх - »  0. Следовательно, 

Дх
не существует.

Аналогично доказывается, что не существует / д 0 ,0 ).

6 Найти полный дифференциал функции

f ( x , y , z ) =  2
х2 л-у2

Р е ш е н и е .  Имеем

df х г df _ yz  df  1

&  [x2 + y2j , dy  (х2+ у 2У  dZ (x2+ y 2)2

Тогда полный дифференциал равен

... df , df , df , 
df -  —  dx + — dy + — dz = 

dx dy dz

x z  j  У 2 j  1 ^-  -dx------------- т-dy-1------—----- -d z  =

_  {x2 ■+ y 2)d z - г{хс!х+ ydy)

( s + s i  ' ______________

7 Приближенно вычислить т/(4,05)~ + (3,07)2 .

Р е ш е н и е .  Пусть х0 = 4 , у 0 = 3, Дх = 0,05, Ду =  0,07 . Тогда 

искомое число будем рассматривать как значение функции

Л х ,у )  = л1х2 + у 2 

при х = х0 + Д х , у = у0 + Ду .
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Так как

3/ _  х д / _  у 

дх J x 2+ /  ’ ду yjx + у 2 ’ 

то по формуле (2.4) получим: 

л/(4,05)2 + (3 ,07 )2 «

»  ^ 4 2+ 3 2 + . 4 ......0 ,05 + 0 , 0 7  «  5 + 0,08 =5,08.
л/42 + З2 Т ^ + З 2

Задания для аудиторной работы

1 Найти частные производные функций:

a) z = х2 + у3 -  Зх2у  + 4х + 5 у  -  7 ; г) г = у  sin(3x -  4 у ) ;

\ З х - у 5
б ) z = 3 у ; д ) z = — — f - j ;

х  + 4у

. х ч 1- х у
B )z  = arccos— ; e ) z  = arctg----- — .

У х - у
2 Вычислить значения частных производных в точке:

a) z =  ̂ , М 0(3 ,2 ); б ) и = ^ , М 0(2,1,3).
х - у  Z - X

3 Найти полный дифференциал функций:
JC
~

a ) z  = arctg------j ; б ) z - e y .
1 + х

4 Вычислить полный дифференциал и полное приращение

функции z = arctg— при переходе от точки M 0(l;l) к точке 
х

М (1,1;0,8) .

5 Показать, что функция z-ys\n{ye~x )̂ удовлетворяет урав

нению
dz dz
— + у —  =  z . 
dx dy
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6 . Вычислить приближенно значение выражения:

a )a r c t g ^ - ;  б) 1,982 02.
0,95

7 Найти уравнение касательной плоскости и нормали к по

верхности z -1  + х2 = у2 в точке

Задания для домашней работы

1 Найти частные производные функций:

а) z  = 4лг -  2у3 -  3хуг -  3ху + 5у + 8 ; г) z = х2 cos(x + 6у) ;

б ) z  =  5 'W ; д ) z = 4x' +3y5 ■
2х -  5 /

в) z  = arcsin — ; e ) z  = ,Jye~2x.
У

2 Вычислить значения частных производных в точке:

а) 2 =  - ^ - ,  М 0(4 ,-5 );
х + у

б ) u = Ĵx2+ y 2+ z 2 , M 0( l , - 2,2).

3 Найти полный дифференциал функций:

а) и = zy‘ ; б ) 2 = In J 7 7 7  ■

4 Вычислить полный дифференциал и полное приращение 

функции z - x 2- x y \ y 2 при переходе от точки М 0(2;l) к точке 

М(2,1;0,9).

5 Показать, что функция и = In удовлетворяет 

уравнению
&  02 02 

&  &

6 Вычислить приближенно значение выражения:

a) V (1,03)2 +(2,98)2 ; б ) 1п(0,093 +  0,993).

7 Найти уравнение касательной плоскости и нормали к по

верхности z = ln(jc2 + у2) в точке M (l,0,0) .
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Практическое занятие 3 Дифференцирование сложной и 
неявной функции

3.1 Дифференцирование сложной функции
3.2 Дифференцирование неявной функции, задаваемой одним 

уравнением
3.3 Дифференцирование неявной функции, заданной систе

мой уравнений

3.1 Дифференцирование сложной функции
Пусть /  (х, у )  -  функция двух переменных х и у , каждая из 

которых, в свою очередь, является функцией независимых пере
менных и и V,

x = x ( u , v ) ,  y = y (u ,v ).

Тогда функция f y x ( u , v ) , y (u , v ) )  является сложной функци

ей двух независимых переменных и и v . Переменные х и у 

называются промежуточными переменными.
Т е о р е м а  1 Если функция / ( х ,у)  дифференцируема в

точке (х ,_у ), а функции x(z/,v), y(u ,v ) дифференцируемы в 

точке [и, v ) , то сложная функция / (x (m ,v ),> ’(m ,v)) дифферен

цируема в точке (w ,v) и ее частные производные вычисляются 

по формулам:

ди дх ди ду ди
(3.1)

dv дх dv ду dv

Для функции f ( x , y , z )  трех переменных, каждая из которых, 

в свою очередь, является функцией независимых перемен
ных и , v , w :

x = x(u,v,w) ,  y = y(u,v,w) ,  z = z(u ,v,w ) 

частные производные сложной функции

f [ x (u ,v ,w\y(u,v ,\v ) , z (u ,v ,w) )  вычисляются по формулам:
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ди дх ди ду ди dz ди ’

Qf^= df_ дх + ^ ' ^ + Qf_ fe_ 
dv дх dv ду dv dz dv ’ 

df _ d f  dx | df dy | d f dz 

dw dx dw dy chi> dz dw

Аналогично для функции n переменных, n > 3.

Для функции f { x , y , z ) ,  где *  =  * (/ ) ,  y = y ( t ) ,  z =  z (/ ) 

функции независимой переменной t , сложная функция 

является функцией одной переменной Г.

Производная

Л  Эх dt ду dt dz dt 

сложной функции / ( x { l ) , y { t ) , z { t ) )  называется полной произ

водной.

3.2 Дифференцирование неявной функции, задаваемой 
одним уравнением

Рассмотрим уравнение
F (x ,y ,z ) = 0 .

Т е о р е м а  2 Пусть функция F (x ,y ,z ) удовлетворяет сле

дующим условиям:

1) 3 ( * 0;y 0;z0) : F ( * 0,y0,z0) = 0 ;

2) F ;(x0,y0,z0) *  О/

3) F'x{x,y,z) ,  F'v{x,y,z) и F': (x ,y ,z ) непрерывны в некоторой 

окрестности точки (x0;_y0;z0).

Тогда в некоторой окрестности точки (х0,у0) существует 

единственная непрерывная функция z = f { x , y ) ,  удовлетворяю

щая уравнению F ( x ,y , z ) =  0 и такая, что / (х 0,у 0) = z0.

Если функция F ( x , y , z )  в условиях теоремы 2 дифференци
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руема в окрестности точки (x 0,_y0,z0) ,  то функция z -  f ( x ,y )  

также дифференцируема в окрестности точки ( х0,у0) и справед

ливы формулы:
dz F'x{x,y,z )

дх F'z(x ,y ,z ) ’ 

dz _ Fy {x,y,z)  

dy F'z( x ,y , z ) '

(3.3)

Если уравнение поверхности О. задано неявной функцией 
F(x,y,z )  = 0 , то уравнение касательной плоскости а  к поверх

ности имеет вид

. ( z - z o) - 0  (3.4)
Kwoa) v v 'F'\

и каноническое уравнение нормали: 

( * - * о )  _  ( У - У о ) ( z - z o )

К ( хО’Уо>г о) К (х 0>Уо>*о) К ( х<)’Уо’ го)
(3.5)

3.3 Дифференцирование неявной функции, заданной сис
темой уравнений

Рассмотрим систему из т уравнений

Fl (xI;x2;...x„;yl ;y 2;...;ym) = 0, 

F2(xl;x2;...xn;y I;y2;...;ym)  = 0,
(3.6)

Л  *2 ;•••*« - О т 

решение этой системы относительно yt , у2, ут есть

У\ = f\ W ’X2\--,xn\

Уг =  f i W ’x2’" ’xn\ (3.7)

Ут = / Л Хй Х2’~ ’ХЛ  
и называется совокупностью неявных функций, определяемых 
системой уравнений (3.6).

Определитель

37

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



J  =
P {F X,F2, . . -Fm)

D (y x-,y2-,...;ym)

d?L
ду\ ду2 дут
дР2 дР±

дУ\ дуг дУт

дРт д'К dFm
dy{ dy2 dym

(3.8)

составленный из частных производных, называется якобианом 
(определителем Якоби) функций Fx, F2, ..., Fm попеременным

У\> У 2 > - »  У т -

Т е о р е м а  3 Пусть
1) функции Fx, F2, Fm дифференцируемы в некоторой

о  Г ) / 0 0 0 0 0 0 \о -окрестности точки Р0ухх ;х2;...;хп;у ] ;у2;...;ут),

3F
2) частные производные — i , j  =  1,2,.... т непрерывные Р0,

3) FX(P0)  =  О, F2{P0) = O, .... Fm(P0)  - 0,
D(Fx-,F2„ ■lFm)
й(У\\У2>- •Ш>Ут)

* о .

Тогда в некоторой окрестности точки система уравнений
(3.6) определяет единственную совокупность дифференцируе
мых неявных функций вида (3.7).

Для того чтобы найти частные производные неявных функ
ций, необходимо решить п систем линейных уравнений относи- 

df\ df2 dfm
тельно

дх, дх, дх,
/' =  1,2,..., п:

^ 1  + ^ L . ^ L  + ̂ L . ^ L  + , 
дх, дух дх, ду2 дх, дут дх,

dFm + dFJL ̂ f L + dFm df2

дх,
+ ... + ̂ . * = 0, 

дУ\ дх, ду2 дх, дут дх,

определителем, которой является якобиан (в силу теоремы 3, 
якобиан отличен от нуля).
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Пусть функции из системы (3.7) определены и дифференци

руемы в некоторой области G c R " ,  т < п . Функция 

Ук ~ fk ( хрх2;...;х„) называется зависимой в области G  от ос

тальных функций, если ее можно представить в виде

Ук = Ф (У1’У2’—Ук-1>УШ’—>Ут)’ О-9)
где Ф  -  дифференцируемая функция своих аргументов.

Если ни одна из функций (3.7) не зависит от остальных, то 
функции (3.7) называются независимыми вG .

Т е о р е м а  4 ( д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  н е з а в и с и 
м о с т и )  Пусть

1) функции (3.7) дифференцируемы в некоторой окрестно-

( 0 0  о\ хх ;х2;...;хп\;

2) якобиан этих функций по каким-либо переменным не равен 
нулю в этой точке.

Тогда функции (3.7) независимы в некоторой окрестности

точки (х,0;*®;...;*®).

С л е д с т в и е  Если функции (3.7) зависимы в некоторой ок

рестности точки J, то все якобианы

Р ^ ,У.2,' " ,Ут\ равны нулю в этой окрестности.
D \x,t ■> х ,г >■■■> x in)

Вопросы для самоконтроля

1 Сформулируйте правило дифференцирования сложной 
функции.

2 Какая функция называется неявной? Приведите примеры 
неявных функций.

3 Сформулируйте теорему о существовании, единственности 
и непрерывности неявной функции F (x ;y ,z )=  0 .

4 Сформулируйте теорему о дифференцировании функции 

F ( x , y , z )  = 0.

5 Что называется совокупностью неявных функций, опреде
ляемых системой уравнений?
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6 Что называется якобианом?
7 Сформулируйте теорему о существовании, единственности 

и дифференцируемости совокупности неявных функций, опре
деляемых системой уравнений.

8 Какие функции называются зависимыми и независимыми?
9 Сформулируйте теорему о достаточном условии независи

мости функций.

Решение типовых примеров

1 Вычислить частные производные сложной функции двух 

переменных /  (х , у )  =  х ■ 1л у , где х - Ъ  и -  v ; у - и 2 + v2.

Р е ш в н и е . Имеем:
дх ду дх ду д/ df  х
—  = 3, -~- =  2и,  —  =  -1 , —  = 2v, -^- = \пу, 
ди ди dv dv дх ду у

П о формулам (3.1) получим:

—  = 31пу + 2х — = 31п(и2 + v 2)  + 2k - ^ — \  
ди У и + v

df _  Зк- v
= - ln y  + 2v— = - ln (u 2 + v2)  + 2y-

dv '  у v '  '  и2 + v2

2 Найти полную производную сложной функции 

/ ( x , y , z )  = x s in y co s z , где y  = ln (x2+ l ) ;  z = - V 1- х 2 .

Р е ш е н и е  . У  читывая, что
df . df  df  . .
—  = s in vcosz , —  =  xcosvcosz, —  = -x s m y s in z , 
dx dy dz

dx dy _  2x dz _  x
~  * 9

dx dx x2 +1 ’ dx j l - x 2 

по формуле (3.2) получим:
d f  . 2x
-^- =  s inycosz-f xcosycosz- —------- xsm ysm z--------- --- ЭШ Y  vVO Л Г Л WJ у  J Л Jin у  out 4* < — - ---

dx x +1 \l\ - x2

2x2 cos In (x 2 + l)co s  л/Г-Х2
sin ln (x 2 + l ) COS v l +•

л/Г X +1
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3 Доказать, что уравнение у 3 + 2ху + х4 - 4  = 0 задает неяв
ную функцию у  = /  (х ) , удовлетворяющую условию / ( l) = 1 .

Р е ш е н и е .  Обозначим левую часть данного уравнения через 
F(x,y).  Проверим выполнение условий теоремы 2:

-  F(l,l) = 0;
- f ; ( i , i ) = ( 3 / + 24 1;1) = 5 * o ;

-  частные производные F'x = 2у  + 4х2 и F'y = 3у 2 + 2х явля
ются непрерывными функциями в любой окрестности точ
ки (1, 1) .

Следовательно, существует единственная функция у  = f ( x ) , 

являющаяся решением уравнения у 3 + 2ху + xi -  4 = 0 и удовле
творяющая условию /( l )  = 1 .

4 Вычислить производную неявной функции, заданной урав-
2 2 X У , Л нением —г н— — - 1  = 0 .

а Ъ2
2 2 X VР е ш е н и е .  Обозначим через F (x ,y )  = —  ч— г- - 1. Имеем:

а* b

2х 2у
х а 2 ’ Ь2 '

Тогда
dy F'x _ b2x 
dx F'y a2y

5 Найти частные производные неявной функции z = f ( x , y ) ,

заданной уравнением е~
Р е ш е н и е .  Обозначим F (х , у , z) = е - 2 z + e2. Частные 

производные этой функции равны:
F' = -уе~ху, F’ = -хё~**, F'z = -2  + ez .

По формулам (3.3) получим:
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dz ye xy dz
dx ez - 2  dy ez -  2

6 Найти уравнение касательной плоскости и нормали к по
верхности х2 +2 у 2 +3 z 2 =5 вточке М0 (0,1,1).

Р е ш е н и е .  Уравнение поверхности задано неявно. Вычис
лим частные производные функции в точке М0:

F'(x,y,z)= 2х,  F'X0,1,1) = 0 ,
Fy(x , y , z )=4y , F;(0,1,1)= 4 ,

F;{x,y,z)=6z,  f;(o ,i,i)= 6 .
Следовательно, уравнение касательной плоскости а  имеет 

вид 4 ( y - l )+ 6 (z - l )  = 0 или
2y + 3 z -5  = 0 .

х ~ 0  у - 1 z — 1Уравнение нормали —- — = или

х _ у - 1 z — 1
0

Так как проекция направляющего вектора й(0;2;3) нормали 
на ось Ох равна нулю, то нормаль перпендикулярна к оси Ох, а 
касательная плоскость параллельна этой оси.

7 Функции и и v независимых переменных х и у  заданы 
неявно системой уравнений

f и + v -  х = 0,
{ u - y v  = 0.

Найти du , dv , d 2u , d 2v .
Р е ш е н и е .  Для данной системы имеем 

Г Fx (jc, y,u,v) = u + v - x ,  
\ f x (x,y,u,v) = u - y v .  

Якобиан системы имеет вид

(3.10)

42

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



J  = £ < W )
D(u;v)

du dv ) 1
5F2 dy2 1 - y
du dv

при ЭТОМ J  Ф 0 при у Ф ~ 1.
Дифференцированием равенств (3.10) находим два уравне

ния, связывающих дифференциалы четырех переменных:
Idu + dv - dx,
[и -  ydv -  vdy = 0 .

Решая эту систему относительно d u , dv при у  Ф - 1, получим
ydx + vdy

l + У ’ 
dx -  vdy

du = - 

dv =
l + y  

Дифференцируя повторно, имеем: 
j i  _ (dydx + dvdy^\ + y ) -  (ydx + vdy)dy _

, , d x -  vdy  Л 
dydx  н--------------ay

_  V l + y
(l + y )  -  (yd x  + vdy)dy

d 2v

0+ y f
(l + y)dxdy + dxdy -  vdy2 -  ydxdy -  vdy2 _ 2[dxdy -  vdy2) 

(l + y )2 (l + y )2

_ -  dvdy(\ + y) -  (dx -  vdy)dy _
=  (U t f  =

-  ——VĈ  dy{[ + y) -  (dx -  vdy)dy
l + y

0 ^ ) 2 
l(dxdy -  vdy2) _

О + y)2

-  dxdy + vdy2 -  dxdy + vdy2

0 + y ) 2

d 2u.
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dz dz
8 Найти —  и — , если 

дх dy
x = ucosv,  y  = z<smv, z = c v . (3.11)

Р е ш е н и е .  Имеем

j  D M
D(u;v)

дх дх
ди dv
dy dy
du dv

cosv —u sinv 
sinv и cosv

= w* 0

при и 0 .
Дифференцированием равенств (3.11) находим три уравне

ния, связывающие дифференциалы всех пяти переменных: 
dx = cos vdu -  wsin v d v , 
dy = sinv du + ucosvdv, 

dz - c d v .
Из первых двух уравнений находим d v :

cosv<iy-sin vdxd v - -----—--------------.
и

Подставим в третье уравнение, получим
с

Отсюда

dz - —(cosvdy — smvdx).  
и

dz _ csinv dz _ с cosv 
дх и ду и

9 Доказать, что функции у х = хх + х2 и у 2 = ххх2 независимы в 
любой окрестности точки 0(О;О).

Р е ш е н и е .  Составим якобиан функций у , и у2 по перемен
ным х, и х,

J Р(У\>У2) _ 
£>(х,;х2)

Эх, дх2 1 1

ду2 ду2 х2 хх
дхх дх2
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Вточке (0, 0) якобиан равен нулю = 0 . Для лю-
(0.0)

£ > (х , ,  х 2 )

бой точки ( х , , х 2 ) ,  где х ,  фх2, и з  окрестности точки ( 0 , 0 )  яко

Р{Ух,У2)биан отличен от нуля
D(x i,x2)

функции у х и у 2 независимы в окрестности точки (0 , 0 ) .

* 0. Согласно теореме 3.4,

Задания для аудиторной работы

1 Найти — , если
dt

. 2  2

а) z = e у , где x = a cos t , у  = a s in /;

б) z -  е2х~гу, где x = tg /, y - t 2 - t .

2 Найти — , — , если z = ln(x2 -  у 2), где у = ех .
дх dx

„ гт „ dz dz , / 2 i \  x3 Наити — , — , если z = 1пш + v I, где и = x у  , v = — .
дх ду у

4 Дана дифференцируемая функция z - f { x \ y ) ,  где
dz dzx = rcos<p, y  = rsin<p. Выражение x —  + y —  представить в по-
дх dy

лярных координатах.
5 Найти d z , если z ~ u 2v -  v2u , где и = xsin у , v = у  cos х .
6 Найти производные неявной функции в точке:
а) х2 + у 2 -  2ху + 4х -  ву -  3 = 0 , М( -  l;l);

б) 2(х2 + у 2}  =25 (х2 - у 2), М{3;1).
7 Записать уравнение касательной и нормали в точке:
а) х у -4 х  + 6 у -1 4  = 0, М(-1;2);

б) In д/х2 + у 2 -arctg— = 0 , M(l;0).
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8 Функции у  и z независимой переменной х заданы систе
мой уравнений

\ l x 2 + у 2 -  3z2 +1 = 0,

[4x2+2y2- 3 z 2 =0.

Найти — , — , — j-,  —у  вточке М(1;-2;2). 
dx dx dx2 dx2 V 7

dz dz9 Наити —  и — , если
дх ду

x — u + v,  y  = u - v ,  z  = u2v2.

10 Найти d z , если jt = eucosv, y - e u sinv, z = u v .

Задания для домашней работы

1 Найти — , если
dx

а) z = — In —, где v = ctg2x, м = tg2x;
2 v

б) z - x y , дг = 1п?, y - s m t .

„ тт „ dz dz х2 - у  . .2 Наити — , -— , если z  = —г——, где у = 4х + 1.
дх dx х + у
dz dz

3 Наити —■, — , если
dx ду

а) z = и2 + v2 , где и = х + у ,  v - x - y ;
2 V 9 2б) z - и  In v , где и = —, v = х + у .

4 Дана дифференцируемая функция = f (x;y) ,  где x-rcoscp,

y  = rsintp. Выражение 

координатах.
ду

представить в полярных
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5 Найти dz , если z = —, где и -  х2 + у , v = х у . 
v

6 Найти производные неявной функции в точке:
а) х2+ у 2- х у - 1 = 0 ,  M(l;l);

б) х3+ у 3- х 2~ у 2 = 0 , М( 2;1).
7 Записать уравнение касательной и нормали в точке:
а) х2 - у 2 + 2 х - 4 у - 6  = 0 , Af(l;-l);

б) еу - х  + у  + 3 = 0 , М( 4;0).
8 Функции у и z независимой переменной х заданы систе

мой уравнений

9 Найти — и — , если
дх ду

x = acosuchv, y  = Z>sinwchv, z = cshv.

10 Найти dz , если x = u + v , у = м2 + v2 , z = и3 + v3 .

Найти d y , c/z, t/2y , d 2z . 
_ Tr „ dz 5z
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Практическое занятие 4 Частные производные и 
дифференциалы высших порядков

4.1 Частные производные высших порядков
4.2 Дифференциалы высших порядков
4.3 Формула Тейлора для функции двух переменных

4.1 Частные производные высших порядков
Пусть функция /  (х, у) двух переменных имеет непрерывные

частные производные f'x{x,y),  f'y{x,y)  в точке (х ;у )е  D(  f  ) .
Эти производные, в свою очередь, являются функциями двух 
переменных х и у .  Функции f'x{x,y)  и f'y(x,y) называются ча
стными производными первого порядка. Частные производные 
по х и по у  от частных производных первого порядка, если они 
существуют, называются частными производными второго по
рядка от функции f ( x , y ) вточке (х;у)  и обозначаются:

f"x(x,y),  — -  функция /  дифференцируется после-
дх

довательно два раза по х ;

f ' ( x , y ) ,  — ~ -  функция /  дифференцируется сначала
дхду

по jc , а затем по у ;

f ’ (x,y),  — - -  функция /  дифференцируется сначала
дудх

по у , а затем по х ;

д2 f ix у)f ’ (x,y) , —  j ~ Функция /  дифференцируется последо-
ду

вательно два раза по переменной у .
Если производные второго порядка являются непрерывными 

функциями, то их можно дифференцировать по переменным х и 
у . Получим частные производные третьего порядка и т. д. Ча
стная производная от производной (w-l)-ro порядка называется
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частной производной п~го порядка и обозначается ~^1Г 

d"f  d"f
И Т.д.

дх" хду ’ дх" 2ду1
Частные производные высших порядков функции z , взятые

д2/  d2f  дъ/по различным переменным, например —— , —— , —
дхду дудх дудх

3 7 ■, ... называются смешанными производными.
дудх2

Т е о р е м а  1 Если функция / (х,у)  и ее частные производ

ные f'x, f'y , f vXy, f  определены и непрерывны в точке (х0;у0) 

и в некоторой ее окрестности, то /", (х0 , у0 ) = f"x (х0, у0 ).
Теорема 1 имеет место и для функции любого числа пере

менных.

4.2 Дифференциалы высших порядков
Пусть /  (х, у) -  функция двух независимых переменных х и 

у , дифференцируемая в области £>(/)• Выражение вида: 

df = fx {x>y)dx +  fy{x,y)dy , 

называется дифференциалом первого порядка функции /  (х, у ) .
Дифференциал от дифференциала первого порядка в любой 

точке (x ;y )eZ > (/), если он существует, называется дифферен
циалом второго порядка и обозначается:

d 2f  = d(df ) .

Аналитическое выражение для d 2z имеет вид:
d 2f = f ^ ( x , y ) d x 2 + 2f^(x,y)dxdy + f^(x,y)dy2. (4 .1)

Аналогично для дифференциала третьего порядка d \ f  :

d 3f  = d ( d 2f )  =

= f ^ ( x^ W  + 3 fZ y k y f i fd y  +  3f?yy{x,y)dxdy2 + 3 f ”v{x,y)dy3.
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И так далее.
Функция /  называется к раз непрерывно дифференцируе

мой в области G , если для нее существует к -ый дифференциал 
в этой области.

Аналитическое выражение для дифференциала п-го порядка 
кратко записывается в виде символической формулы:

причем правая часть этого равенства раскрывается формально 
по биномиальному закону.

Если /(лс,у) дифференцируемая функция промежуточных 
аргументов х и у ,  которые, в свою очередь, являются диффе
ренцируемыми функциями и и v , то dx* Ах, dy Ф А у . Следо
вательно, приведенные выше формулы дифференциалов не яв
ляются инвариантными для сложных функций.

4.3 Формула Тейлора для функции двух переменных
Т е о р е м а  2 ( Т е й л о р а )  Пусть функция двух переменных 

/(*,>>) непрерывна со всеми частными производными до (п + 1) 
порядка включительно в некоторой 8 -окрестности точки 
(х0;_у0)е  Тогда справедлива формула Тейлора::

С л е д с т в и е .  При условиях теоремы 2 имеет место фор
мула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано

Если в формуле Тейлора положить jc0 = у 0 -  0 , то имеет ме
сто формула Маклорена:

(4.2)

f { ^ y ) ^ f { x 0,y0) + 4 ( x 0,y0)+—d2f (x 0,у0) +...+—d"f(x^,y0) + Rn,

Ax,y)=f{x0,y0)+df{x0,y0) + - d 1f(x0,y0)+...+—d nf(x0,y0)+c{pn),
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f i x , у ) = /(0 ,0 )+ rf/(0 ,0 )+ ~^ :/ ( 0,0)+ ...+ -< /" /( 0,0)+ /?„.
2! л!

С  помощью формулы Тейлора .для функции двух независи
мых переменных можно находить приближенные значения 
функции в точке, а также исследовать функции двух перемен
ных на экстремум.

Вопросы для самоконтроля

1 Как находятся частные производные высших порядков?
2 Что называется смешанной производной?
3 Сформулируйте теорему о равенстве смешанных производ

ных.
4 Сформулируйте теорему Тейлора.
5 Какой вид имеет формула Маклорена?

Решение типовых примеров

1 Найти частные производные второго порядка функции

Р е ш е н и е .  Функция определена и непрерывна на R2. Най
дем частные производные первого порядка:

иу
Частные производные первого порядка определены и непре

рывны на R 2 . Вычислим частные производные второго порядка:

/(*,>>) = sin (* 2 + / ) .

Видно, что
дудх дхду
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Далее находим:

dlL
дх2

- 2cos(x2 + y 2) - 4 2xsin(;c2 + у2),

dl L
дуг

= 2 cos(x2 + y 2) - 4 y 2 sin(;c2 + y 2) .

2 Найти частные производные второго порядка функции
и = xyz -  ех+у.

Р е ш е н и е .  Функция определена и непрерывна на R3 . Вы
числяем:

ди
дх

д 2и
дх2

д^и

д у 2

- y z - e х+ у

= - е х+ у

■ = —ех+ у

ди
ду

д2и
дхду

д2и
дудг

■ — xz — ех+ у ди
dz

= ху,

- z - e

= х,

х+ у д ги 
dxdz 

д 2 и

= У>

dz
=  0 .

3 Найти dz и d 2z , если z = 1п(х -  у ) + л[ху . 
Р е ш е н и е .  Так как

1
Д Х

х - у  2 y/ху х - у  2 \ х ’

— 1 X 1 X 1

■■-у 2л/ху 2 \ у  х - у
то

dz = 1 У 1 dx + i  г - —2 \| У х - у2 \ х  х - у

Вычислим частные производные второго порядка:

dy.
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(* - y f  4 л/*У
Тогда по формуле (4.3) дифференциал второго порядка равен:

d 2z-- 1

{ х - у )
/

1

+ 1 U -
2 4 \ х 3

dx2 +2
( х - у ) 2

dxdy

х dy2 .
( х - у )2 4 'у у 3

4 Разложить по формуле Тейлора с остаточным членом в 
форме Пеано в окрестности точки P0(l;l) до членов второго по

рядка включительно функцию / ( х, у) = 2ху .
Р е ш е н и е .  Для любой точки P (x ,y ) eU(£;P0) имеет место 

формула Тейлора второго порядка:

f ( P ) = f (P o ) + d f (P o h^ d 2f (Poho(p2).

С учетом d x - x - 1, d y - y - 1 имеем:

f ( P 0 )  =  2 ,
df(p0) = f ; ( p 0)dx+ f;{p0)dy=

-  (у  ■ 2х* In 2 • (х - 1) + jc • In 2 • (у  - 1)) I =

= 21n 2 - ( x - l )+ 21n2 - (y - l) ,  

d 2f(P0)= f ^ P o W  +2f"xy(PQ)dxdy + f^ (P 0)dy2 =

= (y2 • 2xy In2 2(x - 1)2 + 2(2xy In 2 + xy • 2xy In2 2\x  -  l)(y - 1))

+x2 • 2" In 2 • (y -  2 )2 )| =
1̂0

= 2 In2 2 - (д: — l)2 + 2(ln2 + 21n2 2)(;t- l)(y -l)  + 21n2 - (y - l)2. 
Следовательно,

2 xy = 2 + 2 In 2 ■ (x - 1)+ 2 In 2 • (y - 1)+ In2 2 • (x -  l )2 +

+ (l -  2 In 2 )ln 2- (x-  l)(y - 1) + In 2 ■ (y - 1)2 + o(p2), 
где p 2 = ( x - l ) 2 + ( y - l ) 2 .

+
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Задания для аудиторной работы

1 Найти частные производные второго порядка функций:

а) z -  ху + —; г) z  = хе~ху;
У

б) z ~ y x; д) z = arcsin
у1х2 + У2

' y ' gв) и -  — ; е) M = ln(x + y + z).
\ х )

2 Найти частные производные первого и второго порядка 
функции z = x3y  + xy2 - 2 х  + З у - \  вточке М(3;2).

_ d2z d2z у  х
3 Показать, ч т о ------= ------ , если z  = cos—arccos—.

дхду дудх х у
4 Найти дифференциал второго порядка функции:
a) z = ; 6) z - e xy.
5 Найти дифференциал третьего порядка функций:
a) z = x4 - у 4 + х 2у 2; б) z = sin (х + cos у) .
6 Разложить по формуле Тейлора в окрестности точки 

P0(2;-l)  до членов второго порядка включительно функцию

/ ( х ,  у) -  х3 -  5х2 -  ху + у 2 + 1 Ох + 5у -  4.
7 Разложить по формуле Маклорена до членов второго по

рядка включительно функцию f(x,  у )  = sin xsh у .
8 Разложить по формуле Тейлора в окрестности точки P0(l;l)

до членов 3-го порядка включительно функцию f {x,y)  = —.
У

Задания для домашней работы

1 Найти частные производные второго порядка функций:
ХУ .&) Z -  х  + у  - S x  у  \ в) Z -
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.2
C0Sy \б) z  - --------; г) и =

(  v  х

<У.х
2 Найти частные производные первого и второго порядка 

функции г - 2 х ъу 2 - х у  + 4 х - 2 у - 5  вточке M (l;-l).

3 Показать, что ^ 2 = -~z , если z = xsin(2x + 3y).
дхду дудх

4 Найти дифференциал второго порядка от функций:
х

a) z  = ------ ; б) z -  In ху .
х + у

5 Найти дифференциал третьего порядка функций:
a) z = хъ у  -  ху3; б) z = cos(2x + ey) .

6 Разложить по формуле Тейлора в окрестности точки -P0(2;l) 
до членов второго порядка включительно функцию

/ ( х , у )  = хг - 2 у 3 + 3 х у .
7 Разложить по формуле Маклорена до членов второго по

рядка включительно функцию f (x , y )  = еу c o sx .
8 Разложить по формуле Тейлора в окрестности точки /o(l;l)

до членов 3-го порядка включительно функцию f {x , y )  = — -
х
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Практическое занятие 5 Экстремум функции многих 
переменных

5.1 Определение и необходимые условия экстремума
5.2 Некоторые сведения о квадратичных формах
5.3 Достаточные условия экстремума

5.1 Определение и необходимые условия экстремума
Пусть дана функция f  (хх\х2\...;хп) = f ( P ) ,  определенная в

некоторой 5 -окрестности точки /Цх,0;*”;...;*®).

Точка P0(x,°;jt2;- ;x”) называется точкой локального макси
мума (минимума) функции f ( P ) ,  если существует такая 5-

окрестность этой точки, что для всех Р(хх;х2;...;хп) е  U(8;P0) 
выполняется неравенство

f (Po ) >f ( P)
( f ( p 0) < f { p h

значение f(P0) называют локальным максимумом (минимумом) 
функции и обозначается:

max f ( p )  = f ( p 0)
PeU(S;P0)

( min f { p )  = f {p 0)).
PeU(S,P0)

Точки максимума или минимума функции называют точками 
экстремума функции, а максимумы и минимумы функции -  
экстремумами функции.

Очевидно, что если функция /  (Р) имеет в точке

/ ’„(х,0; л о к а л ь н ы й  экстремум, то в случае локального 
максимума

А/ = f ( P ) ~ f ( P o ) <  О V P(xx-x2,..-,xn)eU{S-,P0), 
а в случае локального минимума -

Af = f ( P ) - f { P 0) > 0  V P{xx;x2;..-xn)eU{S;P0).
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Т е о р е м а  1 ( н е о б х о д и м ы е  у с л о в и я  с у щ е с т в о 
в а н и я  л о к а л ь н о г о  э к с т р е м у м а )  Если в точке Р0
дифференцируемая функция / (Р) имеет локальный экстремум, 
то ее частные производные в этой точке равны нулю:

ди(Р0) _ ди(Р0) _ дм(Р0) _ Q 
Эх, Эх 2 дхп

или, по крайней мере, одна из них не существует.
С л е д с т в и е . Если функция f ( P )  имеет в точке Р0 ло

кальный экстремум, то ее дифференциал в этой точке du(P0) 
равен нулю или не существует.

Точки, в которых выполняется условие (5.1), называются 
стационарными. Точки, в которых дифференциал функции ра
вен нулю или не существует, называются точками возможного 
экстремума или критическими.

Равенство нулю частных производных первого порядка не 
является достаточным условием существования экстремума
функции u = f (xx;x2;...;xn) вточке Р0(х°;х2;...;х°).

5.2 Некоторые сведения о квадратичных формах
Функция вида

g(x,;x2;...;x„) = <3ux,2 + а 12х,х2 + ... + а,„х,х„ + а2[х2хх +
п п

+а22х1 +... + а2пх2хп +... + аппх] = Y J L a4 X'Xj
<=1 7=1

называется квадратичной формой от переменных х ,, х2, ..., хп, 
числа atJ, i , j  = 1,2,...,« , называются коэффициентами квадра
тичной формы, матрица

аи аи ... а1пЛ

_ 2̂1 а22 ■■■ а2 п 

V̂ nl «и 2 •" п̂п)
называется матрицей квадратичной формы.
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Если ау = а}1 для V/; j  j , то квадратичная форма называ
ется симметричной.

Главными минорами матрицы А называются определители:

а21

а.

*22
5--Ч Дп

«11 а \2 ■ а \п

а 21 а 22 ■ • а 2п

«п1 а п2 ®пп

Квадратичная форма Q ( ;jc2 ) называется:
-  положительно определенной (отрицательно определен

ной), если для любых значений переменных х, , х2, ■■■,хп, одно
временно не равных нулю, она принимает положительные (от
рицательные) значения;

-  знакоопределенной, если она является положительно опре
деленной или отрицательно определенной;

-  квазизнакоопределенной, если она принимает либо только 
неотрицательные, либо только неположительные значения, при 
этом обращается в нуль не только при х, = х2 =... = х„ = 0 ;

-  знакопеременной, если она принимает как положительные, 
так и отрицательные значения.

Т е о р е м а  2 ( к р и т е р и й  С и л ь в е с т р а )  Для того, 
чтобы квадратичная форма Q{xl;x2',...',xn) была положительно 
определенной, необходимо и достаточно, чтобы все ее главные 
миноры были положительны:

а ,

ап > 0, А2 = 12

22
> 0,..., д „ = 21

и1

'22

Л? 2

*1п
2«

> 0 .

Для того чтобы квадратичная форма (9(х,;х2;...;хп) была 
отрицательно определенной, необходимо и достаточно, чтобы 
знаки главных миноров ее матрицы чередовались следующим 
образом:

Д, < 0 ,  Д2 >0,  Д3 <0,  Д4 >0,  ....
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5,3 Доста точные условия экстремума
Для функции / ( х,;х2;...;х„) второй дифференциал представ

ляет собой квадратичную форму
и п Я 2 f

d 2f  = Y Y  - J dxkdxm*-J “  ЯV Яг*=1 m=i OXk OXm

от переменных tic,, o!x,, ..., Jxn с коэффициентами —тг,
Эк," 

d2f  Э2/
2Эх,Эх2 Эх,

Т е о р е м а  3 ( д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  с у щ е с т в о 
вания л о к а л ь н о г о  э к с т р е м у м а )  Пусть функция 
/(х ,;х 2;...;хл) = /( /* )  дифференцируема в некоторой окрестно

сти точки Р0(хj°;x2;...;x°) и дважды дифференцируема в самой 
точке Р0, причем Р0 -  стационарная точка. Тогда

1) если второй дифференциал d 2f \  является положителъ-
К

но определенной (отрицательно определенной) формой от пе
ременных dxx, dx2, dxn, то функция f ( P )  имеет в точке 
Р0 локальный минимум (максимум);

2) если d 2f \  является знакопеременной квадратичной фор-

мой, то функция f  ( Р) в точке Р0 экстремума не имеет.

В случае df\p =0, a d 2f является квазизнакоопределенной

квадратичной формой, то функция f ( P )  может иметь в точке 

Р0 локальный экстремум, а может и не иметь.
В частности, для функции двух переменных f ( x \ y ) имеем 

теорему 4.
Т е о р е м а  4 ( д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  с у щ е с т в о 

вания л о к а л ь н о г о  э к с т р е м у м а  ф у н к ц и и  д в у х  
п е р е м е н н ы х )  Пусть Р0(х0;у 0) стационарная точка, дваж
ды дифференцируемой в окрестности U(S;P0) функции
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f(x' ,y)-  И пусть

ГЛРо) Г М
А (Р0) =

А В
В С

= АС -  В 2. (5.2)
Лу(Ро) Гуу{Ро)

Тогда точка Р0 (х0; у 0) является:
1) точкой локального максимума, если л(Р0) > 0  и 

f^(x0, y0) <0 ;
2) точкой локального минимума, если Л(Р0) > 0  и 

/ « ( w o ) > 0 ;
3) если а (Р0)< 0, то в стационарной точке Р0 локального 

экстремума нет,
4) Д(Р0) = О, то локальный экстремум в стационарной точке 

Р0 может быть, а может и не быть.
В случае Д(Р0) = О необходимо провести дополнительные ис

следования знака функции f ( x , y )  в u{S\P0).

Вопросы для самоконтроля

1 Дайте определение локального экстремума функции многих 
переменных.

2 Сформулируйте необходимые условия локального экстре
мума.

3 Какие точки называются стационарными и критическими?
4 Какая функция называется квадратичной формой? Что та

кое матрица квадратичной формы и ее главные миноры?
5 Какая квадратичная форма называется:
а) положительно определенной;
б) отрицательно определенной;
в)знакоопределенной;
г) квазизнакоопределенной;
д) знакопеременной?
6 Сформулируйте критерий Сильвестра.
7 Сформулируйте достаточные условия экстремума в точке'
а) функции многих переменных; б) двух переменных.
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Решение типовых примеров
д:

1 Исследовать на экстремум функцию z = е * \х + у 2). 
Р е ш е н и е .  Вычислим частные производные первого поряд

ка данной функции:
1  i

г'х = - е ч
2

X  X

2 {х + у 1 + 2J, z'y - 2 у е 2 .

Находим точки возможного экстремума. Для этого решим 
систему уравнений:

*;=<ч
< = о , |

х  +  у  +2 — 0 ,  j
у= о. J

Отсюда х0 = -2 , у0 = 0 .
Таким образом, существует только одна стационарная точка 

Р0 ( -  2;0), в которой функция z может достигать экстремума. 
Вычислим частные производные второго порядка функции z

в точке Р0:

Л = (Р0 ) = (*+ у2 + 4 j (-2, 2е

B = z'JP0) = ye> |(_2;1)= 0 ,

C = z'yy{P0) = 2е 

Так как определитель

* t e ) =
А В 
В С

(-2,1) =

= 7 > 0

и А >  0 , то согласно теореме 4 точка Р0(-2;0) является точкой

локального минимума: zmin = z ( - 2,0) = — .
е

2 Исследовать на экстремум функцию z  = е~х (х + у 2). 
Р е ш е н и е .  Вычислим частные производные первого поряд

ка данной функции:
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z\ =e~x{\ -  x -  у 2), z'y = 2 ye~x.
Для определения точек возможного экстремума решим сис

тему уравнений:
*1 = 0,1 1 - * - / = 0,1 

= о ,| у = 0 . }•

Отсюда х0 = 1 и >'0 = 0 . Таким образом, функция имеет толь
ко одну стационарную точку P0(l;0).

Частные производные второго порядка функции z в точке Р0 
равны:

А = гЛ ро) = е (* + 7

В~ 2хУ{Го) = ~2уе |(1;0^=0 ,

C = z'yy(P0)=  ЪГ
2

(по) е

Так как Д (Р0) = АС -  В2 = - -^ -< 0 , то по теореме 4 в точке
е

Р0 (l;0) локального экстремума нет.

3 Исследовать на экстремум функцию z  = хл + у 4 .
Р е ш е н и е .  Вычислим частные производные первого поряд

ка функции z :
z'x = 4*3, z'y = 4у 3.

Решая систему уравнений:
z ; = 0 l 4х3 = 0,1

z ; = o p 4/ = o , J
находим стационарную точку (0;0) данной функции.

Так как
A = z'JP0)=  0 , B = z'Xy(P0) = Q, C = z"yy(P0) = 0 ,

то А(Р0) = АС - В 2 = 0. Следовательно, по теореме 4 нельзя оп
ределенно ответить на вопрос о существовании экстремума в 
точке Р0(0;0).
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Поскольку УР(х , у )ей{5;Р0) имеет место 

дz ( />) = z(x  + Ax,y + Ay) — г(х ,у ) =

= (х + Ах) 4 + (у + Ау) 4 -  (х4 + у4) > 0 , 

то точка возможного экстремума Р0 (0;0) является точкой ло
кального минимума. При этом zmn = z(0,0) -  0 .

4 Найдите точки локального экстремума функции 
и = 2х2 -  ху + 2xz -  у  + у 3 + z2.

Р е ш е н и е .  Для нахождения точек возможного экстремума 
данной функции вычисляем ее частные производные

их = 4х -  у + 2 z , и —~х — 1 + 3у 2 , иг -  2х + 2 z .
Приравнивая их нулю и решая систему трех уравнений, по

лучаем две точки возможного экстремума

Вычислим частные производные второго порядка данной 
функции:

Выражение для дифференциала второго порядка
d 2u = 4dx2 + 6ydy2 + 2dz2 -  2dxdy + Idxdz 

есть квадратичная форма от переменных dx, d y , d z .
Матрица этой квадратичной формы в точке М, имеет вид

' 4 - 1 2 "
- 1 4  0 ,

Согласно критерию Сильвестра, d 2u является положительно 
определенной квадратичной формой от переменных dx , d y , d z .

« х ,  =  4  ’  U 'yy■ “  6 У  ’  U'zz =  2  ’ U '*y =  - 1 » =  2  • U'yт  =  0  ‘

4 - 1 2
4 -1

А. = 4 > 0 ,  А, = =15 > 0 ,  А, = —1 4 0 = 1 4 > 0 .
1 2 -1 4 3

2 0 2
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Следовательно, в точке М\ функция имеет локальный экстре-
( 1 2  Пмум. Поскольку <зп = 4 > 0 ,  то МА является точкой

1локального минимума, zmm = .

Матрица квадратичной формы d 2u в точке М2 имеет вид
г 4 -1 2Л 

- 1  -3  О
2 0 2v v

главные миноры которой

Д, = 4 > 0 , Д2 =
4 -1

- 1  -3
= —13 < 0 , д 3 =

4
- 1

- 1  2 

-3  0 = -14 < 0
2 0 2

Согласно критерию Сильвестра, d 2u не является знакоопре
деленной квадратичной формой от переменных dx, d y , d z .

Следовательно, в точке М, 1 1 1
функция не имеет ло-

ч 4 2 4. 
кального экстремума.

5 Найти локальные экстремумы функции z -  f { x , y ) ,  задан
ной уравнением

х + у  + z 2 - 2 x  + 2 y - 4 z - \  0 = 0 . (5.3)
Р е ш е н и е .  Уравнение (5.3) задает неявную функцию 

F ( x , y , z ) - x 2 + у 2 + z 2 - 2 x  + 2 y - 4 z - l 0 ,
которая удовлетворяет условиям теоремы 2 практического заня
тия 3 и является дифференцируемой. Частные производные пер
вого порядка находятся по формулам (3.3):

х - 1  . у + 17 —------ 2 — —-----X л  > г.
2 - z  2 - z

и дифференциал первого порядка имеет вид
х - \  у  + 1 dz ~ ------dx + ------ d y .
2 - 2 2 - 2
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Приравнивая к нулю частные производные первого порядка, по
лучаем точки возможного экстремума М ,( 1,-1,-2), М2 (1,—1,6). 

Дифференцируя дважды равенство (5.3), получим: 
dx2 + dy2 + z d ' z  + dz2 -  2d 2z = 0 .

Отсюда находим дифференциал второго порядка

d 2z = ——  dx2 + — —dy2 н— -—dz2,
2 - 2  2 - 2  2 - 2

который представляет собой квадратичную форму от перемен
ных dx, dy , dz .

Матрица этой квадратичной формы в точке М, имеет вид
"1/4 0 0 >

0 1/4 0 ,
, 0 0 1/4,

главные миноры которой А, > 0 , А2 > 0 , Д3 > 0. Согласно кри
терию Сильвестра, d 2z является положительно определенной 
квадратичной формой от переменных dx, d y , d z , следователь
но, в точке М, функция имеет локальный экстремум. Поскольку 
ап = 1/4 > 0 , то Л/, (1,-1,-2) является точкой локального мини

м у м  2тш = - 2 -
Матрица этой квадратичной формы в точке Мг имеет вид 

'-1/4 0 0 N
0 -1/4 0 ,

, 0 0 —1/4,
главные миноры которой А, < 0, Д2 > 0 , Д3 < 0. Согласно кри
терию Сильвестра, d 2z является отрицательно определенной 
квадратичной формой от переменных dx, d y , d z , следователь
но, вточке М2 функция имеет локальный экстремум. Поскольку 

аи = —1/4 < 0, то М2(1,-1,б) является точкой локального мак
симума, 2тах = 6 .
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Задания для аудиторной работы

1 Найти экстремум функций двух переменных:
а) z  = х2 + ху + у 2 -  х -  6у ; г) z = х3 + 3 ху2 -  5 1х -  24у  ;

б) z = Хт[у -  х2 -  у  + 6х + 3 ; д) z = е~х ~у (зх2 + у 2);

в) z = xy+ —  + — ; х > 0 ; у > 0 ; е) z = ху\п(х2 + у 2)
х у  4 '

2 Найти экстремум функций трех переменных:
а) и = х2 + у 2 + z 2 -12x  + 8j> -6z + 40;

б) u - x y 2z3{ \ - x - 2 y - 3 z ) ,  х > 0 , jy>0 , z > 0 .
3 Найти экстремум функции, заданной неявно уравнением

х2 + у 2 + z 2 - 2 x  + 2 y - 8 z  + 9 = 0 .

Задания для домашней работы

1 Найти экстремум функций двух переменных:
а) z = x2 + 2 у 2- 4 х  + 12_у; г) z  = e x ~y {х1 + 2у 2\,

б) z -  Зх2 -  х3 + 3у 2 + 4 у ;  д) z -  х4 + у А -  2х2 + 4ху -  2у 2 .
X 1

в) z = xy2( l - x - y ) ,  х,у  > 0  ; e ) z  = ~  + -  + y .
у  х

2 Найти экстремум функций трех переменных:
а) и = х2 + у 2 + z2 -  4х + 6у -  2z ;

б) и = (х + _у + z]e~x ~у ~z .
3 Найти экстремум функции, заданной неявно уравнением

х2 + у 2 + z 2 + 4х -  2у -  4z -  7 = 0.
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6.1 Понятие условного экстремума
6.2 Метод исключения части переменных
6.3 Метод Лагранжа
6.4 Глобальный экстремум функции двух переменных

6.1 Понятие условного экстремума
Рассмотрим функцию f ( P ) ,  Р(хх;х2;...;хп). Будем считать, 

что ее аргументы являются связанными между собой
F 1{ x 1; x 2 ;. . jck ) = О,

FJx,;x?;...x„) = О,
• 2V 1 2 (6.1)

...........*.................9

Ft (x,;x2;..jc„) = 0 .
Соотношения (6.1) называются уравнениями связи. Пусть коор
динаты точки РДд;,0;*®;...;*®) удовлетворяют данной системе 
уравнений.

Говорят, что функция / (Р) имеет в точке ;•••;*”) ус
ловный минимум (максимум) при условиях связи (6 .1), если су
ществует такая 5  -окрестность точки Р0, что для любой точки
P(xl;x2;...;xn) eU(S;P0) , Р * Р 0, координаты которой удовле
творяют уравнениям (6.1), выполняется неравенство

f ( P ) > f ( P0) ( f ( P ) < f { P 0)).
В отличие от обычной (безусловной) точки экстремума, зна

чение функции в точке условного экстремума сравнивается с ее 
значениями не во всех точках некоторой S -окрестности точки 
Р0, а только в тех ее точках, которые связаны между собой ус
ловиями связи.

Рассмотрим методы нахождения условного экстремума 
функции / ( х ,у ) ,  переменные х и у  которой удовлетворяют 
уравнению связи <р(х,у)-0.

Практическое занятие 6 Условны й экстремум
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6.2 Метод исключения части переменных
Пусть требуется найти локальный экстремум функции 

/ ( х ,у )  при условии, что переменные х и у  удовлетворяют 
уравнению связи ср(х,у)= 0 .

Если уравнение связи можно однозначно разрешить относи
тельно переменной у , т. е. выразить у  как функцию х :
у  = у(х) , то, подставив в аналитическое выражение функции 

f ( x , y ) вместо у  функцию у(х), получается функция одной 

переменной / ( х ,> |(х)). Для этой функции проводится исследо
вание на локальный экстремум известными методами. Найден
ные экстремумы являются точками условного экстремума для 
функции /  (х, у ) .  Аналогично поступают, если уравнение 

<р(х,у) = 0 можно однозначно разрешить относительно перемен
ной х , т. е. х выразить как функцию у .

Если условие связи задается параметрическими уравнениями 
x = x(?), y - y ( t ) ,  t e T ,  то, подставляя х и у  в аналитическое
выражение функции f ( x , y ) , приходим к задаче отыскания экс
тремума функции одной переменной.

Если уравнение связи нельзя разрешить относительно какой- 
либо одной из переменных или представить параметрическими 
уравнениями, данная задача значительно усложняется.

6.3 Метод Лагранжа
Рассмотрим задачу нахождения условного экстремума функ

ци и /(х , у ) , не разрешая уравнение связи (р{х,у)~ 0 относи
тельно переменной х или у .

Введем вспомогательную функцию, называемую функцией 
Лагранжа:

L(x, у, Л) = f(x,  у) + Х<р(х, у ) , 
где Л -  некоторое действительное число.

Т е о р е м а  1 ( н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  Л а г р а н ж а  
у с л о в н о г о  э к с т р е м у м а )  Пусть 1) функция f ( x , y )  опре
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делена и дифференцируема в точке Р0 (х0; _у0) и имеет в этой 
точке условный экстремум при условиях связи (р(х,у) = 0 ;
2 )уравнение ср{х,у)= О удовлетворяете S -окрестности точки 
Р0 условиям теоремы 2 практического занятия 3.

Тогда сугцествует такое число Л, что
5L

= 0 ,
dL

= 0 ,
dL

дх /oU;yo) ду J’ofoy’o) дЛ

Согласно этой теореме для нахождения условного экстрему
ма функции f ( x , y ) с уравнением связи ср{х,у) = 0 необходимо

составить функцию Лагранжа L(x,y,X)  и провести ее полное
исследование на локальный экстремум как функции трех пере
менных х, у ,  Л.

Метод множителей Лагранжа имеет место и для функции 
многих переменных / ( x , ; x 2;...;хП) .

6.4 Глобальный экстремум функции двух переменных
Пусть функция f ( x , y ) определена на компакте D . Тог да на

нем она достигает своих наименьшего и наибольшего значений 
либо внутри D , либо на границе.

Точки, в которых функция принимает наибольшее и наи
меньшее значения на компакте называются точками глобально
го экстремума. Если точка глобального экстремума функции 
является внутренней точкой области, то она является точкой ло
кального экстремума, а если граничной, то -  точкой условного 
экстремума. Следовательно, чтобы найти глобальные экстрему
мы функции /(*;>>) на компакте D , необходимо найти ло
кальные и условные экстремумы функции, сравнить найденные 
значения и выбрать наибольшее и наименьшее.

Вопросы для самоконтроля

1 Что называется условным экстремумом функции?
2 В чем состоит метод исключения части переменных?
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3 Какая функция называется функцией Лагранжа?
4 Сформулируйте теорему о необходимых условиях Лагран

жа условного экстремума.
5 В чем состоит метод Лагранжа?
6 Как найти глобальные экстремумы функции?

Решение типовых примеров

1 Найти экстремум функции z -  х2 + у 2 при уравнении связи 
х + >> -1  = 0 .

Р е ш е н и е .  1 способ. Для решения воспользуемся методом 
исключения переменных. Выражая из уравнения связи перемен
ную у  и подставляя ее в функцию, получим функцию одной 
переменной х:

z = 2х 2 - 2 х  + 1 .
Исследуем ее на локальный экстремум:
z' = 4 x - 2 ,  z" = 4 > 0 ,

z  = 0  => х = —.
2

Следовательно, точка х = — есть точка локального минимума

( \..2 - « 1 1для функции z = 2x -  2х + 1, а соответственно точка Р
2  2

есть точка условного минимума функции z -  х2 + у 2 при урав
нении связи х + у - 1  = 0 .

2 способ. Составим функцию Лагранжа
Ь(х,у,Л) = х2 + у 2 + Л(х + у - \ ) .

Находим частные производные функции Лагранжа по пере
менным х,  у  и Л:

L'x = 2x + Л, L' v = 2у  + Я, L' х = х + у  - 1.
Решим систему уравнений:
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L'x(x,y,X) = О 
Г у (х,у,Л) = 0 
Г л(х,у,Л) = 0

2х + Л = 0 
о  2у + Л = 0 

х + у - 1 = 0

Отсюда х0 =0,5,  _у0 =0,5,  Л = -1,  т. е. точка Р0 (0,5; 0,5;-1) 
единственная точка возможного экстремума функции Лагранжа.

Так как 1 ^ = 2 ,  Lyy = 2 , Lu = 0 ,  Lxy = 0,  t xJi= 1, ЬуЛ= 1, то 

дифференциал второго порядка
d 2L = 2dx2 + 2 dy2 + 2dxdA + 2 dydA 

является квадратичной формой от переменных dx, d y , dЛ. В 

точке Ро(0,5;0,5;-1) матрица квадратичной формы имеет вид

Г
1

0

^2 0 

0 2

1 1

главные миноры которой А, > 0 , Д2 > 0 , А3>0 и аи = 2 > 0 .  
Следовательно, в точке Р0 (0,5; 0,5;—1) функция Лагранжа имеет 

локальный минимум. Тогда функция z = x2 + y 2 при условии 
х + у - 1  = 0 имеет в точке М0(0,5;0,5) условный минимум.

2 Найти экстремум функции z - 9 - S x - б у ,  если

х2 + у 2 =25.
Р е ш е н и е .  Составим функцию Лагранжа

ь(х; у;А) = 9 - $ х - 6 у  + л(х2 + у 2 -25) .
Находим ее частные производные:

8L — —8 + 2 Лх.
дх

Решая систему

dL
ду

— —6 + 2 Лу ,
d L  2 2 —— — х + у  
дЛ

-25 .

- 8  + 2 Лх = 0,
- 6  + 2 Лу = 0, . 

х2 + у 2 -2 5  = 0,
получим

71

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



х\ -  4 > уi = 3 » Л = 1 ;
х2 = - 4 ,  у2 = - 3 ,  ^  = - 1 , 

т. е. точки /^(4;3;l). Р2(-4 ;-3 ;-1 ) являются точками возможно
го экстремума функции Лагранжа.

Так как

4  = 2 Я , ^  = 0 , ^  = 2 Я, 
cbt ЭхЭу ду

то выражение для второго дифференциала есть
,2 г д^L ,2 ^ д*L . . 3  1 , 2  "I 2 j  2\d L = — ydx + 2 ------ dxdy-i----- r-dy = 2A\dx +dy  j.

дх dxdy dy

Видно, что d 2L\ >0 и = 2 > 0 , то функция L(x;y;jI)
dx2

имеет в точке Р} минимум. Следовательно, функция 

z  = 9 - 8 x - 6 y  при уравнении связи х2+ у 2 =25  в точке 
М,(4;3) имеет условный минимум, zmin = z(4;3)=-41.

d2L
Аналогично, d L\ <0 и = - 2 < 0 ; функция L(x;у;Л)

р,
имеет в точке Р2 максимум; функция z = 9 - 8 x - 6 y  при уравне

нии связи х2+ у 2 =25 вточке М2(-4 ;-3 ) имеет условный мак

симум, zmax = z(- 4;-3) = 59 .
3 Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

z  = 2хг -  6ху + Ъу2 на компакте D , ограниченном осью О у , пря-
1 2

мой у -  2 и параболой у  = —х при х > 0 (рисунок 6 . 1).

Р е ш е н и е .  Определим локальные экстремумы функции.
Для этого вычислим частные производные:

z'x = 6х2 -  6у , г' = -бх + 6у  .
Решая систему уравнений
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j 6x2 - 6 y  = 0,
[—6x + 6y = 0,

получаем две точки возможного экстремума 0 (0;0) и M(l;l).

Рисунок 6. 1 -  Область D типового примера 3 

Внутренней точкой компакта D является только M(l;l). По-

= 12 > 0 ,

скольку za = \2х , 2^ = 6 , = - 6  и

. . 12 - 6  . . 
д ( М ) =  = 36, z

—6 6 1м
то точка M(l;l) является точкой локального минимума, zmm= - 1 . 

Исследуем функцию на границе области.
Уравнение прямой ОА есть х = 0 и, следовательно,

z = 3 y2 ( 0 < у < 2 ) .

Функция z -Ъу1 является возрастающей функцией одной пе
ременной у  на отрезке [0 ;2] , наибольшее и наименьшее значе
ния она принимает в точке 0(0;0) и А(0;2).

Уравнение прямой АВ есть у -  2, и поэтому здесь функция

z = 2хг - \ 2 х  + 12 ( 0 < х < 2 )  
представляет собой функцию одной переменной х . Так как 
z'x = 6х2 - 1 2 , то из уравнения z'x = 0 получим x , = V 2 и 

х2 = -у/2 . Внутри отрезка [0;2] находится только точка х, = л/2 ,

которой соответствует точка q (\I2;2). Глобальные экстремумы 
функции z на отрезке АВ могут достигаться среди ее значений
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в точках А , Q и В .

1 .2На дуге параболы у  = — х имеем:

2 = — х4 -  х3, ( 0  < х < 2 ).
4

Так как г' =Зх3 - З х 2, то из уравнения х2(х-1)  = 0 находим
точки возможного экстремума х, = 0 , х, = 1 , которым соответ-

{ 1 \
ствуют точки 0(0;0) и Р\

Следовательно, наибольшее и наименьшее значения функции
2 = 2х3 -  6ху + 3у 2 в данной замкнутой области находятся среди 
ее значений в точках О , A, Q , £ ,  Р , М , т. е. среди значений

2(0 ) = 2(0;0) = 0 , z(B) = z(2;2) = 4 ,

г(л) = 2(0;2) = 1 2 , 2(Р) = г(1;1 / 2) = ~ ,
4

z(Q) = г(л/2 ;2 )= 1 2 - 8-^2 , г (м )=  2(l;l)= - 1  .
Откуда т а х 2 = 2(л )= 1 2 , min2 = г (м ) = -1.

D  D

4 Из всех прямоугольных параллелепипедов с одинаковой 
площадью поверхности найти тот, который имеет наибольший 
объем.

Р е ш е н и е .  Обозначим длину, ширину и высоту параллеле
пипеда через х , у ,  z . И пусть V -  объем параллелепипеда, S -  
его площадь. Тогда

V = x y z ,
S = 2ху  + 2у  2 + 2x 2 .

Задача сводится к нахождению экстремума функции 
V(x \ y \ z ) - x y z  при условии 2xy  + 2 y z  + 2xz  = S.

Составим функцию Лагранжа
L(x;y;z;A) = xyz + Л(2х у  + 2 y z  + 2 х г ) .

Найдем частные производные функции Лагранжа:
Lx = yz + Л(2у + 2z)  ,
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t = x z  + i.(2x  + 2z) ,  

t z = xy + Л(2х + 2y ) ,

Lx =■ 2xy + 2 yz  + 2xz . 
Решая систему уравнений

2xy + 2 y z  + 2xz  = S 
yz + Л(2у + 2 z)  = 0, 
xz + Л(2x + 2 z) = 0, 
ху + Л(2x + 2 y)  = 0,

1

5  1  6Л = ----—, т. e. при
2 4  V S

Я = - ^ - л — имеем единственную точку P^yjs/6,yjS/6,y]s/6)

возможного экстремума функции Лагранжа.
Так как

4  = £ > 4  = о ,

I  = Z- ± I I  t  L - x - ± I I
v  1 2 \ S ’ * 12 \  S ’ * 12 V S ’

то дифференциал второго порядка в точке P^Js]6,y[s]6,y[s/6^ 

имеет вид

d 2L = 2 S _ J _  [6 

I 6 12 VS
[dxdy + dxdz + c/ycfe).

Главные миноры соответствующей матрицы квадратичной 
формы неотрицательны при S > 3 . Поэтому можно считать, что 
в найденных значениях х, у ,  z объем будет наибольшим.

Следовательно, прямоугольный параллелепипед с заданной 
площадью поверхности S , имеющий наибольший объем

V
шах 6 V 6 ’

является кубом со стороной
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Задания для аудиторной работы

1 Найти условные экстремумы функций:
а) z = х2 + у 2 -  ху + х + у  -  4 при х + у  + 3 = 0 ;

1 1 ~б) z = — + — при х + у  = 2 ;
х у

в) z = ху2 при х2 + у 2 = 1 ;

г) u = xy2z s при x + 2y + 3z = 12, х > 0 ,  j > 0 ,  z > 0 .
2 Найти наибольшее и наименьшее значения функций в ука

занных областях:
а) z  = ху2 + 4ху + 4 х - 8  в области - 3 < х < 3 ,  - 3 < у  < 0;

б) z - x y  в области х1 + у 2 < 1 ;
в) z = 1 + 2х + 2у  в области х > 0 , у > 0 , х + у < 6 .
3 Найти прямоугольный параллелепипед с длиной диагонали 

d  , имеющей наибольший объем.
4 Внутри четырехугольника найти точку, сумма квадратов 

расстояний которой от вершин была бы наименьшей.
5 В прямой круговой конус с радиусом основания R и высо

той Н вписать прямоугольный параллелепипед наибольшего 
объема.

6 На эллипсоиде х2 + 2у 2 + 4z 2 = 8 найти точку наиболее уда
ленную от точки Р( 0;0;3) .

7 Точки А и В расположены в различных оптических сре
дах, отделенных одна от другой плоскостью AiB] . Скорость рас
пространения света в первой среде равна v ,, во второй -  v2 . 
Пользуясь принципом Ферма, вывести закон преломления све
тового луча (рисунок 6 . 2). (Принцип Ферма: световой луч рас
пространяется вдоль той линии, для прохождения которой тре
буется минимум времени.)

Задания для домашней работы

1 Найти условные экстремумы функций:
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а) z ~ 8 - 2 х - 4 у  при х2 4 2у 2 =-12;

б) z = х2 -  у 2 при х + 2у = 6 ;

в) z = ху2 при х2 + у 2 =4;
г) u = 2x + y - 2 z  при х2 + у 2 + z 2 = 36.
2 Найти наибольшее и наименьшее значения функций в ука

занных областях:
а) z = x2 + у 2 - х у - х - у  в области jc > 0 , у >  0 , х + у <  3;

б) z = х2 + у 1 в области х2 + у 2 < 9 ;

в) z = ху2 в области х2 + у 2 < 1 .
3 В полушар радиуса R вписать прямоугольный параллеле

пипед наибольшего объема.
4 Из всех прямоугольных параллелепипедов, имеющих дан

ную сумму длин ребер 12а , найти параллелепипед с наиболь
шим объемом.

5 Представить положительное число в виде произведения че
тырех положительных сомножителей так, чтобы сумма их об
ратных величин была наименьшей.

6 Найти наименьшее из расстояний между точками параболы 
у  - х2 и прямой х - у - 2  = 0 .

7 Пользуясь принципом Ферма, вывести закон отражения 
светового луча от плоскости в однородной среде (рисунок 6.3).

л • в

Рисунок 6. 2 -  Рисунок к задаче 7 Рисунок 6. 3 -  Рисунок к задаче 7
в

аудиторной работы домашней работы
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Индивидуальные домашние задания 

ИДЗ-1 Вычисление частных производных

1 Найти область определения функций:

•2 -х2

1.1 z = Зху1(2х -  5у) .

1.3 z = -/у 2

1.5 г = 2/(6

1.7 2 = arccos(x + у)

1.9z ~ ^ 9 - x 2 - у 2 .

1.11 z ^ ^ l x 2 - у 2 .

1.13 2 = т[ху(х2 + у 2) .

1.15 2 = 1п(у2 -  X2) .
1.17 2 = arccos(jt + 2у) .

1.19 2 = ln (9 -x 2 -  у 2) .

1.21 z = l / y jx2 + y 2 - 5  .

1.23 2 =
у / Зх - 2  у  

х2 + у 2 + 4
1.25 z ~ l n ( 2 x~ y ) .

1.27 2 = д/l — х - у  .

1.29 z = \ / (x2 + у 2 - 6 ) .

1.2 г  — arcsin(x -  у ) .

1.4 z  = 1п(4-дг2 - у 2) .

1.6 2 = ч]х2 + у 2 - 5  .
1.8 2 = Зх + у /(2 -  х + у ) .

1.1 0  z = \n(x2 + у 2 - 3 ) .

1.12 z ~ Ax y l { x - 3y  + \).

1.14 2 = arcsin(x/y).

1.16 z = х3у/(3 + х - у ) .
1.18 2 = arcsin(2:c -  у ) .

1.20  ; - р ~ х ' - у -  .

1.22 г = - ^ .
2 х - 5  у

1.24 z = 5 / ( 4 - х 2 -  у 2) .

1.26 z = 7x3y / ( x - 4 y ) .

1.28 z = e ^ 2+y2-' .
1.30 2 = 4ху/(х2 - у 2) .

2 Найти частные производные и частные дифференциалы
функций:

2.1 2 = In ( у2 - е  х).

2.3 2 = arcsin -Jxy .

2.2 z = ln (V ^ -l)  .

2.4 2 = arcsin(2x3y ) .
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2.5- z = arctg(x2 + y 2). 2.6 z = arctg(x2/>’3).
2.7 z = cos(x3 -  2xy). 2.8 z = cos(x -  -Jxy3) .

2.9 z = sinл]у/х3 . 2.10
. X + уz = sin---- — .

x - y
2.11 z = tg{x3+ y 2).

2.12
. 2x - y 2

z = tg------— .
X

2.13 z =  c t g V V . 2.14 Z = ctg
\ x - y

2.15 z = e~*1+y2. 2.16 -Jx2+y2z  = e y .
2.17 z  =  ln(3x2 - y 4 ) . 2.18 z = ln(3x2 -  y 2) .
2.19 z == arccos(y/ x ) . 2.20 z  = arccos(x-_y2)
2.21 z =  arcctg(xy2).

2.22
X 3

z = arcctg— .
У

2.23 z = cos^/x2 + _y2 . 2.24 x - y

2.25 z - s i n ^ J x - y 3 . 2.26 ■ 1 y  z  =  sin - .
\ x  + y

2.27 z = tg (x V ). 2.28 z = e ~ ^ \
2.29 z = ctg(3x -  2 j ) . 2.30 „2x2- /z - e  .

3 Вычислить с точностью до двух знаков после запятой зна
чения частных производных функции f (x , y , z )  в точ
ке M0(x0, y0,z0):

3.1 f ( x , y , z )  = z/yjx2+ y 2, Мо(0, - 1, 1).

3.2 f ( x , у , z) = ln(x + ̂ ) ,  M0(l,2,l).
2 z

3.3 f ( x , у , z) = (sin x)>z, М0{^,  1, 2).
6
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3.4 f ( x , y , z )  rr. !n(* 3 + 2 /  -  z3), M0{2,1,0).

3.5 f (x , y , z )  = X M0( 1,0,1).
+ z

3.6 / 0 , z) = In cos(x2j 2 + г), M0 (0,0, j ) .

3-7 f ( x , y , z )  = 27y]x + y 2 + z 3, M0(3,4,2). 

3 .8 /(x ,> ,,z) = arctg(xv2 + z), M0(2,l,0).
3.9 f  (x,y,z)  = wcs\n(x21 у  -  z), M0(2,5,0).

3.10 f ( x , y , z )  = y[zsm(y/x),  M0(2,0,4).

3.11 f ( x , y , z )  = y/ ylx2 + z 2, Mo(-l,l,0 ).
3.12 f ( x , y , z )  = arctg(xz/y2), M0(2,1,1).
3.13 / ( x , 7 ,z) = lnsin(jc- 2 7  + z/4), M0(l,l/2,;r).

3.14 f (x , y , z )  = ^  + - - - ,  M0( 1,1,2).
x у z

3.15 f ( x , y , z )  = - l= l . M0( 1,2,2).
V* + J  - z

3.16 f ( x , y , z )  = \n(x + y 2) - s f 7 ? ,  M0(5,2,3).

3.17 f (x , y , z )  = 4 z x y. M0( 1,2,4).

3.18 / ( x , j ,z )  = - r f i = T ,M 0(V 2 ,V 2 ,^ ).
j x 2+ y 2

3.19 f {x , y , z )  = \n{x3+ l f y - z ) ,  M0(2,1,8).

3.20 f { x , y , z )  = z/(x* + y 2), M0(2,3,25).

3.21 f ( x , y , z )  = S%]x3 + y 2 + z ,  M0(3,2,1).

3.22 f ( x , y , z )  = \n(jjx + $ [ y - z ) ,  M0 (1,1,1).

3.23 f ( x , y , z )  = - 2 x /yjy2 + z 2, M0(3,0,1).

3.24 f (x , y , z )  = ze~(x2+y>/2, M0(0,0,1).
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3,25 f ( x , y , z )■■ sinfx -  у)
A/0( f  ,V3).

3.26 f { x , y , z )  =  4 z \n ( 4 x  + y [y ), M 0(4,l,4).

3.27 f { x , y , z )  =  -
xz

, M0(3,l,l).
x - y

3.28 f ( x , y , z )  =  yjx2 + y 2 - I x y c o s z ,  A/0(3 ,4 ,^ ).

3.29 f ( x , y , z )  =  ze~xy, M 0 (0,1,1).

3.30 f ( x , y , z )  =  arcsin (x^fy) - y z 2, M 0(0,4,1).

4 Найти полный дифференциал первого порядка функций:

4.1 z ~ 2х3у - 4 х у 3 .

4.3 z - x 2y s \ n x - 3 y .

4.5 z = arctg х  + -Jy ,

4.7 z =  arcsin(xy) -  Зху2.

4.9 z = 5ху4 + 2 х2у 1 .

4.11 z - c o s ( x 2 - у 2) + х 3

4.13 z - \ n ( 3 x 2 - 2 у 2) .

4.15 z - b x y 2 —3 x 'y 4 .
4.17 z = arcsin(jt + >>).
4.19 z = arctg(2;c -  у ) .

4.21 z = 1х3у -  у[ху .

4.2 z = ху4 — 3jc2jh +1 •

4.4 z = ln(jc + х у - у 2).

4.6 z = 2х 2у 2 + х 3 -  у 3.

4.8 z = ^ З х 2- 2 у 2 + 5 .

4.10 z =  arcsin Х+-У .
х

4.12 z =  arcctgOc -  j ) .

4.14 ■ ^ Зх2 - у  +  х  .

4.16 z — у 2 — Зху — х4 .
4.18 z  = arccos(x + у ) .

4.20 z - \ n { y 2 - X 2 +3) .

4.22 z  =  2 - x 3 - у 3 + 5х.

4.23 2 = , ] х 2 + у 2 -  2ху . 4.24 z  = 1 х - х 3у 2 + у 4 .

4.25 г = 4.26 z = ey~x .
4.27 z — c o s(3 jc  + у )  — х 2. 4-28 * = arctg(2* -  у ) .

4.29 z = \% (x + у ) ! { х - у ) .  4.30 z = c tg ( y /x )
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5 Вычислить с точностью до двух знаков после запятой зна
чение производной сложной функции и = и(х, у) , X = x( t) ,
У — У (0  > в точке t - t 0 :

5.1 и = ех~2}\  x = sin/, y - t \  t0 -  О,

5.2 и = 1п(е* + е~у, x  = t 2, y  = t3, /0 = — 1.

5.Зи = у х, Jt = ln(/-1), у - е 1'2, t0 = 2.

5.4 и = еу~2х+2, х - s in / ,  j> = cos/, t ^ - n !  2.

5.5 и = х 2ву, x = cos/, = f0 = n.

5 .6u- \n{ex +ey\  x ~ t 2, y = r \  t0 = 1.

5.7u = x y, x ~ e ' , y = ln?, f0 = l.

5.8 u = ey2x, x = sin/, у  = t 3, t0 -  0.

5.9 и -  x 2e~y, x = s\nt, y  = sin2/, t0 = n/2 .

5.10 w = ln(e~* +e-v), x = t 2, y - t 3, /0 = -1.

5.11 u = ey' x' \  x = cost, jK = sin?, lQ - л  12.

5.12 и = arcsin(x/^), x = suU, jy = cos/, t0 =7i.

5.13 и -  arccos(2x/>’), jc^sin /, y  = cost, tQ=7i.

5.14 u ^ x 2/(y +1), x  = l-21 ,  j  = arctg/, /‘0 =0.

5.15 u - x / y ,  x = e', у - 2 - е 1', t0 = 0.

5.16 u = \n(e~x + e~2y), x  = t 2, y  = —t3, t0 - 1.
3

5.17 it = ^ x  + y 2 +3, x = ln/, j  = /0 =1-

5.18 ii = arcsin(x2/_v), x = sin/, j  = cos/, t0 = n.

5.19 u = y 2/x, x = l -21 ,  у  ^ l  + arctgf, /0 =0.

У x n5.20 u =------- , x = sm /, y = cosf, t0 -  —.
x у  4
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5.21 u = tJx 2 + y  + 3, x = \nt, у  ~t~, /0 =1.

. . .5.22 u = arcsin— , x = sin?, у  = cos?, t0 =7r.
2 У

5.23 и -  — - —, x = sin2f, y  = tg2t, t0 =—.
у  x  4

5.24 u = -Jx + y  + 3, x = ln?, y  = t2, t0 = 1.

5.25 u = y / x ,  x - e ' ,  y  = l - e 2‘, t0 = 0.

5.26 M = arcsin(2x/y), jc = sinf, _y = cos/, /0 =л-.

5.27 м = ln(e2x + ), x = t2, y  = t A, t0 = 1.

5.28 и = arctg(x + y)> x = ?2 +2, y = 4 - / 2, /0 = 1.

5.29 и = y]x2 +_y2+3, x = ln/, >>=/3, /0 = 1.

5.30 w = arctg(xy), x - t  + 3, f0 = 0-

6 Вычислить с точностью до двух знаков после запятой зна
чения частных производных функции z(x,_y), заданной неявно, 
в точке M 0(x0, y 0,z0) :

6.1 х3 + j 3 + 23 -3xyz  = 4, М 0 (2,1,1).

6.2 х 2 + у 2 + z 2 -  ху = 2, М0( - 1,0,1).

6.3 Зх -  2_у + z = xz + 5, М 0(2,1,-1).

6.4 + x + 2_y + z = 4, М0 (1,1,0).

6.5х2 + у 2 + z 2 - z - 4  = 0, М 0( 1,1,-1).

6.6 z3 + Зхуг + З у - 1 ,  М 0 (1,1,1).

2 2 2 3 w  ЗЯТ Я'6.7 cos x + cos v + cos z — —, М Л — , — ,—).
2 4 4 4

7 — 16.8 е* = cosxcosy + 1, М0(0,—,1).
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6.9 х 2 + у 2 + z 2 -  6х = О, М 0 (1,2,1).

6.10 xy = z 2 - 1, М 0(ОД,-1).

6.11 х 2 -  2у2 + 3z2 - y z  + y  = 2, M0(l,l,l).

6.12 х 2 + у 2 + z 2 +2xz = 5, Л/0(0,2,1).

6.13 xcosy + ycosz  + zcosx  = л /2, М 0(0 ,л /2 ,л).

6.14 3х2у 2 + 2xyz2 - 2x3z + 4y3z = 4, М 0(2,1,2).

6.15 х2 -  2_у2 + z2 -  4х + 2z + 2 = 0, M0(l,l,l).

6.16 х + у  + z  + 2 = xyz, М 0(2,-1,-1).

6.17 х2 + у 2 + z 2 -  2xz = 2, М0(0,1,-1).

6.18 ег - x y z - x  + 1 = О, М 0(2,1,0).

6.19 х 3 +2у3 + z 3 -3 x y z  — 2 y - \ 5  = 0, А/0(1,-1,2).

6.20 л:2 -  2х_у -  3 /  + 6х  -  2у + z 2 -  8z + 20 = О, М 0(0,-2,2).

6.21 х 2 + у 2 + z 2 = y - z + 3, М 0(\,2,0).

6.22 х2 + j>2 + z 2 + 2 jcy-> ’z - 4 x - 3 > '- z  = 0, Л/0(1,-1,1).

6.23 х2 - ^ 2 - z 2 +6z + 2x —4j> + 12 = 0, M0(0,l,-1).

6.24 J x 2+ y 2 + z 2 - 3 z  -  3, М 0(4,3,1).

6.25 х2 + 2у 2 + 3z 2 = 59, М 0(3,1,4).

6.26 х 2 + у 2 + z 2 - 2 x y - 2 x z - 2 y z  = \ l ,  М0( - 2,-1,2).

6.27 x3+ 3 ;^ z -z 3 =27, М 0(3,1,3).

6.28 lnz = x + 2>>-z + ln3, A/q(1,1,3).

6.29 2х2 + 2_у2 + z 2 -  8xz -  z + 6 = О, М 0 (2,1,1).

6.30 z 2 = x y - z  + x 2 -  4, М 0 (2,1,1).
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ИДЗ-2 Приложения ча̂ '.-по: : яре^ведаых

1 Найти уравнение касательной плоскости и нормали в точке 
M 0(x0;y0;z0) к поверхности Q , заданной уравнением:

1.1 х2 + у 2 + z2 + 6z -  Ах + 8 = О, М0(2,1,-1).
1.2 х2 -  4у 2 + z 2 -  -2 ху, М 0 (-2,1,2).
1.3 х2 + j 2 + z2 -  ху + 3z = 7, АГ0( 1,2,1).
1.4 х2 + у 2 + z2 + 6у + 4х = 8, М 0( - 1,1,2).

1.5 2х2 -  у 2 + z2 -  4z + у  = 13, М0(2,1,-1).
1.6 х2 + у 2 + z2 -  6у  + 4z + 4 = О, М0(2,1,-1).
1.7 х2 + z2 -5yz + 3у = 46, М0( 1,2, —3).
1.8 х2 + _у2 -xz-_yz =  0, М 0(0,2,2).
1.9 х2 +_у2 + 2 j z - z 2 + jy -2 z  = 2, М0 (1,1,1).
1.10 х2 + у 2- z 2 -2 x z  + 2х = z, М0(1,1,1).
1.11 z = x2+ У - 2 х у  + 2 х - j ,  М0(-1,-1,-1) .
1.12 z = -х 2 + у 2 + 2ху -  3jv, М0(1,-1,1).
1.13 z = x2 -  у 2 -  2 х у - х - 2 у ,  М0(-1,1,1).
1.14 х2-2jy2 + z  + xz-4jv = 13, M0(3,l,2).
1.15 4у2- z 2 + 4 x y - x z  + 3z = 9, М0( 1,—2,1).

1.16 z - х 2 + у 2 -  Зху - х  + у + 2, М0(2,1,0).
1.17 2х2- у 2+ 2z2 +xy + xz = 3, М 0( 1,2,1).
1.18 х2- у 2 + z 2 - 4 х  + 2у = 14, М0(3,1,4).
1.19 х2+ у2- z 2 + xz + 4y = 4, М0(\,\,2).
1.20 x2- y 2- z 2+xz + 4х = -5, М0(-2,1,0).

1.21 x 2 + y 2- x z  + y z -  Зх = 11, Л/0(1,4,-1).
1.22 x2 + 2 / + z 2-4 x z  = 8, Мо(0,2,0).
1.23 x 2- y 2- 2 z 2 - 2 y  = 0,
1.24 х2+ у2- 3 z 2+xy = -2z, М0(1,0,1).
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1.25 2хг -  у 2 + z 2 -  6х + 2 v + 6 - 0 ,  М 0(1,-1,1).
1.26 х 2 + у 2 — z" + бху — z — 8, Л/0(1,1,0).
1.27 z = 2x2 - З у 2 + 4 х -2 у  + 10, М 0(-1,1,3).
1.28 z = x 2 + у 2 - 4ху + Зх-15,  М 0{ - 1,3,4).
1.29 z - x 2 +2у 2 + 4 х у -  5у -1 0 , Л/0(-7,1,8).
1.30 z = 2х2 - З у 2 + ху + Зх + \, М0(1,-1,2).

2 Найти частные производные второго порядка и убедиться в 
равенстве смешанных производных для функции:

2.1 z 2.2 z = arccos(4x -  y) .

2.3 z = ctg(x + у ) . 2.4 z = arctg(5x + 2 y ) .
2.5 z = tg ( х / у ) . 2.6 z = arctg(2x -  y ) .

2.7 z -  cos(xy2 ) . 2.8 z = ln(4x2- 5  y 3).

2.9 z = sin(x2 -  у ) . 2.10 Jx - y  z - e 4 .

2.11 z  -  arctg(x + у ) . 2.12 z = arcsin(4x + y)
2.13 z  = arcsin(x -  у) . 2.14 z  = arccos(x -  5 y)
2.15 z  = arccos(2x + у ) . 2.16 z = s \ n j x y  .

2.17 z = arcctg(x -  З у ) . 2.18 z - cos(3x2 -  y 3).

2.19 z  = ln(3x2 -  2у2) . 2.20 z  ~ arctg(3x + 2y)

2.21 2х2 ~у2z  — е . 2.22 z = ln(5x2 - З у 4) .
2.23 z = c tg (y /x). 2.24 z = arcctg(x -  4 y)

2.25 z — tg J x y  . 2.26 z  = ln(3 xy  -  4).

2.27 z = cos(x2y 2 -5 ) . 2.28 z = tg(xy2).

2.29 z = sin yjx3y  • 2.30 z = arcsin(x -  2 y)
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3 Проверить, удовлетворяет т  ук;у<г:-и>ому уравнению функ
ция и{х\у) :

д2и _ д2и 2 д2и а У—-  + 2xv------- н у" —^ = 0, и = —
дх' ' дхду ду" х

_ .  ди ди з 3. , у з з
3.2 х—  + у —  = 3(х - у ) ,  и = 1п — + х - у  . 

дх ду х

д2и д2и 
дх2 ду2

3.3 ~  + = 0 , и  = 1п(х2 + (у + 1)2).

 ̂ д2и /1 1 у3 .4 у ——  = (1 + у1п*)— , и = х  •дхду дх
_ _ ди ди _ ху3.5 х —  + у —  = 2и, и =

дх ду х + у

д2и 2 32w
2 +У т т3.6 х2 —г- + у 2 — 7 = 0, и = еху . 

дх2 у ду2

д2и _ д2и 
дх2 "д у1

3.7 a — 7 = — w = sin ( x -a y ) .

д2и 2 д2и у
! ? - у  д / = Ъ

_ д2и д2и д2и3.9 + + _  = о . и  =  -
2ах2 ду2 д:z2 J x 2 + у 2+ z

3.10 а 2^  = ̂ ,  u = e~ms(x+ay).
дх2 ду2

д и д и д и
3.11 — + — + — = 0, и = ( х - у Х у - г ) ( г - х ) .  

дх ду dz
ди ди , у3.12 х —• + у —  = м, м = х1п— .
дх ду х

3.13 у —  - х —  = 0, и -  1п(х2 + у2) .
дх <3у
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3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19

3.20

3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

3.27

~,ди ди ? V3 . , .
х~ ------ху ----- у '  = и, и -  -— f- arcsm(xy).

дх ' ду Зх

, д2и
х  

д2и
дх2

д2и 2 -2 ху^—̂~ + у
д2и

дхду '  ду2
+ 2ху — 0, и = ех

х + у
а -  =0, ы = arctg-— . 
дхду \ - х у

д2и д2и п . , 2 2 о „  — -  + —-  = 0, и = 1п(х + у  + 2х + 1).
дх ду

ди ди 2х + 3 у
х —— t- у-----ни = и, u = —z-----

ду X + удх

ди
= 1, U = yj.

2 (д и )2+ ---  +
удх )  {ду)

ди ди „ , 2 2ч х
Х -—  +  у —  = 2и, и = (х +у  ) t g - .  

дх ду у

9 ^ -^  + — -̂ = 0, и = еНх+3у) sin(x + З у ) . 
дх ду

x + y + z  .

д2и
дх2

+ 2ху
д2и д2и------- ь у-  —— = 0, и = хеу1х.
дхду ду-

д2и д2и у+ —  = °, и = a rc tg - .  
дх ду х

ди ди л х
х  —  + >>—  = 0, и = arctg— .

Эх ду у

ди д2и ди д2и---------------------7 = 0, и = 1п(х + е у).
Эх ЭхЭу Эу Эх‘

ди ди „ . хх — + у —  = 0, M = arcsm------ .
Эх Эу х + у

1 Эм 1 ди _ и _ у
х дх у д у  у ’ (х2 - у 2)5

88

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



3.28 = „ = £ l ± £ .  
йх ду x - y

3.29 * l  + ^  = i u = V ^ 7 7 .  йх ду и

_ - л д и d li л - , 2 2 \3.30 —j -■—у  = 0, и = 1п(х - у ) .
ш: <7y

4 Исследовать на локальный экстремум функции:

4.1 z = yyfx -  2у2 -х+14у.

4.2 z = х3 + 8у3 -  бху + 5.

4.3 г = 1 +15х -  2х2 - х у - 2 у 2.

4.4 z = 1 + 6х -  х 2 -  ху -  у 2.

4.5 z = x 3 + у 2 -  бху -  39х +18у + 20.

4.6 z = 2х3 + 2у3 -  бху + 5.

4.7 z = Зх3 + Зу3 -  9ху +10.

4.8 z = х 2 + у 2 + ху + х -  у  + \ .

4.9 z -  4(х -  у) -  х 2 -  у 2.

4.10 z = 6(х — у) — Зх2 — Зу2.

4.11 z = x 2 + ху + у 2- б х - 9 у .

4.12 z = (х -  2)2 + 2у2 -10.

4.13 z = ( x - 5 ) 2 + у 2 +\.

4.14 z = х3 + у 3 -  Зху.

4.15 z = 2 х у - 2 х 2 ~ 4 у 2.

4.16 z = x ^ [ y - x 2 - y  + 18х + 3.

4.17 z = 2x_y-5x2 -  Зу2 +2.
,4.18 z = х у { \ 2 - х - у ) .

4.19 z = x y - x 2 -  у 2 + 9.
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4.20 z - ^ 2 x y - 3 x 2 ..2 / + 10.

4.21 2 = x3 + 9у  ' -  бху + 1.

4.22 2 = yyfx -  у 2 -  х + 6у.

4.23 2 = х 2 -  ху + у 2 + 9 х - б у  + 20.
4.24 2 = ху(6 -  х -  _у).

4.25 z -  х2 + у 2 -  ху + х + у.

4.26 z - x 2+ху + у 2 - 2 х - у .

4.27 z = ( x - l ) 2 + 2 у 2.

4.28 z = x y - 3 x 2 - 2 у 2.

4.29 z = x 2 + 3(у + 2)2.

4.30 z = 2(x + y ) - x 2 - у 2.

5 Найти наибольшее и наименьшее значения функции
2 = z(x;y)  на компакте D  , ограниченном кривыми:

5.1 z ~ 3 x  + у - х у ,  D : y  = x ,y  = 4,х = 0.

5.2 z = х у - х - 2 у ,  D : x  = 3,y = x , y  = 0.

5.3 2 = х2 + 2 х у - 4 х  + 8у, D . x -  0,х = \ ,у  = 0,у = 2.

5.4 2 = 5х2 -  Зху + у 2, D : x  = 0,x = l ,y  = 0,y = l.

5 .5 2 = х2 +2х у - у 2 —4х, D \ x - y  + \ - 0 , x - 3 , y - Q .

5.6 z - x 2 + у 2 - 2 х - 2 у  + 8, D :x  = 0,y = 0,х + у -  \ = 0.

5.7 z -  2х3 -  ху2 + у 2, В : х  = 0,х = 1,у = 0 , у - 6 .

5.8 z = 3x + 6 y - x 2 - х у - у 2, D :x  = 0,x = l ,y  = 0,y =  l.

5.9 2 = х2 - 2 у 2 + 4ху — 6х — 1, D :x  = 0,y = 0,x + у - 3  = 0.

5.10 z - x 2 + 2лу-10 , D : y  = 0,y = х 2 - 4 .

5.11 z = x y - 2 x - y ,  D : x  = 0,x = 3,y = 0,y = 4.

5.12 z - - ^ x 2- x y ,  D : y - 8 , y  = 2x2.
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5.13 z - З х 2 + Ъу2 - 2 х - 2 у  + 2, D:x  ~0 , y  = 0,x + y - l = 0 .

5.14 z = 2x2 + 3 у 2 +\,  П:у  = ^ 9 - ^ х 2, у  = 0.

5.15 z  -  х2 -  2ху -  у 2 + 4х + 1, D : х = -3 ,у  = 0,jc + у  + 1 = О,

5.16 z = 3х2 +3у2 - х - у  + \, D: x  = 5,y = 0 , x - y - l  = 0.
о 1 , —

5.17 z = 2х + 2 х у ~ - у  — 4jc, D : x - 0 , y  = 2x,x = 0.

5.18 z = х2 - 2 ху  + ̂ у 2-2х,  D: х - О, х  = 2,у  -  О,у = 2.

5.19 z = x y - 3 x - 2 y ,  D:x = 0,x = 4,y = 0,y = 4.

5.20 z = x2 + x y -  2, D : y  = 4x2 - 4 , y - 0 .

5.21 z = x2y ( 4 - x - у), D:x = 0,y = 0,y = 6 - x .

5.22 2 = x3 + y 3 - 3xy, D:x = 0,x = 2,y = - \ , y  = 2.

5.23 z = 4 ( x ~ y ) - x 2- y 2, D \ x  + 2y = 4 , x - 2 y  = 4,x = 0.

5.24 z = x3 + y 3 -3xy,  D : x - 0 , x  = 2,y = - l , y - 2 .

5.25 z - x 2 + 2 x y - y 2-4x,  D : x = 3,y = 0,y — x +1.

5.26 z = 6xy -  9x2 -  9y 2 + 4x + 4y, D:x = 0,x = l , y  = 0,y = 2.

5.27 z — x2 + 2xy -  y 2 -  2x + 2y, D : x -  2,у  = x + 2, у  -  0.

5.28 z = 2x2y - x 3y - x 2y 2, D . x  = Q,y = 0,x + y  = 6.

5.29 2 = 4 —2jc2 - y 2, D : y  = 0,y = J \ - x 2.

5.30 z -  5jc2 -  3xy + y 2 + 4, D:x = - \ , x  = \ , y  = - \ , y  = \.
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