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ОПРЕДЕЛЕНИЕ  ТЕНЗОРА  ЭНЕРГИИ-ИМПУЛЬСА  
С  УЧЕТОМ  ПОЛЯРИЗУЕМОСТЕЙ

С. А. ЛУКАШЕВИЧ 1), Н. В. МАКСИМЕНКО1)

1)Гомельский государственный университет им. Франциска Скорины, 
ул. Советская, 104, 246019, г. Гомель, Беларусь

В рамках ковариантного лагранжева формализма и  согласно принципу соответствия для движения частиц 
спина  1

2
 в электромагнитном поле с учетом поляризуемостей получены уравнения, согласованные с амплитудой 

комптоновского рассеяния, которая следует из низкоэнергетических теорем. Ковариантный лагранжиан согласо-
ван с низкоэнергетическим определением в лагранжевом формализме. Построены и проанализированы на фе-
номенологическом уровне канонический и метрический тензоры частиц с поляризуемостями, взаимодействую-
щих с электромагнитным полем. В системе покоя частицы получена плотность энергии взаимодействия частицы 
с поляризуемостями и электромагнитного поля.

Ключевые слова: ковариантный лагранжиан; уравнения движения; тензор энергии-импульса.
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Within the covariant Lagrangian formalism the equations of motion for spin 1
2

 particles with polarizabilities in the 
electromagnetic field have been obtained. The resulting equations of motion are consistent with the Compton scattering 
amplitude, which follows from the low-energy theorems. The covariant Lagrangian is agreed with the low-energy defi-
nition in Lagrangian formalism. The canonical and metric tensors of particles with polarizabilities interacting with the 
electromagnetic field have been constructed and have been analyzed at the phenomenological level. In the particle rest 
system, the energy density of the interaction of the particle with the polarizabilities and the electromagnetic field have 
been obtained.
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Введение
В электродинамике адронов теория взаимодействия электромагнитного поля со структурными час

тицами базируется на основных принципах релятивистской квантовой теории поля. Диаграммная тех-
ника большей частью используется в  модельных представлениях, где установлен ряд особенностей 
взаимодействия фотонов с адронами [1; 2]. Однако указанная техника применима в основном для опи-
сания электромагнитных процессов на простейших кварковых системах. 

В области низких энергий в случае взаимодействия электромагнитного поля со сложными кварк-
глюонными системами, где методы КХД в основном не применимы, в последнее время все больше 
используются низкоэнергетические теоремы и правила сумм [3–6].

Низкоэнергетические электромагнитные характеристики адронов, связанные с их структурой, такие 
как формфактор, поляризуемости, в настоящее время применяются при изучении электромагнитных 
процессов в нерелятивистской теории [5]. При переходе к релятивистской теории поля можно восполь-
зоваться принципом соответствия и получить функцию Лагранжа, на основании которой последова-
тельно реализовать переход от ковариантного лагранжева формализма к гамильтонову [7–10]. 

Данная работа является продолжением исследований, результаты которых представлены в [6; 8; 9]. 
С помощью ковариантного лагранжиана взаимодействия электромагнитного поля со структурной по-
ляризующейся частицей получены уравнения движения, вычислены канонический и метрический тен-
зоры энергии-импульса. Установлены его теоретико-полевые свойства и определена плотность энергии 
взаимодействия частицы с поляризуемостью и электромагнитного поля в системе покоя. 

Теоретические основы
Полный лагранжиан взаимодействия электромагнитного поля с поляризующейся частицей состоит 

из лагранжиана Le – m для свободного электромагнитного поля, лагранжиана LD для спинорного (дира-
ковского) поля, создаваемого самой частицей, лагранжиана Lint – D взаимодействия свободного электро-
магнитного поля с полем спинорной частицы и лагранжиана L Da b0 0 − , который учитывает электриче-
скую и магнитную поляризуемости частицы:

L L L L LD e m D D Dtotal int− − − −= + + + a b0 0
,

	 L F F i m e A KDtotal − = − + ∂ +





− ( ) + ,1
4

1
2ab

ab
n

n
a

a
σn

σny g y yg y


Q 	 (1)

где 
� � �
∂ = ∂ − ∂n n n; y – волновые функции частиц спина 1

2
; K m F F F Fσn σm n

m
σm n

mp a b= +( )2
0 0

  ; Qσn σ nyg y= ∂( )i
2


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Здесь F Fσm σmrn
rne= 1

2
, Fσm и  Fσm  – обычный и дуальный тензоры электромагнитного поля, a 0 и b0 – элек-

трическая и магнитная поляризуемости, es mrn – антисимметричный тензор Леви-Чивита (e0123 = 1). 
Часть лагранжиана, связанную с поляризуемостями, можно записать в виде

L F G Kab
mn

mn
σn

σn( ) = − = ,1
4

Q

где G mn – антисимметричный (G mn = – G nm) тензор:

G L
A m F F Fmn

ab

m n
r
m rn

r
n rm

r
r mnp a b b= − ∂

∂ ∂( ) = +( ) −( ) −( )
( ) 4

0 0 0Q Q Q .

Для получения уравнений движения при взаимодействии спинорного и электромагнитного полей 
воспользуемся следующей системой уравнений: 

	 − ∂
∂

+ ∂ ∂
∂ ∂( ) = ,L

A
L
Am

g
g m

0 	 (2)

	 − ∂
∂

+ ∂ ∂
∂ ∂( ) = ,L L
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g

0 	 (3)
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	 − ∂
∂

+ ∂ ∂
∂ ∂( ) = ,L L

y yg
g

0 	 (4)

где Am – вектор-потенциал электромагнитного поля. 

Результаты и их обсуждение
С помощью лагранжиана (1) и выражений (2) – (4) найдем уравнения движения частицы спина  1

2
 

в электромагнитном поле с учетом электрической (a 0 ) и магнитной (b0 ) поляризуемостей: 

	 ∂ = − ∂ ,m
mn n

m
mnyg yF e G 	 (5)

	 i m eA i K iKg y g y g y g yn
n n

n n
σn

σ
σn

σ n


∂ −( ) = − ∂( ) − ∂ ,
2

	

(6)
y g y g y g y gn

n n
n n

σn
σ n σ

σni m e A i K i K


∂ −( ) = − ∂( ) − ∂( )2
.

Исходя из уравнений (5), (6), лагранжиан (1) можно представить следующим образом: 

	 L F F iD m iD m= − + −( ) − +( ) ,1
4

1
2

1
2mn

mn y y y y
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	 (7)
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m m
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σ

Учитывая лагранжиан (7) и уравнения (5), (6), канонический тензор энергии-импульса запишем 
в виде

T L
A

A L L g Lcan
mn

m r

n
r

n

m m

n mny
y y

y= ∂
∂ ∂( ) ∂( ) + ∂ ∂

∂ ∂( ) + ∂
∂ ∂( ) ∂ − .

В результате получим

T F G A g F F g G Fcan
mn mr mr n

r
mn

rσ
rσ mn rσ

rσ= − +( )∂ + + .1
4

1
4

Используя неоднозначность определения тензора энергии-импульса, построим метрический тензор 
энергии-импульса: 
	 T T F G Ametr can

mn mn
r

mr mr n= + ∂ +( ) . 	 (8)

Таким образом, Tmetr
mn  имеет вид

T F F g F F G F j A g G Fmetr
mn mr

r
n mn

rσ
rσ mr

r
n m n mn rσ

rσ= + + − + ,1
4

1
4

где j F Gm
n

nm nm= ∂ +( ).
Если в (8) выделить часть метрического тензора, связанную с поляризуемостями, то можно найти

T G F G A g G Fmetr
ab mn mr

r
n

r
mr n mn rσ

rσ
( ) = − ∂ + .1

4
Выполняя интегрирование по частям и используя определение 




E = −∇j согласно работе [10] и прин-
ципу соответствия в системе покоя частицы, получим плотность энергии взаимодействия частицы с по-
ляризуемостью и электромагнитного поля: 

E m E H= − +( )2 00
0

2
0

2p a bQ
 

,

где Q00 – плотность энергии частицы спина  1
2

.
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Заключение
В лагранжевом ковариантном формализме получены уравнения движения частицы спина 1

2
 на осно-

вании ковариантного лагранжиана взаимодействия электромагнитного поля с поляризующимися час
тицами. Определено соответствие между ковариантным лагранжианом, каноническим и метрическим 
тензорами энергии-импульса. В системе покоя частицы получена плотность энергии взаимодействия 
частицы с поляризуемостями и электромагнитного поля.
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