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Введение

Пособие «Интегральное исчисление функции многих пере­
менных» является шестой частью комплекса пособий по курсу 
«Математический анализ» для студентов физических факульте­
тов вузов. В нем рассматриваются криволинейные интегралы 
1 и 2 -го рода, двойные и тройные интегралы, поверхностные 
интегралы 1 и 2 -го рода, элементы векторного анализа, а также 
интегралы, зависящие от параметра.

Весь материал разбит на части, соответствующие одному 
практическому занятию. В каждое занятие включены некоторые 
сведения из теории (основные определения и теоремы без дока­
зательств), решение типовых примеров, задания для аудиторной 
и домашней работ. Отдельно приведены индивидуальные до­
машние задания. Сформулированные в пособии задания разли­
чаются по трудности решения, что позволяет адаптировать 
сложность задания к уровню подготовки студента.

Содержание пособия соответствует учебной программе по 
математическому анализу для физических специальностей и свя­
зано с курсом лекций.

При подборе задач авторами использованы различные источ­
ники, в том числе «Сборник задач и упражнений по математиче­
скому анализу» Б. П. Демидовича (1990), «Математический ана­
лиз в вопросах и задачах. Функции нескольких переменных» 
В. Ф. Бутузова (1988), «Сборник индивидуальных заданий» 
А. П. Рябушко (1991).

Пособие может быть использовано преподавателями при 
проведении практических занятий и студентами в их самостоя­
тельной работе над предметом.
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Практическое занятие 1 Криволинейные интегралы 1-го 
и 2-го рода

1.1 Определение, свойства, вычисление и приложения криво­
линейного интеграла 1-го рода

1.2 Определение, свойства, вычисление и приложения криво­
линейного интеграла 2 -го рода

1.1 Определение, свойства, вычисление и приложения 
криволинейного интеграла 1-го рода

О п р е д е л е н и е  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а
1-го р о д а .  Пусть функция f ( x ; y )  определена и ограничена в 

точках (х;у ) гладкой или кусочно-гладкой кривой А В,  лежащей 
в плоскости О ху . Разобьем кривую АВ  точками 
А = М 0 < М Х < ...< М п = В  на п частичных дуг /,, 12, ..., 1п , 
длины которых равны А/,, А/2, А 1п . Выберем на каждой час­

тичной дуге lk , k - \ ,2 , . . . ,n  точку Ck (^k;rjk) (рисунок 1. 1).

для определения криволинейного интеграла 1-го рода

Сумма

<1Л)/Ы1

называется интегральной суммой для функции f { x \ y ) ,  опреде­
ленной на кривой А В .
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Обозначим Я = max А/,
IS*Sn

Криволинейным интегралом первого рода называется предел 
(если он существует) интегральной суммы ( 1.1) при Л-> 0  и 
обозначается

( /(* ;y)dl = lim X  71 к )Ык ■•/ п - у со
АВ к=\

Подынтегральная функция f ( x ; y )  называется интегрируе­
мой вдоль кривой А В , сама кривая АВ -  контуром интегриро­
вания, А и В -  начальной и конечной точками интегрирования, 
dl -  дифференциал дуги.

Т е о р е м а  1 ( с у щ е с т в о в а н и е  к р и в о л и н е й н о г о  
и н т е г р а л а  1 - г о  р о д а )  Если функция f ( x ; у) непрерывна 
в каждой точке гладкой кривой А В , то криволинейный инте­

грал | f(x ',y )d l существует, и его величина не зависит от спо-
АВ

соба разбиения кривой на части и выбора точек на та.
С в о й с т в а  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  1 - г о  

р о д а .  Криволинейный интеграл 1-го рода обладает следующи­
ми свойствами:

-  Jdl = L , где L -  длина кривой А В ;
АВ

-  (линейность) если а  и /? —  произвольные постоянные 
числа, функции f ( x : y )  и g(x;y) интегрируемы на кривой АВ,  
то функция а  ■ f (x ;y )+  /3 ■ g(x;y)  гоже интегрируема на кривой 
АВ  и справедливо равенство:

tyaf(x\y)+ P g(x ,y)\il = а  ^ f{x\y )d l  + [1 \g {x \y )d l ;
АВ  АВ АВ

-  (аддитивность) если кривая АВ  состоит из двух частей 
АС  и С В , АВ  = А С 'и  С В , имеющих одну общую точку, на ка­
ждой из которых f { x m, у )  интегрируема, то функция f ix ' ,у )  так­
же интегрируема на кривой АВ  и справедлива формула:

Jf{ x ;y )d l=  j f { x ;y )d l  + j' f{x;y)dl;
А В  A C  СВ
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-  (оценка интеграла) если на кривой АВ  имеет место нера­
венство , то

J/0* < М  L ,{x;y)dl
АВ

где L -  длина кривой А В ;
-  (монотонность) если для точек кривой АВ выполнено не­

равенство f (x ' ,y)>g(x\y) ,TO

\ f{x \y )d l>  \g(x\y)dl;
АВ АВ

-  криволинейный интеграл 1 -го рода не зависит от направле­
ния обхода кривой А В :

ff ( x ; y )d l=  \ f ( x ;y )d l .
АВ BA

В ы ч и с л е н и е  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  1 - г о  
р о д а .  Вычисление криволинейного интеграла 1-го рода сво­
дится к вычислению определенного интеграла.

П а р а м е т р и ч е с к о е  п р е д с т а в л е н и е  к р и в о й  
и н т е г р и р о в а н и я .  Пусть кривая АВ  задана параметриче­
скими уравнениями

x = x(t), y  = y(t), t e [ a , p ] ,  
где x(t) и y(t)  -  непрерывно дифференцированные функции па­
раметра t , причём точке А соответствует t = а , точке В -  зна­
чение t = /3, х'2 (/) + у '2 (/) ?* 0 .

Тогда дифференциал длины дуги равен:

dl = -J(tf(t)Y+(y'(t)Ydt
и криволинейный интеграл 1-го рода вычисляется по формуле:

Р ___________
}/(•*;y)dl = } /(* ( 'Ы '))' 4 х'2 (0+  у'2 (*)ж • (1-2)

АВ  а

П о л я р н о е  п р е д с т а в л е н и е  к р и в о й  и н т е г р и р о ­
в а н и я .  Пусть кривая АВ  задана в полярных координатах 
уравнением

г = г(ср), а<(р</3 ,
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и r{cp) имеет непрерывную производную г'(<р) на [а;/9].

Тогда дифференциал дуги равен dl = д/ r 2 + (r')2dq> и криво­
линейный интеграл 1 -го рода вычисляется по формуле:

Р ____________
J f ( x ; y )d l=  jf(r(<p)cos(p;r(<p)s'm<p)--Jr2(<p)+r’2 [<p)d<p. (1.3)

А В  а

Я в н о е  п р е д с т а в л е н и е  к р и в о й  и н т е г р и р о в а -  
н и я . Пусть кривая АВ  задана уравнением у  = у ( х ) , а < х < Ь , и 
у{х) имеет непрерывную производную у ’(х) на отрезке \a,b\.

Дифференциал дуги имеет вид dl = ^ \  + y '2(x)dx и справед­
ливо равенство

ь ________
{ /(* ; y)dl = J/ (* ;  Я * )) ' а/ 1 + У 2 (*) d x - ( 1 -4)

АВ а

Аналогично определяется криволинейный интеграл 1-го рода 
для функции 3-х переменных по пространственной кривой А В :

§ f ( x iy>z )dl ■
А В

Для вычисления криволинейного интеграла 1-го рода от 
функции /(x ;j> ;z ) по пространственной кривой АВ,  заданной 

параметрическими уравнениями х = х(/), y ~ y ( t ) ,  z  = z(t), 
t е  [а,/?], справедлива формула:

Р __________________
J f(x ;y;z)d l  = jf(x(t},y(t},z(t))-yjx'2 (/)+ у'2 (/)+ z'2 ( t ) d t . (1.5)

А В  а

П р и л о ж е н и я  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  1 - г о  
р о д а .  Криволинейный интеграл 1-го рода используется для 
вычисления:

-  длины кривой

L=  \d l;  (1.6)
АВ
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-  площади цилиндрической поверхности, направляющей ко­
торой служит кривая А В , лежащая в плоскости Оху,  и обра­
зующая параллельна оси Oz

S =  \ f ( x ;y )d l ;  (1.7)
АВ

-  массы материальной кривой АВ  с плотностью р ( х \ у )

т =  ^p(x-,y)dl-, ( 1 .8 )
АВ

-  статических моментов и координат центра тяжести ма­
териальной кривой АВ  с плотностью р{х',у)  относительно осей 
Ох и Оу

м л = j ур{х \у№1’ м у = \xp{x-,y)dl;
АВ АВ

м  М х (1-9^
*о = -----> Уо = ----- »т т

-  моментов инерции материальной кривой АВ  с плотностью 
р ( х , у )  относительно осей Ох и Оу,  а также начала коорди­

нат 0 (0 ;0 ) соответственно:

h  = \ у 2p {x \y )d l, 1у = \ x 2p { x \y )d l,I0 =1Х + 1у . (1.10)
АВ ■ АВ

1.2 Определение, свойства, вычисление и приложения 
криволинейного интеграла 2-го рода

О п р е д е л е н и е  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а
2 - г о  р о д а .  Пусть в плоскости Оху задана непрерывная кри­
вая А В . И пусть функции Р(х;у)  и Q(x;y) определены в каж­
дой точке кривой А В . Разобьем дугу АВ  точками 
А < М ] <... < М п = В в направлении от точки А к точке В 
на п частичных дуг 12, ..., 1п , длины которых равны А/,, 

Л/2, А/„. Выберем на каждой частичной дуге lk = М  kxM k , 

к =1,2,...,и , точку Ск{^к\т]к) . Проекциями дуги 1к = М к_]М к на 

оси Ох и Оу являются Ахк и Аук (рисунок 1. 2).
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~ ~ о|
Рисунок 1.2 — Разбиение кривой АВ 

для определения криволинейного интеграла 2 -го рода

Сумма

£/>(£ ;77*;)Л х* ( 1. 1 1 )
Jbi

называется интегральной суммой по переменной х  для функ­
ции Р(х;у);  сумма

О -л л  ( 1-12)
/=i

называется интегральной суммой по переменной у  для функ- 
Ции

Обозначим Я = шах AL .
1 <к<.п

Криволинейным интегралом по координате х по кривой АВ  
от функции Р(х;у) называется предел (если он существует) ин­
тегральной суммы ( 1 .1 1 ) при Я-> 0 :

И  x ; y ) d x = \ \ m Y j P (^ ; r j k)Axk . (1.13)
АВ * “ 1

Криволинейным интегралом по координате у  по кривой АВ 
от функции Q(x;y) называется предел (если он существует) ин­
тегральной суммы (1.2) при Я -»  0:

jQ ( x ] y ) d y  = \ \mYQ(^- ,T]k)Ayk . (1.14)

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Криволинейным интегралом 2-го рода по кривой АВ от функ­
ций Р{х;у) и Q(x;y) называется предел (если он существует) 
при Л - > 0  интегральной суммы

i .H & W k ) * * * + б (4 ;% )А у * ,
/=1

и обозначается

JHх; y)dx  + Q(x; y)dy = lim J  P fc ; 77, )Лх, + Q(g, ; 17, )Ду, . (1.15)
л-»о . ,

АН г=1
Криволинейный интеграл 2-го рода можно записать в виде 

\p{x;y)dx + Q{x-,y)dy= \p{x,y)dx + JQ{x;y)dy.
АВ АВ АВ

Т е о р е м а  2 ( с у щ е с т в о в а н и е  к р и в о л и н е й н о г о  
и н т е г р а л а  2 - г о  р о д а )  Если кривая АВ гладкая, а функ­
ции Р{х',у) и Q{x\у)  непрерывны на кривой АВ, то криволиней­
ный интеграл 2-го рода существует.

11усть АВ -  замкнутая кривая, т. е. точка А совпадает с точ­
кой В . Тогда для нее можно определить два направления обхода 
от точки А к точке В . Направление обхода замкнутой кривой 
называется положительным, если область, лежащая внутри это­
го контура остается слева по отношению к точке, совершающей 
обход (рисунок 1.3, а). Противоположное направление называ­
ется отрицательным (рисунок 1 . 3, б).

а) ^  б)
Рисунок 1.3 -  Положительно (а) и отрицательно (б) 

ориентированный контур

Интеграл по замкнутому контуру Г в положительном на­
правлении обозначается как

j Р(х; y)dx  + Q(x; y )d y . (1.16)
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С в о й с т в а  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  2~го 
род а .  Криволинейный интеграл 2-го рода обладает следующи­
ми свойствами:

-  (линейность) если а  и /3 -  произвольные постоянные чис­

ла, функции 1\{х\у) и Р2(х ;у ) интегрируемы на кривой АВ  по 

переменной х, то функция а ■ Рх{х\у)+ (3■ Р2(х\у) также интег­

рируема на дуге АВ  по переменной х и справедливо равенство

j {aP] (x;y)+/3P2(x;y))dx =  a  \P] (x;y)dx + f l  fP2(x;y)dx.
АВ АВ AB

Аналогично по переменной у ;

-  (аддитивность) если дуга АВ состоит из двух частей АС  
и С В , А В - А С  и  С В , имеющих одну общую точку, на каждой 
из которых Р (х ;у ) и Q(x; у ) интегрируемы, то функции Р {х ;у ) 

и Q(x\y) также интегрируемы на дуге А В и справедлива фор­
мула:

jp (x ;y )dx + Q(x;y)dy =
АВ

= JP(x\y)dx + Q{x-,y)dy+ y)dx + Q(x; y )dy ;
AC CB

-  (ориентированность) при изменении направления пути ин­
тегрирования криволинейный интеграл 2-го рода изменяет свой 
знак на противоположный:

\p{x\y)dx + Q{x;y)dy = -  ^P(x\y)dx + Q{x;y)dy ;
АВ BA

-  если кривая АВ лежит в плоскости, перпендикулярной оси 

Ох , то JP(x;y)dx =  0; если кривая А В лежит в плоскости, пер-
АВ

пендикулярной оси О у , то |б(х;y)dy =  0;
АВ

-  интеграл по замкнутому контуру не зависит от выбора на­
чальной точки, а зависит только от направления обхода кривой.

В ы ч и с л е н и е  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  2 - г о  
р од а .  Вычисление криволинейного интеграла 2-го рода сво­
дится к вычислению определенного интеграла.
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П а р а м е т р и ч е с к о е  п р е д с т а в л е н и е  кривой  
и и т е г р и р о в а н и я . Пусть кривая АВ  задана параметриче­
скими уравнениями

* = *(/),  y = y{t), t e [a ,0 ],  
где x(t) и y (t ) -  непрерывно дифференцированные функции па­

раметра ( , причём точке А соответствует / = а , точке В -зн а ­

чение t = P ,  х'2 (? )+ / 2 (0 * 0 .  И пусть функции и 

(>(.v; у) непрерывны на кривой А В . Тогда криволинейный инте- 

I рал 2-го рода вычисляется по формуле:
р

\Pdx + Q d y = ^ P - x ' { t )  + Q - y ' ( t ) ] d t .  (1.17)
АН а

Я в н о е  п р е д с т а в л е н и е  кривой  и н т е г р и р о в а ­
ния. I 1усть кривая АВ задана уравнением у  = у ( х ) , х е [a;b], 

где функции у(х ) и у '(х) непрерывны на отрезке [я;б]. Тогда

криволинейный интеграл 2-го рода вычисляется по формуле:
ь

\Pdx + Q d y = ^ P {x \ y (x ) ) + Q {x \y {x ))y '(x )^ d x . (1.18)
АН а

Т е о р е м а  3 ( с в яз ь  м е ж д у  к р и в о ли н ей ны м и  
и н т е г р а ла ми  1 - г о  и 2 - г о  р о д а )  Пусть

1) кусочно-гладкая кривая АВ, лежит в плоскости Оху и за­

дана уравнениями х = x(t), у  = y(t), где x(t) и y (t) непрерывно 

дифференцируемые функции на отрезке [tar;/?], х'2 (/)+ у '2 (? )Ф 0, 

причем А (х (а },у (а )), В (х(/3\у(/3));

2) функции Р{х\у) и Q (x ;y ) кусочно-непрерывны вдоль кри­
вой АВ;

3) вектор т = (cosa;cos /3), единичный касательный вектор к 

кривой АВ в точке М(х;у ) ,  где а и /3 углы, составляемые с 

осями координат (рисунок 1. 5).
Тогда имеет место равенство:

| Pdx + Qdy = J (Pcosa  + Qcos/3)dl. (119)
АВ АН
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Рисунок 1.4- Связь криволинейных интегралов 
1-го и 2-го рода

Для пространственной кривой, заданной параметрическими 
уравнениями

*  = * (/ ),  y  =  y ( t ) ,  z = z ( t ) ,  

где x(t), y (t ) и z{t) непрерывно дифференцируемые функции на 

отрезке [а\Р] , х'2 (t )+  у '2 (t ) + z '2 ( t ) *  О, A (x (a ),y (a },z (a )), 

B(x(fi},y(/3},z(fl)), криволинейный интеграл 2-го рода вводится 

аналогично плоскому случаю:

\р {х', У1z)dx + £?(*; У, z)dy + Я(х; у; z)dz . (1.20)
АВ

При этом формула, выражающая связь между криволиней­
ными интегралами 1 -го и 2-го рода имеет вид:

j Pdx + Qdy + Rdz = J^coser + geos (5 + R cosy )d l , (1.21)
АВ AB

где f  = (cosa ;cos/?;cos/), единичный касательный вектор к 

кривой АВ в точке M(x;y;z ) ,  а , /? ,у углы, составляемые т с 

положительными направлениями осей координат, причем на­
правление вектора г соответствует направлению движения от 
точки А к точке В.

П р и л о ж е н и я  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  2 - г о  
рода .  Криволинейный интеграл 2-го рода используется для 
вычисления:
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работы силы F  по перемещению материальной точки 
и/нии. кривой АВ отточки А до точки В :

A JР(х; у, z)dx + Q(x ; у; z)dy + R(x; у; z)dz, (1.22)
AH

I m r(x\y;z)  и Q(x,y;z) ,  R(x;y;z)  проекции силы F  на коор­

динатные оси Ox,  О у , Oz соответственно;

/пощади плоской фигуры , ограниченной замкнутым конту­
ром I :

S = <^xdy, S = -^ y d x , S - —^xd y -yd x . (123) 
г г 2 г

Покроем дли самоконтроля

I Ч т  называется интегральной суммой для функции fix ',у ),  
определенной на кривой АВ ?

Дайте определение криволинейного интеграла 1-го рода.
t I К речислите свойства криволинейного интеграла 1-го рода.
I Что общего и какие различия между свойствами криволи- 

н>Иного интеграла 1-го рода и определенного интеграла?
’> Как вычисляется криволинейный интеграл 1-го рода в сле- 

иующич случаях задания плоской кривой: а) в параметрическом 
ни не. б) н полярных координатах; в) в явном виде?

(> 11орсчислите геометрические и физические приложения 
|'||||ио1|инейного интеграла 1-го рода?

/ ( формулируйте определения:
и) интегральных сумм для криволинейного интеграла 2-го ро­

ли;
1>) криволинейного интеграла 2-го рода.
Н Перечислите основные свойства криволинейного интеграла 

)  in роди.
(< Как вычисляется криволинейный интеграл 2-го рода в слу- 

чнич а) параметрического задания; б) явного задания кривой 
itHiei рнрования?

К) ( формулируйте теорему, выражающую связь между кри- 
иоиннейнмми интегралами 1 и 2-го рода.
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Решение типовых примеров

1 Вычислить интеграл Jy 2d l , где

АВ = \(х;у)

АВ

Л
x = acost, y - a s m t ,  0<t  < — f .

Р е ш е н и е .  Подставляя вместо х и у  их параметрические 

представления, имеем:
2 2 * 2  у —a sin t ,

dl = i f i - a s m t ) 2 +  (acost )2 - a d t .

Тогда по формуле (1.2) получим:

j y zdl = Ja1 sin2 tdt = —  J(l -cos2t)d t =  —  ( t
AB 0 2  0 2  V

2 Вычислить интеграл f(x + y )d l , где

sin 2r а я

AB

AB-\ ( x - , y )

Р е ш е н и е .  Подставляя вместо x и у  их представления в 

полярных координатах, имеем:

„ . _ cos2 2(р , dqj dcp
dl -  sin 2cp + ------- —dcp = ^ .

V sin2«? ,/sin 2^ r

Тогда no формуле (1.3) получим

^  Л »  ^\d<p -
|(д: +  jy)c//-  j ( r s i n ^  +  r c o s ^ )— -  | (s in ^  +  cos^)c/cf7-2.

AB 0 r  0

3 Вычислить интеграл jydl, где
AB

AB - 1 (.r;.y)|>;2 = 2x от точки 0(0, 0) до точки М { 2 ; 2 )  |. 

Р е ш е н и е .  Имеем:
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У = л/2х , у'= г— , < И - л\\-\-----Лс.
V2x V 2х

I in ди но формуле (1.4) получим:
2 I---- 7~ 2 _______ 3 *

Ги// JV2дс-д|1н----- <& = |л/2хТТс& = —(2х + 1)2
4(1 (I * 2 *  0 3

- j (S '/ 5 - l ) -

I Вычислить интеграл jxcfct + xyrfy, где
лв

Л/? = {(х;.у)|х2 +>’2 = 1 ,х > 0 ,;у> 0 | .

/‘ (• ш <-» и с . Перейдем к параметрическому заданию окруж­
ит ги:

jx  = rcos/,

[у  - г  sin t,

я
I иг ( I и 0 £ / £ у . Точке А соответствует значение параметра

( 0. и Iочке В -  значение t = — .Тогда x'(/) = -sinr и
2

I (у) cos /. 11одставим в формулу (1.2)
Л
2

[wA I xydy= j[-cos/sin/ + cosfsin/-cos/]<# =

К
~2 cos31

ill

[cos/sin/Л + Jcos2/sin/Л =
cos21

t 1

2 + 3 ~  6
* Вычислить интеграл j(x2 + >')o!x + xydy, где (рисунок 1. 6)

AB

л) AH {(x ;^ )|^ = x , 0 < x < l ) ,

v< '«нома адукацьи 
'11 iMi'iibi Ki в (Яржауиы vHisepciT3T 

iми Фэ^нцыск j  С ю р ы н ы ”

I» • Г»Л I Я ТЭК A
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б) Л В ~ { { х ; у ) \ у  = х \ 0 < х < 1

в) АВ = \(х\у)
ломаная, проходящая

через точки А(0;0),С(1;0), S (l;l)j

Рисунок 1.5- Различные кривые АВ 

Р е ш е н и е ,  а)по формуле(1.18) имеем:
у =  х,

У '=1
0 < х < 1 .

j (x 2 +  y)dx +  xydty -
АВ

б) J(x2 +  y)dx +  xydy =

|(jc2 + x + x-x-\\dx-

2 1 7 .

~ 3~+ 2 ~ 6 ’

AB

= j(2x2 + 2x4 )dx = j — jc3 + —x

y =  x , 

y '=2x, 

0 < x < l .  

l

- J tX 2 + x 2 +  X 2 X ■ 2 x)dx =

0

2 2 _16  

3 5 ~ 15

в) используя свойство аддитивности криволинейного инте­
грала, имеем:

J(x2 + y)dx + xydy = j(x 2 + + xyJy + J(jc2 + y)dx + xydy =
/IB /1C CB
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Л( ': у  = 0,0 < х < 1, 

С Я : дс = 1,0 £ .у ̂  1.
[(х2 + о)с& + J(l + у ) - О +1 • ydy ■■

1 2

J о

- I  1 - 1
“ 3 + 2 _  6 '

<> Найти массу материальной дуги линии у  = х +1 между 

ШЧКЙММ Л(<);|) и Д(1;2), если линейная плотность в каждой точ- 

м l\ I (>, г ) пропорциональна абсциссе этой точки

Г г ш с н и е .  Выражение для плотности имеет вид 
/•((.г) к \ , где к -  коэффициент пропорциональности. Тогда 

им формуле ( 1.8) находим
I   г 1 ______

т J />(х ,y )d l = к J W 1 + 4х2 d x - — jW l  + 4x2d{\ + Ах2) =
ли

A (l I 4 х ^ _  
| 3

2
V2 2 1 3

/ В ы ч и с л и т ь  д л и н у  д у г и  ЛИНИИ X = t, y  =  ~ ^ t ’ Z  =  ~Tl t ПРИ

I» % l \  I .

I ' t 'Wi'  и и e . Имеем x, - 1, у, =  -J21, z , = t 2.
10171*

ill Jx,2 + y,2 +z,2 = Vl + 2/2 + t i dt = (l + t2)dt.

(пнчи г, по формуле (1.6) длина дуги равна

I \,ll J(l +  »2) *  =  Г г + 4
All

4

3

8 I lull i и работу, производимую силой F  = 4x6 i + xy j  вдоль

ауги припой у - Xs отточки л(0;0) и J5(l;l).

Г r hi с п tic . По условию P{x\y)  = 4x(>, Q ( x ; y ) =xy .  Подстав­
ки и и формулу ( 1.22) для вычисления работы, получим
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1 i 
A =  J*4jc°ш: + xydy =  ^Axb dx + x • x3 * 3x2dx = 7 Jx6 = x71 = 1 . 

ab о о
2 2 

X  V
9 Вычислить площадь, ограниченную эллипсом —  + —  = 1.

а b
Р е ш е н и е .  Параметрические уравнения эллипса имеют вид 

x = acost, y = bsint, 0 < t < 2 n .
Отсюда dx = -a  sin td t , dy = boost d t.
Тогда по формуле (1.23) искомая площадь равна

1 1 1л 
S -  — <jxtfy -  ydx = — cos21 + ab sin21 dt -

2 t 2 о
2 к

ab J(cos2 f + sin2 t)dt = n a b .

Задания для аудиторной работы

1 Вычислить криволинейные интегралы 1 -го рода:

а) ^ydl, где Г -  отрезок прямой у = х между точками
г

4 0 ;0)  и 5(1;1); 

г*3б) \ -jd l ,  где Г -  дуга линии ху = 1 между точками .4(l:l) и

В

г У

А

в) \y2d l , где Г -  дуга линии х = In у  между точками ^(0;l) и 
г

В { 1;е);

. г sin3 х 7, _  . я
г) 1-т-  -----= d l , где I -дуга  линии у - cos л:, 0 < х <  — ;

r v l  + sin: jc 2

д) fsin4 xcosxdl, где Г  -  дуга линии jy = In sin х. — < х <  — ;
J А 'З
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I ,’( I * cos (р);

«0 |» ’ \><Л, где Г  -  дуга астроиды x = 4cos3*, у = 4sin3/,

r> ^yjx1 f  у3 d l , где Г -  верхняя половина кардиоиды
I

I I Начислить криволинейные интегралы 2-го рода по данной 
ммнип и укачанном направлении:

й) I hi ' х dx + - у , где Г -  дуга линии у = ctg х , 0 < х <  — ; 
f  У 3

П) J(jr' y2)dx  + xydy, где Г -  дуга линии у - 2 х между точ-
I

ками |(о,1) и /i(l;2 );

и) t 'Sydy + (дс-y)dx,  где Г -  дуга линии у - х 2 отточ-
I

h i 4(0;») до  Д(1;1);

I) \y3Ux + xydy, где Г -  дуга эллипса x = 2cos t, у - s\n t ,
Г
П

О

f 3 * 3I ч/v xdy, где Г  -  дуга астроиды х ~ 2  cos t, у  = 2 sin t .
I
_ n 

»  % I •,
2

e) W dx + x2dy , где Г  -  первая арка циклоиды 
г

* Ц/ si п/ ) ,  у -  3(1 - cos t ) ,  0</<2 ;г ;

■к) иычислить j ( y  + z)dx + (x  + z)dy + (x  + y )dz,  Г : x - t 2, 
г

I I* . х Л  05/^1;
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и) вычислить jzydx + zxdy + xydz, Г -  дуга винтовой линии
г

х = R cos t , у  -  7?sin /, z = ——- от точки пересечения с плоско-
2 л

стью г  — 0 до точки пересечения с плоскостью z = 3 .
3 Вычислить длину дуги кривых:

а) x - t , у =  л / 2 Ы , z — —, 1 < / < 1 0 ;
б) x = 6 cos/, у  = 6 sin/, z =  St, 0 <1 < 2л .
4 Вычислить площадь фигуры, ограниченной замкнутым кон­

туром, образованным указанными линиями:

а) первой аркой циклоиды x = 2 (/-sin/), у =  2(1 - c o s t ) ,  

0 < t < 2 x ;

б) лемнискатой Бернулли (х 2 + у 2) = 2 (х2 -  у2).

5 Найти массу материальной кривой с заданной плотностью:

а) 4у = х4, 0 < х < 1, р(х; у ) = х5 + 8ду;

б) (дг2 + / ) 2 = 8 (д:2 - у 2) ,  р ( х ; у ) - х  + у .

3^2
6 Найти массу дуги кривой x - t , у -  -7= ,  z - t 3, 0 < / < 1, ес-

V 2
ли линейная плотность р (х ,y,z )=x -\ - z .

7 Найти работу, производимую силой F  = X  i + Y  j  вдоль 

указанной линии:

а) F ~ x 2i + x y 2j ,  L -  отрезок между точками Л(0;l) и 

5(1; 2 );

б) F  = (х3 + y) i  + (х + у 3 )у , L -  ломаная ABC, где ^ (l;l) и 

5(3;1), С(3;5);

-  -  1 -  (
в) F  = х2 i + ~ y  j  , L -  дуга линии ху = 1 от Л(\;\) и В 4;-

У  V '
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i )  /■ yi  + x j , L -  дуга астроиды x -acos^t ,  y = bs'm^t, 

n . . ^ Я
% 4 ’
д) найги работу А переменной силы

2 2

/ (2 I xy7)i + { x2y ~ 3 ) j  вдоль эллипса — + — = 1 от точки 

ll( .’ ,<)) до точки С(2,0).

(идшши для домашней работы

I И i.i числить криволинейные интегралы 1-города:

и) J «•<■//, где Г -  дуга линии2у = х2 между точками ^ (l;l) и

4 , 1  
;  2

О) JV1 + хьd l , где Г -  дуга линии 4у = х4 между точками

Л((>;0) и в\ 1 ;I I ;

г COS2*
и) ;—  . . . . d l , где Г -  дуга линии v = sin х , 0 < х < л ;

W 1- — :2“Г VI + cos2 х

1) (Vl f  cos4 xdl, где Г -  дуга линии у = tg jc , 0 < лг < — ; 
г 4

д) [sin2 jccos3 xdl, где Г -  дуга линии у =  In cos х , 0<лг<-~, 
г 4

/■ a(l + cos^);

е) [ \Jx + у  + 4 d l, где Г -  дуга спирали Архимеда г  =  2<р, 
г

между точками Л (0;0) и В (4;2);
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ж) j xy2d l, где Г -  дуга окружности х = 3cos/, у  = 3sin/\

О < t < ~ .
2

2 Вычислить криволинейные интегралы 2-го рода по кривой в 
указанном направлении:

a) jsirs2 х + y 'd y , где Г -  дуга линии у =  cos х , 0 < х < п ;
г

б) f-х<̂ [ + yty. 5 где Г -  отрезок от точки ^ (l;l) до В (2;2);
г х + У

ч Г 2 , dv п лв) cos хах + ̂ г-, где I -дугалинии y - t g x ,  — < х <  — ;
г У 4 3

г) |(х2 + у 1 j dx + xydy, где Г -д уга  линии у = ех между точ- 
г

ками Л(0;1) и В{\;е);

д) Jxydx + y2dy , где Г -  дуга кривой x = t2, y = t, 1 < / < 2 4 ;
Г

е) Jx2ydx + у2 xdy, где Г -  дуга кривой x - t , у - Р ^  1 < £ < 14;
г

* ) j ( x + y)dx + ( x -  y )dy , где Г -  дуга окружности х = 4cos?,
г

y = 4sin/, 0 < t <  — ;
2

и) j2xydx + у 2dy + z2dz, Г -  дуга одного витка винтовой ли-
г

нии x = cos/, >’ = sin/, z = 2t от точки л (1,0,0) до точки 

5(1,0, Ал) .
3 Вычислить длины дуг пространственных кривых:

2 т ■>
а) х — —t , y = t , z = t, 0 < t < 3 ;

б ) x = ch г , у  = sh /, z = t , 0 < / < I .

4 Вычислить площади фигур, ограниченных замкнутыми кон­
турами, образованными указанными линиями:
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Ч 4 4п) у = л: , у =х;
б) x = 2 cos3/, y  = 2 sin3/, 0 < / < 2tt (астроида).

5 11айти массы материальных дуг линий при заданной плот­
ности:

а) у = х\  0< х<1, р(х\у) = у;
б) х = 5(r — sin/), y  = 5 (l-cos/ ), 0< t < 2x , р(х\у) = :с; 
п) х -  /cos/, _y = /sin/, z = t, 0 < / < 2тг;

<» 11айти работу, производимую силой F = X  i + Y j  вдоль 

криной:

н) F -  x1 i +x2 j  , Г -  дуга линии y = x2 от и й(3;9);

г) найти работу силы F -\y-z,xz,x2) вдоль отрезка прямой 

ЛИ: /1(0,2-1), 5(2,1,0).

-z,xz,x'
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Практическое занятие 2 Двойной интеграл

2.1 Определение и свойства двойного интеграла
2.2 Вычисление двойного интеграла путем сведения к по­

вторному интегралу

2.1 Определение и свойства двойного интеграла
Пусть G  замкнутая область (замкнутое связное множество) 

пространства М2, / ( х ;у )  -  произвольная функция, определен­

ная и ограниченная на этом множестве (рисунок 2. 1).

Будем предполагать, что граница области G  состоит из ко­
нечного числа непрерывных кривых, у(х )  или х (у ). И пусть

г = { ,  G, n G ( = 0 ,  разбиение области G . Обозначим AS,

-  площадь Gn d ( G :)  -  sup р{х\у)  -  диаметр областей G ,,
x,yeGi

Я = maxc/(G,) -  мелкость разбиения. В каждой части G, выбе-

рем произвольную точку СД^,;7 ( ) .  Тогда /(^,;^,) -  значение 

функции в этой точке.
Сумма

crn(r,C ,) = ̂ / f e ; 7, ) .M , (2.1)
/=1
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пи ii.iiuu гея интегральной суммой Римана дая функции f ( x : y )  

ни множестве G ,  соответствующей разбиению т и выбору то- 

"  •' ( ) ( ’,'<Th ) -
I ели функция f ( x ; y ) ,  ограничена на G , то для любого раз- 

ын иин I j G ,}, / = 1,2,...,п, определены числа:

m, = ,  ‘nf  . f { x ;y ) ,  M i = sup f {x\y) .
w h o ,  (x,yha,

n n
( yMMbl Xt ^ m ,  - AS,, ST = £ М , - М ,  называются нижней

/■I (=i

и т /пш’и суммами Дарбу, соответствующими разбиению г .
I(ионным интегралом от функции /(■*;>’) по замкнутой об­

ними <I называется предел (если он существует) интегральной
• \ ммы (.4  ) мри Я - »  0:

№  x-y )dS = \\mfj f ( { - T ], ) -ASl , (2.2)
a '=*

|м • /ii.ii111*I ральная функция f ( x ; y )  называется интегрируемой на

г..... . (/, множество G -  областью интегрирования, х, у
п, ременными интегрирования, dS -  элементом площади.

I т р е м а  1 ( н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  и н т е г р и -  
/I iv  мт т и)  Если функция z = f (x ',y ) интегрируема на облас­
ти ( I , то она ограничена на этом множестве.

1 е орвм а  2 ( д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  и н т е г р и ­
руй м о ст и )  Если функция z = f ( x ; y )  непрерывна в области 

•. нт она интегрируема в этой области.
I гарема 3 ( к р и те р ий  и н т е г р и р у е м о с т и  

J(iip<> у)  Для того чтобы ограниченная функция была интегри­
руемо к ышкнутой области G  с  Ж2, необходимо и достаточно, 
чтччы Очи любого е >0 нашлось такое S >  0, что для любого 

puihiH’HU)! г { G,} с мелкостью Я(г) < 8 выполнялось неравен-

I что S, ,vr < е .
III определения двойного интеграла следует, что для интег­

рируемой на множестве G  функции f ( x ; y )  предел интеграль­
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1

ных сумм существует и не зависит от разбиения области на час­
ти. Поэтому, не ограничивая общности, можно разбивать об­
ласть интегрирования G на части прямыми, параллельными ко­
ординатным осям (рисунок 2. 2). Тогда AS, =  Ах, • Лу,. Учитывая, 
что dS = dxdy, можно записать:

J J y W V 5 = J J f{x ;y )dxdy.
G G

Рисунок 2 .2 -  Разбиение области G  на части прямыми, 
параллельными координатным осям

Основные с в о й с т в а  двойного интеграла аналогичны соот­
ветствующим свойствам определенного интеграла:

-  JJc/iS = JJdxdy = S , где S -  площадь области G ;
С G

-  (линейность) если а  и (3 -  произвольные постоянные чис­

ла, функции f ( x ; y )  и g(x;y)  интегрируемые в области G ,  то 

функция а - f (x ;  у ) + (1 ■ g(x; у ) тоже интегрируема в G  и спра­

ведливо равенство:

\\{<tf(x>y)+ 0g{x;y))dxdy = a ^f(x\y)dxdy  + р  fy (x\y )dxdy ;
G G G

-  (аддитивность) если область G  является объединением 
областей G, и С 2, не имеющих общих внутренних точек, на 

каждом из которых f ( x ; y )  интегрируема, то функция f { x ; y )  
также интегрируема в области G и справедлива формула:

Я *  ; y)dxdy = ; y)dxdy + J] Л к у  )dxdy;
G Gj Gj
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-  если в области G имеет место неравенство f ( x : y ) > 0 , то 
справедливо неравенство

\\A x\y)dxdy> 0;
G

(монотонность) если f { x : y )  и g (x ;y ) интегрируемы в об- 

листи G  и f ( x\y )<g {x ' , y )  в любой точке (x ;y )eG ,T o

J J  f{x;y)dxdy < ^g(x\y)dxdy ;
G G

если функция f ( x ; у )  непрерывна в замкнутой области G , 

площадь которой 5 , то

\y)dxdy < М  S ,
G

mi' in и M  -  соответственно наименьшее и наибольшее значе­
нии подынтегральной функции на множестве G ;

(теорема о среднем) если функция f {x\y)  непрерывна в 

oftiim m G ,  площадь которой S,  то существует такая точка 
11, ( \„. V,,) е G , что выполняется неравенство:

JJ> (*  ;y)dxdy =  f ( x 0;y0) - S ;
G

произведение интегрируемых в области G функций есть 
им к I рируемая функция;

если функция fix ',у ) интегрируема в области G , то функ­

ции | / (•*;>>)) интегрируема в G и справедливо неравенство:

№  ;у)йЬсф < ;y}dxdy.

!.). вычисление двойного интеграла путем сведения к по- 
■II ирному интегралу

Глссмогрим двойной интеграл по прямоугольнику 

D  =  { ( x ; y ) \ a < x < b , c < y < d  j 

| к i тронами, параллельными осям координат.

29

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Т е о р е м а  1 Пусть
1) для функции f{x\ у )  в прямоугольнике D  существует 

двойной интеграл я *  ; y)dxdy;
D

2) для каждого х из отрезка \a\b\ существует определен-
d

ный интеграл /{х) -~ [f{x\y)dy.
С

существует повторный интегралТогда
Ь b i d

]/ (* )&  = J \f{x,y )dy dx и справедливо равенство:

bid
\\f(x',y)dxdy^ J \f(x-,y)dy
D a

bfd
Повторный интеграл j  ^f(x',y)dy

dx. (2.3)
a V с 

\

a \ c

dx можно записывать в

b d

виде Jfibr \f{x-,y)dy.
a с

Если в теореме 1 поменять ролями х и у , то существует по-
d ь

вторный интеграл \dy\f{x-,y)dx и справедлива формула

d h

\\f{x\y)dxdy =  j<fy Jf {x ;y )d x . (2.4)
D с a

Пусть <p(x), y/{x) непрерывные на отрезке \a\b\ функции и 

<р(х) < у/(х) \/х е [а; &]. *

Область G = | ( x ' ,y)\a<x<b,  ^ ( х ) < у < ^ ( х )  j называется

элементарной относительно оси О у .
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Область G = | (х ;у )| а (у )^ х < / ? (у ),с < > ’ <£/| называется 

тементарной относительно оси О х . Здесь функции а (у ) и 

/ / (у)  непрерывны на отрезке [с;с/] и а { у ) < р { у ) .
Т е о р е м а  2 Пусть
1) функция z = f {x\y ) определена в области 

G * { (х ;.у)|а<л:<&, >>,(*)<у  < у 2( * ) } .  где у } (х)  и у2(х)  -  не­

прерывные функции, у, (х) < у2 (х ) для любого х из отрезка

м .-
2) существует двойной интеграл \\Л *  ; y)dxdy;

G

для каждого х из отрезка \a\b\ супцествует определен-
yi(x)

ныи интеграл l (x ) = j/ (x ;  y)dy.
уМ

Тогда существует __ повторный интеграл
h b у2(*)
|/(х)Л = jdx jf (x ;y )d y  и справедливо равенство
и а у,(.х)

ь Уг(х)
\\f{x\y)dxdy = jf (x ;y )d y  . (2.5)
О а у,(х)

Нели в теореме 2 поменять ролями х н у ,  то существует по-
d х2(х)

шорный интеграл \dy Jf(x ;y )dx  и справедлива формула
с х,(х)

d * i ( * )

^ f (x ;y )d xd y=  Jdy Jf ( x;y )dx.  (2.6)
G с *\(x)

Если область интегрирования не удовлетворяет условиям 
юоремы 2 (прямые (вертикальные или горизонтальные) пересе­
кают ее границу более чем в двух точках), то необходимо дан­
ную область разбить на части, каждая из которых удовлетворяет 
условиям теоремы 2, и сводить к повторному каждый из соот- 
ветствующих интегралов.
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Вопросы для самоконтроля

1 Что называется интегральной суммой функции /  (х;у)  ?

2 Какие суммы называются верхней и нижней суммой Дарбу?
3 Дайте определение двойного интеграла.
4 Сформулируйте необходимое и достаточное условия интег­

рируемости функции двух переменных.
5 В чем суть критерия интегрируемости?
6 Перечислите свойства двойного интеграла.
7 Сформулируйте теорему о вычислении двойного интеграла 

в случае прямоугольной области.
8 Сформулируйте теорему о вычислении двойного интеграла 

в случае произвольной области.
9 Как вычислить двойной интеграл по области, не являющей­

ся элементарной?

Решение типовых примеров

1 Расставить пределы интегрирования в двойном интеграле, 

если область G  (рисунок 2.3) ограничена линиями у - х 2, 
х = а, а>  О, у - 0.

Р е ш е н и е .  Областью интегрирования является криволиней­

ная трапеция, ограниченная сверху параболой у ~ х 2, снизу -  

осью О х , справа -  прямой х = а , а > 0 .
Если внутренний интеграл взять по у , то у  изменяется от 0

до у -  х2, а х изменяется в пределах от 0 до а:
а *2

JJf { x , y ) d s = \ d x j f ( x , y ) d y .
а о о  *

Если внутренний интеграл взять по х, то х изменяется от О

до л; = у[у , а у  изменяется в пределах от 0 до а2:
а2 а

JJf ( x , y ) d s =  \dy | f ( x , y ) d x .
с о jy
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2 Представить двойной интеграл j j / [х, у )  dxdy в виде по­

вторного интеграла при разных порядках интегрирования по х и 
но у,  если область G  ограничена линиями у  = 2х, х = 0 , 
г I д = 3 (рисунок 2. 4).

Г с ш е н и е . Областью интегрирования является треугольник
i вершинами 0(О;О); А(0;3); 5(l;2).

||()|шния для типового примера рования для типового примера 2

1сли внутренний интеграл взять по у,  то область G  рас- 

t мотрим как криволинейную трапецию, ограниченную слева 
мрммой х = 0, справа -  прямой х = 1; снизу -  прямой у  = 2х, 
< перчу прямой у  + х = 3 . Отсюда 0 < х < 1 ,  2 х < у < 3 - х .  По- 
ччму и|)еделы расставятся следующим образом:

j j f ( x , y ) dx dy = jdx  J f ( x , y ) d y
G 0 2х

I спи внутренний интеграл будем брать по х, то область G 
|>н |()ИШ1сгся прямой у = 2 на две непересекающиеся области:

=\ { ъ у ) 0 й х < ^ , 0 < у < 2 х \ ,

С 2 = { (х ;у )| 0 < х < 3 -х ,  2 < у < 3 } .

IКтюлыуя свойство аддитивности интеграла, получим: 

\\t {x,y )dxdy^ \\f(x ,y )dxdy+ ^ f {x ,y )d x d y  =

3- у

\dy\f{x ,y )dx+  jdy | f ( x , y ) d x .
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3 Вычислить двойной интеграл j j x2ydxdy по области, огра-
G

ниченной линиями у — 0, у  =  2х3, х + у =  3 .

Р е ш е н и е .  Область интегрирования G  состоит из двух не- 
пересекающихся областей Gl и G2 (рисунок 2. 5).

Рисунок 2 .5 -  Область интегрирования 
ддя типового примера 3

Рассмотрим различный порядок интегрирования. Сначала 
вычислим внешний интеграл по переменной х. В этом случае 
исходный интеграл сводится к вычислению двух интегралов по 
областям;

G\ = { (^;у)|0<дг<1,0<у<2дг3| ,

Gi = { ( х ; у ) |1 < д г < 3 ,0 < у < 3 - д : } .
Тогда

3 З-х
j jx 2ydxdy = jdx |x2ydy + |dx  Jx2ydy
G 0 0 ! 0

Изменив порядок интегрирования, получим:

G =  (* ;у ) 0 < у < 2 ,  ll^-y < х < 3 - у \

Тогда
2 3-у

j jx 2ydxdy =  j dy | x2ydx =  \ydy ■
С, 0 0 '

X

T ^72
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4 Вычислить JJ- dxdy
-,если(? -  прямоугольник

(х  + у  + 1)

G = |xj 1 < x < 2 , 0 < y < l ] .

Р е ш е н и е .  Относительно переменных у — х и у  интегралы

dx

(v + y  + l)2 •'(x + y  + l)'h
dy

табличные, поэтому двойной инте-

I ран сведем к следующему повторному:
2 1 , 2 1

Я dxdy

(x + y  + l)2 ’ (x + y  + l )

( ln(x + 2) + ln(x + l))|f = j

1 о

JC + y  + 1

d(x + у  + 1) _ 

(x + + 1)2 "
i ^

dx -

x+2  x+1
dx — -  In 4 + In 3 + In 3 -  In 2 = In

3-3--- , 9 
-----= In —.
4-2 8

5 Нычислить ff—r— , где G  -  область, ограниченная пара-
i f x + y

Полой У = 2 Х ипРям°й У = х.

Г е ш е н и е . Найдем точки пересечения параболы и прямой:

2
у - х

х - ~ х 2
2

у  =  х

J j r -2 х  = 0 [х, = 0 ;х 2 =2

М/ = х

11олучаем точки: 0(О;О) и Л(2;2)
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Итак, снизу область G ограничена параболой у = —х‘ , сверху 

прямой у  =  х :

G = jx| 0 < х < 2,- -̂х2 < у < х

Отсюда получаем:

xdxdy dy

0 I*  
2

x2 + у2
0 и  

2

х2 + у2

О V 
2

\ 2 ( \
X 
1 2 dx =  [

V
arctg— ДГ 

1 2- X 1
2 ; 0 XV

- X 1 
2 )

dx -

X X
arctg—-arctg— 

х 2

\
dx

/ -Ifо
Л  X  I ,

I — arctg— \dx =
U  2,

*|o~ ja rctg|A  =^  „U 
4

л 

~4

x . 2 dx
и -  arctg—, du = —r---- .

2 x + 4 '
d v -d x  v = x

X  12 f 2xdx Л  г
^arctg-J0-  J - j— j  = - - 2 a r c t g l+  J-

\

V
ж n

'x  +4

d(x2 + 4) 

x2 +4

■ ln(x2 + 4̂ | j; = In 8 -  In 4 = In = In 2.

Задания для аудиторной работы

1 Вычислить двойной интеграл по указанному прямоуголь­
нику:

гxdxdy
a) J j— Н " ’ С = = { ( * ;^)1 \ ^ х < 2 , 4 < у  < б } ;

У

б) j f (x 2 + y 2)dxdy, G = { ( x ; y ) j  0 < х <1,0 < у  < 1 }.
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2 Расставить пределы интегрирования в повторном интегра­

ле, к которому сводится двойной интеграл я *  ; y)dxdy от
G

функции f ( x\y) ,  непрерывной в указанной области:

а) G ограничена линиями у -  х2, у = 4;

б) G  определена неравенствами х2 + у2 < 9, х + у  > 3 .

3 Вычислить интегралы:

а) f f (x  - y)dxdy, G  ограничена линиями у -  2 - х 2,
G

У = 2х- \ ;

б) [[(cos 2х -  sin y)dxdy, G ограничена линиями х = 0,
G

V 0, 4х + 4 у - ;г  = 0;

н) JJ(x2 + 2y)dxdy, G ограничена линиями у = х2, у -  4;
с

г) f  , G ограничена линиями у = —, у  = х , х = 2;
г; У х

д) ||(бх2у + 8ху3 \ixdy, G ограничена линиями х2 + у = 2,
о

у 1 - х 2;

. гг xdxdv ^  2 2 , а
е)  — г  = G ограничена линиями х + у = 1, х = 0,

о (l + x2+ y 2)2 

I' 0 (первая четверть).

4 Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле, 
предварительно изобразив на рисунке область интегрирования:

4 2х-3 2 х

а) \dx |f (x ,y )d y ; г) ^dx^f{x,y)dy:
0 1 1  

2 *
1 -х2 4 2т[х

б) \dx |./(х, у)ау ; д) J<& J/(x,y)t/j;
-2  л:-2 0 74х-дг2
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6 1-Х 1 -Jl̂ X2
в) jcfo J/ (*  , у )ф ; e) ja'x j /(x, .

1 6  0 1yd -)2Л 1

Задания для домашней работы

1 Вычислить двойной интеграл по указанному прямоуголь­
нику:

а) \ \ ^ ^ , G  =  { (x ',y ) | 2 < * < 4 , 6 < у < 8 } ;
D Х

б) Ц (зху2 + 4y? )dxdy, G = { (^;y)| 0 < л: < 1,1 < у < 2 1.
D

2 Расставить пределы интегрирования в повторном интегра­

ле, к которому сводится двойной интеграл ДО/(* ;y)dxdy от
о

функции f {x\у) ,  непрерывной в указанной области:

а) G ограничена линиями у  = - х 2 + 2, у г = х1, G  ограниче­

на линиями X1 + у 2 -  4, у  = 2 х - х  , х = 0 ( х > 0, у  > 0 );

б) G определена неравенствами х2 + у 2 <  1, х2 + 4у 2 > 1.

3 Вычислить интегралы:

а) ||(3* + y)dxdy, G ограничена неравенствами х2 + у 2 <9 ,
G

2
у > —х + 3;

3

б) J|sin(x + y)dxdy, G  ограничена линиями х = 0, у =  — ,
с

у = х;

в) \\(х + 2y)dxdy, G  ограничена линиями х = 5, у2 = х +  4;
G

г) JJ(*2 + , G ограничена линиями у = х2, у2 = х ;
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д) 3х2у 2 + — х4у 4 dxdy, G  ограничена линиями jc = 1, 
0Л  3 )

у ® \[х, у  = -JC3;

с) j j y 2 sin ̂ -dxdy, G  ограничена линиями jc = 0, у =  л [л,
а

У - Х - ,

Ж) у 2 dxdy, где G -  треугольник A B C : а (0,0),
I)

/1(1; I), С(1;1).
4 Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле, 

предварительно изобразив на рисунке область интегрирования:
2 2-х е 1пдг

и) Jdx ^f{x,y]dy\  в) fdx ^ f (x ,y )d y ;

6 *L _i 1 0
4

I l + Vl - У 2 1 X

G) \<ty \ f{x ,y )d y , r) ^dx^f(x,y)dy.
0 2- y  0 0
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Практическое занятие 3 Замена переменных в двойном 
интеграле

3.1 Криволинейные координаты
3.2 Замена переменных в двойном интеграле
3.3 Полярные координаты
3.4 Геометрические и физические приложения двойных инте­

гралов

3.1 Криволинейные координаты
Взаимно однозначное отображение

и = и(х;у) ,  v = v(x;j>), (3.1)

открытого множества G  cz ]R^ на множество G '  с  М ,̂ ставит в

соответствие каждой точке (х ;у )е  G пару чисел (w;v)eG*. По­

этому данное отображение можно рассматривать как переход к 
новым координатам и и v точки ( х;у)  одной и той же плоско­

сти G . В этом случае множество G* представляет собой множе­
ство пар новых координат точек множества G .

Обратный переход от координат и и v к координатам х и у 

осуществляется с помощью отображения (рисунок 3. 1)
x = x{u\v), y  = y(u\v), (3.2)

обратного отображению (3.1).

Рисунок 3.1-  Отображение области G* в область G 
при замене переменных х = x{u\v) ,y = y(u;v)

Множество точек плоскости , для которых одна из коор­

динат и или v постоянна, называется координатной линией.
При и = и0 имеем координатную линию
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x = x ^ 0;v), у = y(u0;v) ;  

при v = v0 имеем координатную линию

x =  x(u;v0),  y  =  y{u;v0) .
1) двух случаях получаются уравнения, являющиеся парамет­

рическими уравнениями некоторых кривых. Координаты и и v 
называются криволинейными координатами.

3.2 Замена переменных в двойном интеграле
Замена переменных в двойном интеграле состоит в переходе

о 1 неременных х и у  к новым переменным по формулам (3.2).

'Пункции (3.2) осуществляют отображение области G’  с  1 2и, на 

область G а  М^,. Область G  называется образом области, а об­

щи: м> G* -  прообразом области G  при отображении (3.2). 
Т е о р е м а  1 Пусть
1) отображение x = x(u;v), y - y { u \ v )  переводит замкнутую

ограниченную область G* в замкнутую ограниченную область 
(( и является взаимно однозначным;

2) функции x(u;v) и у(м;v) имеют в области G* непрерыв­
ные частные производные первого порядка;

дх дх
D(x;y )  _

3) якобиан отображения J  -  , . •
D{u-v)

ди dv
ду ду

ди dv

области G ;
4) функция f{x\ у )  непрерывна в области G.
Тогда справедлива формула замены переменных в двойном 

интеграле

\\f{x\y)dxdy = j j/(x(w; v), y(u: v)}j\dudv. (3.3)
G G*

Вели условие 1) или условие 3) нарушается в отдельных точ­
ках или на отдельных кривых, то формула (3.2) остается в силе.
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3.3 Полярные координаты
Если область G  ограничена дугами окружности, то удобно 

переходить к полярным координатам
x = rcos(p, y =  rs\ncp, (3.4)

где 0 < г < +«з, 0 <ср<2л .
Якобиан перехода к полярным координатам равен:

дх дх 

др д(р 
ду ду_ 
др dtp

Поэтому формула замены переменных запишется в виде:

\\f{x\y)dxdy = {г cosqr,г s'm cp)r drd(p. (3.5)

D(x;y)
D(p;<p)

cos (p - r s in^  

sin^ rcos<p

Если область G  ограничена дугами эллипса
а2 Ь*

=  1, то

удобно переходить к обобщенным полярным координатам 
x = arcos<p, у  = brsincp, 

где О < г < +оо, 0 < (р < 2л . При этом якобиан отображения равен

J  = abr.

3.4 Геометрические и физические приложения двойных 
интегралов

Двойные интегралы используются для вычисления:
-  площади S плоской фигуры G

S = ^dxdy ; (3.6)
G

-  площади S поверхности, заданной уравнением z = f ( x : y )

5 = J]V1 + U ’) + { fy )  dxdy, (3.7)
G

где G  -  проекция поверхности на плоскость Оху ;

-  объема тела, ограниченного сверху поверхностью 
z =  f { x \y )  > 0, снизу -  плоскостью z = 0, с боковых сторон -
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цилиндрической поверхностью, у которой образующая парал- 
нгш.иа оси O z , а направляющей служит контур области G

V = Я/ у) dxdy ’
G

массы плоской пластины G  с плотностью р (х ',у )

т =  ^ p (x ,y )d x d y ; (3.9)
G

статических моментов Sx, S' относительно осей О х, Оу 

оответственно и координат (хс\ус)  центра тяжести плоской

11 нас тины G

Sx = § у - p(x\y)dxdy , Sy =  j j * - p (x ,y )dxdy , (3.10)
G G

*c = — , ; (З .П )
m m

моментов инерции плоской пластины G  относительно осей 
Ох и Оу

7* = 1Jy2p {x ;y )dxdy, Iy = § х 2 p(x\y)dxdy, (3.12)
G С,

момента инерции плоской пластины G  относительно нача- 

ни координат 0 (0 ;0 )

h =1х +1у =  \\(х2 + У2)  p{x-,y)dxdy. (3.13)
G

Вопросы для самоконтроля

1 Какие координаты называются криволинейными?
2 Сформулируйте теорему о замене переменных в двойном 

интеграле.
3 Чему равен якобиан при переходе от декартовых координат 

к молярным?
4 Какие геометрические приложения имеет двойной инте-

I рал?
5 Перечислите, при вычислении каких физических величин 

используется двойной интеграл.
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Решение типовых примеров

1 Вычислить интеграл Jjy3dxdy по области
G

G = {(x ;y )|  у > х 2, у < 2 х 2, ху >\ , ху <2 ] .

Р е ш е н и е .  Область G представляет собой криволинейную 

трапецию, ограниченную графиками функций у - х 2, у - 2 х 2,

у  =  ~ ,  у  =  -  (рисунок 3.2, а).
X  X

Рассмотрим непрерывно дифференцируемое при х > 0  ото­
бражение вида:

u = ~ , v  = xy. (3.14)
х

Образом области G* является квадрат (рисунок 3. 2, б)

G *= {(z/ ;v )| 1^м<2,  l < v < 2 | .

Данное отображение является взаимно однозначным, по­
скольку уравнения (3.14) разрешимы относительно х н у :

_1 I 1 2

X  — U 3V3 , у - И 3У 3 .

Рисунок 3. 2 -  Области G (а) и G* (б) для типового примера 1 

Найдем якобиан отображения;
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£>{х;у)
дх
ди

дх
dv

, - i  I
— и 3V 3

3

1 - -  *  
—и 3V 3
3 1

D{u;v) ду ду_ 1 1 - - 1 1 - 1 ч Я Ъи
ди dv — U 5V 3

3
— U ^V  *
3

Тогда

Jjу 'dxdy =

- I I  I  2 
х = г/ 3v3 ,y =  u3v3,

И =
i

3|u|

2 2

-  ffwv2 —r—dudv = 
З У

1_

3 3

7

9
- 1  j j v ^ v  =  I  j ^ j v V v  =  I « f  ~  = 1 (2 - 1 ^ -

2 Вычислить интеграл Jjex +y dxdy, где
с

G = | (дг;у)|л:2 + / < l , x> 0 ,  y < o j .

Р е ш е н и е .  Область G  представляет собой часть круга ра- 
пнуса I, расположенного в первой четверти (рисунок 3.3, а) 
11|>собразуем двойной интеграл к полярным координатам по 
формулам (3.4). При этом область G  преобразуется в прямо- 
VI ольник (рисунок 3. 3, б):

Я |
G '  =\{г\(р)

2 J 

б)

1
ш.

1 г

Рисунок 3 .3-  Области G  (а) и G * (б) для типового примера 2 

11о формуле (3.5) имеем:
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dxdy = \ y cos2 *+* r drdcp = j j V 2 r dr dcp =
G G* G*

It

= \  У  d (r2)\dcp = • cp\02 = I ( e - \ ) ~  = j ( e - 1).
Z о Q Z Z Z <4

3 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями

х ~ 4 у - у 2, х + у - 6 .
Р е ш е н и е .  Найдем координаты точек пересечения данных 

линий. Для этого решим систему:

\х = 4 у - у 2, ^  \х =  4 у - у  ,

] *  + >> = 6, [ А у - у 2 + у - 6  = 0,

[х  = 4 у - у 2, [х, =4,х2 =3,
=> s => <

[ / - 5 у  + 6 = 0, [ ух=2,у2=3.

Итак, имеем две точки пересечения А (4;2) и 2?(3;3). 

Подставляя в формулу (3.6) вычисления площади, получим:

s = j j dxdy= )dy ]dX = Xty =

3 i=  j ( -  y 2+ 5 y -  b)dy =  | - 1 /  + | > '2 -  6y

4 Вычислить j j (x 2 + y’2 )dxdy, если область G ограничена
G

окружностью x2 + у 2 = 2ax.

Р е ш е н и е . Преобразуем уравнение окружности: 

х2 + у 2 -  2ах =  0; (х -  а)2 + у 2 -  а1.

Область G представляет собой окружность с центром в точке 
(о;0) и радиусом а (рисунок 3. 4).

Переходя к полярным координатам
x = rcos<p, y - rsmcp,  - л  ! 2<ср<л  12 , 

получаем уравнение окружности:

х2+ у 2=2йх => г 2 ~2arcosср => r(r-2acos<p)  =  0 .
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Отсюда г, = 0 ;  r2 = 2а cos <р, т. е.

0 < r  <2acoscp.

Рисунок 3 .4-  Область G  для типового примера 5

Тогда

2 2асо%ф

JJ(jc2 + у 2) dxdy = JjV2 • rdrdcp =  J d<p j  г ’dr =  |

--Ч
2

dcp =

2 2 2 ( \ _  \ 2 
|4o4 cos4 cpdcp =  4а4 jcos4 cpdcp =  4a4 JI — ^  dcp =

3 . „  1 . ' 
—p + sin2cp + — sin 4̂ > 
2 8

2 a(  3a —яч-—яг 3 4= —a 7Г. 
2

5 Найти площадь части конуса z = д / х 2 + у 2 , заключенной

ннутри цилиндра х2 + у 2 -  2х .
Ре  ше и и е . Из уравнения конуса имеем

х у
Л  =-

\1х2+ у 2 ^  д/х2 + у 2 

Проекцией поверхности на плоскость Оху является круг, ог­

раниченный окружностью (х - 1)2 + у 2 = 1 (рисунок 3. 5).

Тогда по формуле (3.7) площадь поверхности равна

s = f l i

У

1 +
J x 2+ y 2

У
У dxdy = л/2 ^dxdy -
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■

X -Г  COS Ср,

у  = rsin cp,J = r, 

я я 

2 2 
0 < r  <2costp

2 cos <p - f
= л/2 | dcp J rdr =  2-J2 J r

~2
dcp-

= 4V2 jcos2 cpdcp= 4л/2 +C° S^ -dcp

Рисунок 3 .5 -  Рисунок для типо- Рисунок 3 .6-  Рисунок для типо­
вого примера 6 вого примера 7

6 Найти объем тела, ограниченного поверхностями

y = x2, x  + y + z =  4, у  =  \ , z  = 0.
Р е ш е н и е .  Данное тело представляет собой вертикальный 

цилиндр, который сверху ограничен частью плоскости 
z — 4 — х —у , снизу -  частью плоскости, заключенной между па­

раболой у = х2 и прямой у - 1 (рисунок 3. 6).

Тогда по формуле (3.8) получим:
1 Г

V -  ||(4 - х  — y)dxdy = jdy J(4 -  х -  y)dx =
G 0 - f ~ y
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' J
I (  2 ЛГ. " 1

(4 - У > ~ \

04II

V 1 ) -Гг, 0
V 
1 1 1 3

68

15
= %^y2d y -2 ^ y 2dy = - 

0 0
7 Найти массу кругового кольца, если в каждой его точке по- 

иерхностная плотность обратно пропорциональна квадрату рас­
стояния ее до центра кольца.

Р е ш е н и е .  Обозначим радиусы окружностей, ограничи- 
иающих кольцо, через г, и г2, г, < г2. Поместим полярный ради­

ус системы координат в центре кольца. Тогда уравнения окруж­
ностей примут вид г — г} и г - г 2. Поверхностная плотность в

тобой точке кольца равна р 2 '

Масса кольца по формуле (3.9) равна 
x = rcos^3,

т =  Я 2 2 X + у
dxdy-  y = rsm(p,\j\ =  r,

$<<р<2я,гх < r < r 2j
2к r2 л 2к2к гг 2т с г 2 2 я, ч

= jdtp j — rdr =  k \d(p J—dr = k J(ln jd<p =
о

2n
= & l n~  \d(p = 2nk\n— .

r' J r,'2 0
8 Найти массу пластинки G , заданной неравенствами

, х2 у 2 _ Зх
1 < —  + -— <4 ,  х > 0 ,  у > — ,

4 9 2

если поверхностная плотность р(х,у) -
9х

У3
Р е ш е н и е .  Переходим к обобщенным полярным координа­

там
х = 2rcos<p, v = 3rsin^>. 

Якобиан отображения равен J = 6г .
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х у~ у
Из неравенства I < —  + ~  < 4 получим 1 < г < 4, т. е. 

\ < г < 2 .

Из уравнения прямой у -  —х имеем

3rsin$?-3rcos$> => tg ( р - \ .

Отсюда <Р~~-  Поскольку х > 0, то очевидно, что ~ < < р < ~ .

Значит, по формуле (3.9) имеем 
9х , , rc9-2rcos<p

т = \\~dxdy ^ (Т— 3 з 
" У  J.J27r3s in >

6 rdrd(p -

• Т  sin ГП С1П' М * V

тг/2

sin2 ср

,/ 4 S ln  <Р I '

•lnrl2 = (-2  + 4 )- ( ln 2 - ln l)  = 21n2.
Д-/4

9 Найти центр масс равнобедренного прямоугольного тре­
угольника, если в каждой его точке поверхностная плотность 
пропорциональна расстоянию ее до гипотенузы. Найти момент 
инерции данного треугольника относительно его гипотенузы.

Р е ш е н и е .  Пусть в прямоугольном равнобедренном тре­
угольнике ABC  гипотенуза АВ  (рисунок 3. 7).

Рисунок 3. 7 -  Рисунок для типового примера 10

Тогда относительно системы координат Оху уравнения кате­

тов АС  и ВС  будут у = х + а и у  = а - х .  Согласно условию
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шдачи в точке (х ;у ) треугольника ЛВС  плотность имеет вид 

р{*\у)=ку.
11о формуле (3.9) для массы получим:

i=  ^kydxdy = k^ydy ^dx = k^y[x\~y)fiy =т
ABC О у -a

а а

к jy (a  - у - у  + a)dy =  2 к |(оу -  у2 )с/у =

2 3
«У___У_
2 3

ка3

11о формулам (3.10) находим статические моменты:
а -у

Sx = J jy  • kydxdy -  к Jy2dy Jdx = 2к j V  (a -  yW y =
ABC

&2aI — —  —
4 A

0 y-tf

,4

Л’у = j*jjc • kydxdy - k^ yd y  j x d x -  0 .
лес У-Q

Координаты центра тяжести находятся по формулам (3.11):

Момент инерции относительно гипотенузы АВ представляет 
собой Iх. Поэтому по формуле (3.12) получим:

а а -у  а

1Х = ||>2 kydxdy = к |у3ф  = 2к j y 3 [а -  y)dy =
ABC

~2к V 4
1 4 5 J

о

fca5

10
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а) х2 + y i = 1; б) х2 + у 2 -  4.

4 Вычислить j jxydxdy,  где С  -  область, ограниченная ли-
G

ниями у  = - х , у  = Хл/З , х2 + у 2 = 2 х , х2 + у 2 - З х .

5 Вычислить Jj(x  + 2y)dxdy , где G -  трапеция ABCD :
D

л ( - 2 ; - 2 ) ,  в { - 1;2), С(3;4), £>(б;2).
6 С помощью двойного интеграла найти площадь области, 

ограниченной линиями у 1 -  4 + х , х + 3у = 0 .
7 Найти площадь фигуры, ограниченной линиями

х2 + у 2 -  4х = 0 , х2 + у 2 -  6х = 0 , у -  -А=, у  = х->/3 .
V3

8 Вычислить площадь области G : х2 + у 2 = 2 х , х2 + у 2 = х .

9 Найти площадь области у  = ех , у  = е~х, х  = 1.
10 Вычислить площадь области G , ограниченной кривой

( * ■ + / ) “ = 18(*г - / ) .

11 Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями:
а) z  = x2 + у 2, х - у -  0 , л!з x - y - 0 ,  х2 + у 2 = 8 {х > 0, 

.У*0);

б) х2 + у 2 = 4 х , 2z = x2 + у 2, z - 0 ;

в) конуса z2 -  2х у , отсекаемого плоскостями х = 0 , у  = 0,
х  + >> = 2 ;

л  л  л  ”7

г) конуса _у + z  = х , отсекаемого цилиндром х + у  = 4 .
12 Найти массу плоской пластинки G с плотностью р(х;у)  и 

ограниченной линиями:

а) х2 + у 2 = 4 ,  х2 + у 2 = 9 ,  х < 0 ,  у > 0 ,  р(х ,у )=  У 4х ,
х + у

б) х + у  = 1, х + у = 3,  5х~>’ = 0 , 1 Ох -  у  = 0 , /?(х;у)  = (х + y f ;
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в) jt + y = l ,  jc + >> = 3 , 2 x - y  = 0, 5 x - y  = 0,

P(x;y)  = (x + y)~3 .
13 Найти статические моменты относительно осей координат, 

центр тяжести и моменты инерции однородной пластинки, огра­
ниченной линиями:

а) х - 2 у - 0 ,  х + _у = 8, >> = 8 , ;с = 3;

б) у 3 = .V2, v = -jc2 + 2 ;
в) д:>’ = 8 , х + у - 9 ;

г) х2 + у 2 = 8 , jc -  >> = 0 , у  = 4з>х, л: > 0 , 7 > 0 .
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Практическое занятие 4 Формула Грина

4.1 Формула Г рина
4.2 Условия независимости криволинейного интеграла 2-го 

рода от пути интегрирования

4.1 Формула Г  рина
Пусть в плоскости Оху задана замкнутая элементарная отно­

сительно оси Ох или Оу область G , ограниченная замкнутым 
контуром Г .

Т е о р е м а  1 ( ф о р м у л а  Г р и н а )  Если функции Р(х;у) и 
Q(x; у)  непрерывны вместе со своими частными производными

—  и в области G , то имеет место формула 
ду дх

j j j ^  -  “  j dxdy = jP dx  + Q dy, (4.1)

где контур Г обходится в положительном направлении.
Формула Грина справедлива для произвольной области, ко­

торую можно разбить на конечное число правильных областей. 
Формула Г рина связывает интеграл по границе области с инте­
гралом по самой области.

Площадь области G , ограниченной замкнутым контуром Г , 
с помощью формулы Г рина вычисляется по формуле

S = jjdxdy = — < x̂dy -  ydx . (4.2)
G  2  Г

4.2 Условия независимости криволинейного интеграла 
2-го рода от пути интегрирования

Плоская область G называется односвязной, если любой 
замкнутый контур Г , лежащий внутри этой области, ограничи­
вает область Gr , полностью принадлежащую G .
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Т е о р е м а  2 Пусть функции Р(х;у) и Q{x;y) определены и

непрерывны вместе со своими частными производными —  и
ду

ь ̂
—  в замкнутой односвязной области G. Тогда следующие 
Ох

четыре условия эквивалентны:
1) для любой замкнутой кусочно-гладкой кривой Г , располо­

женной в G , верно

ijPdx + Qdy = 0 ; 
г

2) для любых двух точек А и В области G значение инте- 
.■рала

j Pdx + Qdy
А В

не зависит от выбора пути интегрирования АВ, целиком ле­
чащего в G ;

3) выражение Pdx + Qdy представляет собой полный диф­
ференциал некоторой функции, определенной в области G :

Pdx + Qdy -  d F ;
4) в области G всюду

dP__dQ 
ду дх

Вопросы для самоконтроля

1 Какая область называется односвязной?
2 Какие условия должны выполняться для того, чтобы была 

' лраведлива формула Грина?
3 Перечислите эквивалентные условия, если функции Р(х;у)  

и Q(x; у)  определены и непрерывны вместе со своими частными
дР dQ

производными —  и —  в замкнутой односвязнои области.
ду дх
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Решение типовых примеров

1 Вычислить интеграл <|(лг -  y)dx + (jc + y)dy , где
г

Г = {(x;j>)|x2 + _у2 = 4  j.

Р е ш е н и е .  Вычислим интеграл с помощью формулы Г рина. 
Имеем

(i;i)

2 Вычислить интеграл jydx  + xdy .
(0 ,0)

Р е ш е н и е .  Здесь Р~ у ,  Q = x ,  -= • = —  = 1. Согласно тео-
дх ду

реме 2, интеграл не зависит от пути интегрирования. Из выпол­
нения условия 4) следует справедливость условия 3). Так как 
d(xy) = xdy + ydx , то

Р(х;у) = х - у ,  Q (r,y) = x + y ,

ду ’ дх
Тогда

И

(о;о)

3 Вычислить площадь, ограниченную астроидой
x - a c o ^ t ,  y  = a s in ° t , § < t < 2 n

Р е ш е н и е  .П о формуле (4.2) находим

ОО
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2 2 ^  -j 2 2 1 ^  

fsin2 2/сУ/1 = — f(i-cos4^)t# = -^--
8 J 16 J 16

1 • „ t — sin 4t 2 Ж

Ъа2л
8

4 Вычислить криволинейный интеграл
(1;0

f(l2xy + 4х2 ĵ /x + (бх2 + y^dy,
(0:0)

предварительно определив функцию и(х;у) ,  соответствующим 
полным дифференциалом которой является подынтегральное 
иыражение.

Р е ш е н и е .  Функции
Р(х; у )  = 12ху + 4х2, Q(x; у)  = 6х2+ у  

непрерывны вместе со своими частными производными в любой 
односвязной области, содержащей точки (0;0) (l;i).

Поскольку

—  = 12х, —  = 12х, 
ду дх

дР dQ
и» —  = — . Следовательно, данный интеграл не зависит от пу- 

ду дх
in интегрирования. По теореме 2 подынтегральное выражение 
представляет собой полный дифференциал некоторой функ­
ции и{х;у):

dU  = (l2ху + 4х2 + (бх2 + yjdy .
С другой стороны

.. .  dU , dU ,
dU  = ---- dx + -----d y .

дх ду
Сравнивая два выражения для d U , получим

dU 2 dU  , 2---- = 12ху + 4х , ----- — бх + у  .
дх ду

Из первого равенства, считая у  постоянным, находим
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U(x; у)  = 6х2у  + ~  х3 + С {у) .

Находим частную производную по переменной у

f = 6 * Ч С 'Ы .ду

Сравнивая полученное выражение с имеющимся для
ду

получим
бх2 +С'(у)  = 6х2 + у .

Отсюда С (у)  = у  и С{у)=  — .

Поэтому

^ (х ;^ )  = 6х2.у + у х 3+ ^ .

Тогда данный интеграл равен

+ 4jc2 W  + (бх2 + y)dy = t/(l;l) -  £/(0;0) = 6 .
3 2 6

Задания для аудиторной работы

1 Проверить, зависят ли следующие криволинейные интегра­
лы от пути интегрирования:

а) J 2хех +у dx + 3y2ex +у dy\  
г

б) f8xsin(4x2 -5 > ,2)t/x-10>’sin(4x2 - 5 y 2)dy ; 
г

в) ^(хуъ + х 2 - 1 у 2\Ьс + {уъ - З х гу 2 л - х ^ у . 
г

2 Применив формулу Г рина, вычислить криволинейные инте­
гралы:

a) < ^ - x 2)ydx + x{[ + y 2)dy, Г = { ( x ; j ) | х2 + у 2 = 9 } ;  
г

(i;0
Д12 ху

(0 ;0)
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б) §l (x2 + y 2)dx + {x + y f  dy,  Г -  треугольник с вершинами 
г

/f(l;l), В{2;2), C(l;3);

в) fyxy + x + y)dx + {xy + x - y ) d y ,  Г = { (х ;у)| х2 + у 2 =сгх };
Г

г) ( j2xdx-ydx , где Г -  замкнутый контур, ограниченный ду- 
г

1ой параболы У'—х2 (0< х < l) и отрезком прямой у  = х между 
ючками 0(0;0) и Я(1;1).

3 Вычислить криволинейный интеграл, предварительно опре­
делив функцию и(х;у) ,  соответствующим полным дифферен-
щшлом которой является подынтегральное выражение:

(l;2)

а) j \3 y 2 + 4 y \ix  + {6xy + 4x~4y)dy ,
(o;i)

б) |(4х3 -  3у 2 + 5у)фс + (5х -  6ху -  4y ) d y .

Задания для домашней работы

1 Проверить, зависят ли следующие криволинейные интегра- 
им от пути интегрирования:

а) j"-/r + у 2 -  1Л + ln(.r2 + у 2 +1 jefy; 
г

б) |(4х3 - 1 2x2y)dx + (sy4 -  4.v3 )dy . 
г

2 Применив формулу Грина, вычислить криволинейные инте- 
I ролы:

a) j \x y  + x + y)dx + (xy + x - y ) d y ,  Г = |  (х;у)| —- + ^ -  = lj>;

61

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



ш
Г 2 2

б) j ( x  + y ) d x - ( x - y ) d y ,  Г = |  (д:; >’)) + = 1

в) cjey ~х (cos2x)’dx + s in2xydy),  Г = {(лг; )̂) х2 + у 2 — 1 б};
г

г) ‘jV *2 + у 2dx + y\ ху + \п( х̂ + ^  х 2 + у 2 ^W > где Г -  контур 
г

прямоугольника с вершинами л(3;2), в ( 6;2), С(б;4), В(3;4).
3 Вычислить криволинейный интеграл, предварительно опре­

делив функцию и(х;у) ,  соответствующим полным дифферен­
циалом которой является подынтегральное выражение:

(i;i)
а) |( з *2У -  4ху2 )dx + (дг3 -  4х2у  + 3у 2 )dy;

( - 1 , - 0  

(из),
б) \ U x y - \ 5 x 2y)ix + (2jc2 - 5 х 3 + l ) d y .

(0.2)
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Практическое занятие 5 Тройной интеграл

5.1 Определение, свойства и вычисление тройного интеграла
5.2 Замена переменных в тройном интеграле
5.3 Цилиндрические и сферические координаты
5.4 Приложения тройного интеграла

5.1 Определение, свойства и вычисление тройного интеграла
О п р е д е л е н и е  т р о й н о г о  и н т е г р а л а .  Пусть Q

тмкиутая область пространства R 3, на котором задана непре­
рывная функция / ( x ; j ; z ) .  И пусть r - [ Q i] ,  / = 1,2,...,п,  раз- 

(шоние области О на частичные области , Q2, ..., Qn с объе- 
мими AF,, АУ2, ..., АVn . При этом мелкость разбиения есть 
А «таx d \Q i), где d(Q .) -  диаметр частичной области Qt ,

I a in
I 1,2,...,и . В каждой малой части Q, выберем произвольную 
точку C f a w G t ) .

Сумма

а„{г  =  (5-1)
/=i

мичывается интегральной суммой Римана для функции f (x ;y ;z )  
ни множестве Q , соответствующей разбиению г и выбору то­
чек С, е Q, , / = 1,2,...,п.

Вели функция /  ( x  _y;z), ограничена на Q , то для любого 

ршбиения г = { ,  / = 1,2,...,я , определены числа:

т[ „ А х’У’2) ’ М ' =  sup А х’У’2)-
(х.У-Ф<2< (x;y;z)eQi

Суммы

sT= j r m r AV,, ST= £ M r Ar,
(=1 /=i 

нилываются нижней и верхней суммами Дарбу, соответствую­
щими разбиению г = { Qf} множества Q .
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■

Тройным интегралом от функции /  (x;jy;z) по множеству Q
называется предел (если он существует) интегральной суммы 
(5.1) при Л ->  0:

JJ]f(x ;y ;z)d V  = , (5.2)
у 1=1

подынтегральная функция f(x ;y ;z )  называется интегрируемой 
по замкнутой области Q , множество Q -  областью интегриро­
вания, х , у ,  z  — переменными интегрирования, dv — элементом 
объема.

Не ограничивая общности, можно считать, что dv = dxdydz. 
Поэтому можно записать:

\\\f{x ',y ,z)dxdydz  = |JJ/(x ;.v ;zV v. 
к к

Т е о р е м а  1 ( н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  и н т е г р и ­
р у е м о с т и )  Если функция /(jc;_v;r) интегрируема в замкну­
той области Q , то она ограничена в этой области.

Т е о р е м а  2 ( д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  и н т е г р и ­
р у е м  о с т и )  Если функция / (х;у;z) непрерывна в замкнутой 
области Q , то она интегрируема в ней.

Т е о р е м а  3 ( к р и т е р и й  и н т е г р и р у е м о с т и  
Д а р б у )  Для того чтобы ограниченная функция была интегри­
руема в замкнутой области Q a  К 3, необходимо и достаточ­
но, чтобы для любого s  > 0 нашлось такое S > О, что для любо­
го разбиения т — { £?,} с мелкостью Л(т) < S выполнялось нера­

венство Sr - S z < £  .
С в о й с т в а  т р о й н о г о  и н т е г р а л а .  Для тройного инте­

грала справедливы следующие свойства:

-  f l f *  = V , где V -  объем области Q ;
о

-  (линейность) если а  и /? — произвольные постоянные 
числа, функции f { x \ y , z )  и g(x;y;z)  интегрируемы в области
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Q , то функция а  ■ f(x-,y\z)+  f}g(x ' ,y \z )  тоже интегрируема в 
{) и справедливо равенство:

у; z) + У; z )Vv =
Q

= a \ \ \ f  y ,z)dv  + /3 jjjg(x; y \z)d v \
Q Q

-  (аддитивность) если область Q является объединением 
областей g, и Q2, не имеющих общих внутренних точек, на 
каждом из которых функция f (x ;y ;z )  интегрируема, то 
f (x ;y ;z )  также интегрируема на Q и справедлива формула:

Ц \f{x-,y ,z)dv=  J jf/(x ;v ;z> /v  + JJJ'f(x;y;z)dv; 
q  а  о*

-  (монотонность) если в области Q имеет место неравенство 
f (x ;y ;z )>  0 , то

\ \ \ f { x \y ,z ) d v > $ \
о

-  если функция f (x ;y;z )  непрерывна в области Q , объем ко­
торой равен V,  то

т ■ V < JJJf(x ;y;z)dv < М  ■ V ,
о

где т и М  -  соответственно наименьшее и наибольшее значе­
ния подынтегральной функции на множестве Q .

-  (теорема о среднем) если функция f ( x \y ,z )  непрерывна в 
области Q , объем которой равен V , то в этой области сущест- 
иует такая точка Р0(х0;y 0z0), что

\\\f{x -,y \z)dv  = f { x Q-,y0-,z0) - V .
Q

В ы ч и с л е н и е  т р о й н о г о  и нте  гр ал  а . В декартовых 
координатах вычисление тройного интеграла сводится к после­
довательному вычислению трех определенных.
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Пусть функция f ( x ; y ; z ) определена на измеримом множе­
стве

Q = {(x-,y\z)\ (*;>>)е G с  Оху, г, (х;у) < z < z 2(*;>>)},

где z,(x; y) и z2{x;y) -  непрерывные функции в области G . И 
пусть каждая прямая, параллельная оси O z , пересекает границу 
области Q не более чем в двух точках (рисунок 5. 1), т. е. про­
странственная область Q является элементарной относительно 
оси O z .

2, - 4( cr )

Рисунок 5. 1 -  Пространственная область Q

Т е о р е м а  4 Пусть 1) существует тройной интеграл

y\z)dxdydz;
о

2) V (jc; y )e  G существует определенный интеграл

(при постоянных х и у ).
Тогда существует двойной интеграл

*2 (*;>)
| | ф ;  y)dxdy = JJdxdy J /(x ; у, z)dz
G G zt (x;y)

и справедливо равенство:
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-2 (х,У)

№ •  y ,z)d x d yd z- jjdxdy ^ f{x \y ,z)d z . (5.3)
V G z x(x, y)

Данная формула позволяет свести вычисление тройного ин­
теграла к последовательному вычислению внутреннего опреде­
ленного интеграла по переменной z  (при постоянных х и у ) и 
внешнего двойного интеграла по области G .

Выражение

4 х’у) = ! f ( xiyiz)dz  (5.4)
Ф , у )

представляет собой функцию двух переменных. Если для этой 
функции и области G = { (х; у)  |а < х < Ь, у, (х) < у  < у х ( х ) | , по

которой она интегрируется, выполнены условия теоремы о све­
дении двойного интеграла к повторному, то, переходя от двой­
ною интеграла ^l{x\y)dxdy  к повторному интегралу, получаем

G
b У\(*) Z iU .y )

\ \\f{r ,y ,z )d x d y d z= ^ d x  J  dy Jf ( x \ y ; z ) d z . (5.5) 
Q “ y i U )  ' i  (■*;>)

Если пространственная область Q не является элементарной, 
го ее необходимо разбить на конечное число элементарных об- 
иистей, к которым можно применить формулу (5.5).

11орядок интегрирования в формуле при определенных усло­
виях может быть иным, т. е. переменные х, у , z  можно менять 
местами.

11усть О -  прямоугольный параллелепипед
Q = {(x;y;z] a < x < b , c < y < d ,  p < z < q ) ,  

f ( x , y , z ) -  непрерывная в Q функция. Тогда:
b d q d b q q d b

JJJ/ dxdydz = j dx \dy^f d z -  jdy  Jtic J /  dz = jdz jdy j / d x .
Q a с p  c a p  p e a

Если
f {x ,  y , z )  = <p(x) ■ g(y) ■ h{z)
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и область Q -  прямоугольный параллелепипед, то
b d  q

Щ г Ь у. z)dxdydz = j<p{x)dx jg(y)dy jh{z)dz. (5.6)

5.2 Замена переменных в тройном интеграле
Замена переменных в тройном интеграле у \z)dxdydz

о
состоит в переходе от координат х , у ,  z  к новым криволиней­
ным координатам и, v , w по формулам

x = x(u;v\w), у  = y(u ;v;w) , z  = z(u;v;w),  (5.7)

где (« ;v ;w )eg ’ c R 5„ .
Функции (5.7) осуществляют взаимно-однозначное отобра­

жение области Q* с  на область Q с  М3 .

Т е о р е м а  5 Пусть 1) Q и Q замкнутые ограниченные 

области в пространствах и M3UW соответственно;

2) функция f (x ;y;z )  ограничена и непрерывна в области Q ;
3) функции x(u',v;w), y{u;v;w), z{u\v,w) имеют в области 

Q* непрерывные частные производные первого порядка и яко-

дх дх дх
ди dv dw 

D(x;y;z) ду ду_ ду_
D(u ;v;w) \ди dv dw 

dz dz dz
du dv dw

Тогда справедлива формула замены переменных в тройном 
интеграле

JJ"J/(*;jv;z)dxdydz =

биан J ? 0  в области Q .

(5.8)

JJJ/ (х(и; v; w}, у(и; v; w \ z(u; v; w)J^j\dudvdw.

68

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



5.3 Цилиндрические и сферические координаты 
Ц и л и н д р и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы .  Пусть M(x;y;z)  

произвольная точка в пространстве Oxyz, М ’(х;у) -  проекция 
точки М  на плоскость Оху. Точка М  однозначно определяется 
тройкой чисел (r;<p;z), где {г,ср) -  полярные координаты точки 
М ' , z  -  аппликата точки М  (рисунок 5.2). Тройка чисел 
(r,<p,z) называется цилиндрическими координатами точки М .

Рисунок 5. 2 -  Связь декартовых и Рисунок 5. 3 -  Связь декартовых и 
цилиндрических координат сферических координат

Переход от прямоугольных координат (x;y;z) к цилиндриче­
ским координатам (r;<p;z) задается формулами

x = rcos(p,
• y  = r sin^?, (5.9)

z  = z,
где 0< г < -к», 0<<р<2ж, -со < z < +оо. Иногда в качестве про­
межутка изменения (р берётся промежуток -  л <<р < л  .

Якобиан отображения есть

J  =
D(x ,y ,z ) 
D(p,<p,z)

dx dx dx
dr d(p dz
dy 6y_ dy_
dr dcp dz
dz dz dz
dr d(p dz

cos<p -rsmcp  0 
sinp rcostp 0 

0 0 1
= r .
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С ф е р и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы .  Пусть М (х;у;z)  -  произ­
вольная точка в пространстве Oxyz, М'(х;у) -  проекция точки 
М  на плоскость О ху . Точка М  однозначно задается тройкой 
чисел (г-,в;<р), где г  -  расстояние точки М  до точки О (начала 
координат), в  -  угол между лучами ОМ и O z, <р -  полярный 
угол точки М' на плоскости Оху (рисунок 5. 3).

Тройка чисел (г; в: <р) называется сферическими координа­
тами точки М .

Переход от прямоугольных координат (x;y\z) к сферическим 
координатам (г\в\ср) задается формулами

x = rcos^sin в,
« j  =  r s i n # ? s i n # ,  

z - r  COS 6?, 
где 0 < г < -н», § < с р < 2 л , 0 < в < 7 г  .

Якобиан отображения есть: 
дх дх дх

(5.10)

D(x ,y ,z ) 
D{r ,(р,в)

dr
ду_
dr
dz
~дг

д(р
dy_
d(p
dz
дф

d e
Ql
dd
dz
J o

cos^sin^ - r s m p s i n e  rcos<pcos6 

sincpsin# rcos#?sin# rsin^cos#  
cos# 0 - r s in #

r 2 sin<9.

2 2 2
r  X У Z IЕсли тело ограничено эллипсоидом —  + -=V + —=- = 1 или cm

а2 Ь2 с 2
частью, переходят к обобщенным сферическим координатам по 
формулам:
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x = a r  sir\0cos<p,
у  = b r s 'm в  sin <p, (5.11)
z —crcosO,

икобиан отображения равен
J  = abcr2 sin 9 .

Тогда

JJJf{x ,y ,z)dxdydz =
Q

~ JJj/(arsin  #cos<j7,/)r sin #sin tp.cr cos в)аЬсг2 sin Odrd(pdd.
Q’

5.4 Приложения тройного интеграла
Пусть Q  материальное тело с плотностью p(x;y;z) .  Тогда 

'ройной интеграл используется для вычисления:
-  объема тела

V = jjjdxdydz ; (5.12)
Q

т = \\\p {x -,y ,z)d x d yd z ; (5.13)
массы тела

- статических моментов Му2, , Мху тела относительно 

координатных плоскостей O yz , O zx , Оху соответственно:

м * = \ \ \ xp { x^ y^ )dxdyd z ;
Q

М» = \ \\y p {x \y ;z )d x d y d z ;
Q

М*у = Д[z P {x^ z )dxdyd z \
Q

координат центра (xc;yc;zc) тяжести тела:

х = ^ J L  v = 7 -  ^ ху • 15"»*о ? Уо 5 г0 ? (5 .15)
т т т
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-  моментов инерции I w , Ia , тела относительно коорди­
натных плоскостей Oyz , Ozx , Оху соответственно:

= j j j x 2 p (x \y \z)d x d y d z ;
Q

L  -  J J J /p{x\y',z)dxdydz;
Q

I*>' ~ \ \ \ z 2 ;
Q

-  моментов инерции Ix, I v, I2, / 0 тела относительно коор­

динатных осей Ox, <9у, Oz и начала координат 0(0:0) соот­
ветственно:

I х  ~  I z x  ^  ^ х у  1 I у  ~  ^ х у  ~>r I y z  » — ^ у :  ^  zx ’

/  = /  + /  + /  (5-17)
J 0 1у г ^  Л2Х ' ,ху •

Вопросы для самоконтроля

1 Дайте определения: а) интегральной суммы, б) нижней и 
верхней сумм Дарбу.

2 Что называется тройным интегралом?
3 Сформулируйте необходимое и достаточное условия интег­

рируемости функции /  (x;j>;z).
4 Перечислите свойства тройного интеграла.
5 Сформулируйте теорему о сведении тройного интеграла к 

повторному.
6 Сформулируйте теорему о замене переменных в тройном 

интеграле.
7 Какие координаты называются цилиндрическими? Чему ра­

вен якобиан перехода от декартовых координат к цилиндриче­
ским?

8 Какие координаты называются сферическими? Чему равен 
якобиан перехода от декартовых координат к сферическим?

9 При вычислении каких величин используется тройной ин­
теграл?
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Решение типовых примеров

1 Вычислить №  + >' + z)dxdydz, где
Q

Q = { (x ;y ;z )  | 0 < x < l , 0 < j < 2 ,  0 < z < 3 j .
Р е ш е н и е .  Область интегрирования -  прямоугольный па­

раллелепипед. По формуле (5.6) получим:
1 2 3

Jfftx + У + z)dxdydz = jak jdy  \{х + у  + z)d z  =
Q О О О

1 2 /  2 Л 1 2 у

= 1 4  -  9
О 0 4

XZ +  y z  +  - оdy = jt/x j f  Зх + Зу + |dy --
0 о
1

= {\^ ХУ + ~ У 2+ ^ y \ d x = j(6x + 6 + 9 )dx =

=  | ( 6 х  +  1 5 ) Л - ( З х 2 +  1 5 х ) | ^ 3  +  15 =  1 8 .
О

2 Вычислить интеграл |j"j(x + у  + z)dxdydz, область Q огра­
бь

ииченаплоскостями х - 0 ,  у  = 0 , z  = 0 , x + y  + z - 1 = 0.
Р е ш е н и е .  Область Q проектируется на плоскость Оху в 

область G , которая представляет собой треугольник (рису­
нок 5. 4):G =  { ( х ; у ) | 0  < х < 1 , 0  < > ’ <  1 - х ] .

вания для типового примера 2 вания для типового примера 3
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Имеем

jjj(*  + _у + z)dxdydz = jdx j d y  J(* + у  + z)dz =
1 \ —X 1 - x - y

1 I -X/ 2\
0 0
1 - x - y

= jdx  J \x z  + yz  h---- dy-

- i J
о v

/

1-лг
I ',

dx -  — j(2-7>x + x^ dx  =

Ъх1
2x - :—  + -

2 4
I 2-1
6 4 8

3 Вычислить интеграл jjj(* 2 + y 2^jdxdydz , где область Q or-
o

раничена поверхностями z  = x2 + у 2 и z -1  (рисунок 5. 5).
Р е ш е н и е .  Вычислим данный интеграл, переходя к цилинд­

рическим координатам по формулам (5.9).
Область Q проектируется в круг 1. Поэтому

0 < с р < 2 л , 0 < г < 1 . Постоянному значению г в пространстве

Oxyz соответствует цилиндр х2 + у 2 = г 2 . Рассматривая пересе­
чение этого цилиндра с областью Q , получаем изменение коор­
динаты z  от точек, лежащих на параболоиде, до значений тех 
точек, лежащих на плоскости z  = 1, т. е. г 2 < z  < 1.

Имеем:
, \  2л- 1 1

Щ * 2 + у 2 )dxdydz= jdtp jd r  Jr2 ■rdz =

2л  1

= j d c p j ^ z l  dr =
2 x (  4 6 Г Г

0 0

4 Вычислить интеграл JJjf*2 z 2 )rixdydz, где область Q

есть шар x 2 + у  + z 2 < R 2 (рисунок 5. 6).
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Рисунок 5. 6 -  Область интегри- Рисунок 5. 7 -  Область интегри­
рования для типового примера 4 рования для типового примера 5

Р е ш е н и е . Вычислим данный интеграл, переходя к сфери­
ческим координатам по формулам (5.10).

Из вида области Q следует, что
0 < r < R ,  § < ( р < 2 л , 0 < в < л .

В этом случае подынтегральная функция примет вид: 
х 2 + у 2 + z 2 = г 2 sin2 #cos2 ф + г 2 sin2 0sin2 (p + r 2 cos2 0  =

= r2sin2#  + r2cos2# = r2 .
Тогда

R к 2к
JJJ*2 + / + z 2jdxdydz = ^drjrf# jV2r2sin#dcp =
Q 0 0 0

R тс I n  R

= JrVr Jsin#^# \d® = 2 л jr 4dr Jsin#d0  =
0 0 о 0

R

-А л  [r^dr-А л -—
I 5 U

^v2 V2 ,2 V
dxdydz, где Q -  эллипсоид

0

ffl a2 b2 cL ;
2 2 2 

_ X  V  2
(рисунокз. 7) —  + —  + —  <1.

a b~ с
Р е ше н и е .  Переходя к обобщенным сферическим коорди­

натам по формулам (5.11), получим уравнение эллипсоида
г г = \ .
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Тогда
чЗ

dxdydz -
l i i ' i

Z2Л
+ 7 ,  C

= j j j >  -r1 sin 9abcdrd(pd0 = abc J"J*jV8 sin OdrdcpdO -  
o ' o ’

2  л n  \ 9

= abc jd<p fsinffltf j r 8dr ^abc-cp^f -(-cosO)]^ •—-|o =
0 0 0 ^

- ^ • 2 * 0  + 1 ) = — .9 9
6 Найти объем тела, ограниченного поверхностями

2z = x2 + у 2, г = 2 .
Р е ш е н и е .  Тело Q  ограничено снизу параболоидом враще­

ния с осью симметрии O z , вершиной в начале координат, свер­
ху -  плоскостью z = 2.  Проекция тела на плоскость Оху -  об­
ласть, ограниченная окружностью

/ 2  Z =  X  + у 2, 2 2 л=> х + у  = 4 .
|z  = 2,

Для вычисления интеграла перейдем к цилиндрическим ко­
ординатам по формулам (5.9):

2 2 2

Так как —— —  < z < 2 , то — < z < 2.
2 2

Очевидно, что 0 < < р < 2 л , 0 < г < 2 .
Тогда по формуле (5.12) объем тела равен

V -  jjjdxdydz = j j  (г drdcpdz =
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2 я
■ 2 ^d(p- 2(р |g* =Ал .

7 Найти массу шара х2 + у 2 + z 2 < 2R z , если плотность в ка­
ждой точке обратно пропорциональна расстоянию ее до начала 
координат.

Р е ш е н и е .  По условию р( х , у , z) = и тогда по
х2 Лгу2 л-z2

||м)|)муле (5.13) масса равна

т ■, = JJI  M y d z .
v 4 х + y  + z l

Уравнение сферической поверхности приведем к канониче- 
| кому виду

х2 + у 2 + z 2 = 2 R z ;

х2 + y 2 + z 2 - 2 Rz + R2 = Я2;

х2 + у 2 + { z -  R)2 = R2.
Сфера с центром в точке (0;0; R) радиуса R . Проекция тела 

ми плоскость 2 = 0 -  область, ограниченная окружностью 
xl + y 2 = R 2.

Переходим к сферическим координатам (5.10) .Из уравнения 
сферической поверхности находим пределы для г :

х2 + у 2 + z 1 — 2Rz = 0 => г 2 -  2Rrcos9  = 0 => 
r ( r - 2 R c o s 9 )  = 0 => 0 < r  < 2R cos9  .

11ри этом 0<<р<2ж, 0 < 9 < ^ .

Тогда масса равна

к , , , r r r r 2 s in 0
т =  J J J  j——  ^ ...... -  dxdydz -  к J J J -—— — d rd (p d 6

q  y j x 2 + y 2 + z 2 Q' r
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2л  2 IRcosO

= к JJJr sin 6drd(p dO ~ к jd<p jd& j r  sin 0 dr =
Q

2 я  2

0 0
я

2 x  2

= k J</pjsin0— \lRmed0 = -  jsin#• 4/?2 • cos2 в d O -
0 0

2я  2

0 0

= - 2kR2 jd<p Jcos2 6 d (cos#) =

-> Г'= -2kR~ J

o о
2x з Q-> rcos в 2 71,

О2 d(p = - 2 kR2 j] 0 - - \d (p  = - k R 2 -<p\l* = ~k^R2 .
3 J 3

Задания для аудиторной работы

1 Вычислить следующие тройные интегралы по указанным 
пространственным областям:

а) dxdydz, Q : у  = х , у  -  0 , х = 1, г = 0 ,

z  = x2 + l 5 y 2;

б) j*JJ\х + у  + z 2^dxdydz, Q: - 1< х < 0 , 0 < jv’< 1, 2 < z < 3 ;

■> ш dxdydz
Q: x + y  + z  = 1, jc = 0 ,  y  = Q, z = 0;

g >{\ + x + y  + zY  

r) -  у  + z)dxdydz, Q z ~  2 - x 1, х + jy - 1 ,  x = 0 , y  = 0,

z = 0 ;

д) jjjzdxdydz, Q: z = yj\ -  x2 -  y 2 , z ~  0,  y  = y  = 2x,

x = v
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е) ^^ydxdydz, Q: 4 < x 2 + у 2 + z 2 <16,  у  < 4 Зх,  _y>0, 
Q

z ^ O ;

ж) Jjjzdxdydz, Q: ~ 2 + ^Г + ~2 ^ 1 ’ z ~ 0;

и) jJj8 у 2 ze~xyz dxdydz, Q: x = 0 ,  x = 2 , y  = - 1, .у = 0,  z -  2;
e

к) Шт.— dXf }CL ч6 , x + y  + z = I,  x = 0 , y  = 0 , z = 0 ; 
Jj J (4x + 3_v + z - 2 )

л) JJ"j"(l- 2y)dxdydz, : z = jy2, z + 2x = 6 , x = 0 , z = 4 ;
Q

m) JJJ"̂ 2̂ 2dxdydz, Q \ x2 + y 2 < 1, 0 < z < x2 + y 2.
Q

2 Найти объем тела, ограниченного поверхностями z = 4 -  у 2, 

z = y ? + 2 , х = - 1, х = 2 .
3 Вычислить массу тела Q , ограниченного поверхностями 

х2 + у 2 =2z ,  z -  2,  если плотность p (x ,y ,z )= x2 + у 2.

4 Найти массу шара х2 + у 2 + z 2 < 2 х , если плотность

р (х ,у ,г )  = т/х2 + у 2 --f z2 .
5 Вычислить массу тела Q , ограниченного поверхностями 

г -  2у 2, z  = 3у 2 ()’ > О), z = 4 х , z -  5 х , z  = 3 , с плотно­
стью p(x, y , z )  = y .

6 Вычислить объем тела Q,  ограниченного поверхностями 

2г = _у2, 2х + 3у = 12 , х = 0 , z - 0 .
7 Найти объем тела Q,  ограниченного поверхностями

х2 + у 2 =10х,  х2 + у 2 = 13х, z = -Jx2 + у 2', z = 0,  у > 0 .
8 Найти объем тела Q , ограниченного поверхностями

z - y j 6 4 - х 2 - у 2 , 12z = x2 +>*2 .
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9 Найти массу однородного тела Q , ограниченного поверх­

ностями х2 + у 2 + z 2 = 16, х2 + у 2 + z 2 = 8z
10 Вычислить массу тела Q , ограниченного поверхностью 

9х2 + 2 v2 +18z 2 =18,  если плотность

р (х ,у ,z) = (х2 + у 2 ̂  + y  + z2 ■

Задания для домашней работы

1 Вычислить следующие тройные интегралы по указанным 
пространственным областям:

а) jJJ(6* + 8у + 4z + b)dxdydz, Q : 0 < х < 1, 0 < у  < 1, 0 < z < 1 ;
Q

б) + у  + z)dxdydz, Q : x + у  = a , z = 0 , z - c , x = 0 ,
Q

y  = 0 ;

в) M x 2 + y 2 + z 2)cixdydz, Q: y 2 + z 2 = b 2, x ~ 0 , x = a ;
Q

r) + y 1 + z j  dxdydz, Q: z - x 2 + y 2 , z - c  (c > O);

j3 dxdydz, Q : верхняя половина шара

x 2 + у 2 + z 2 < R2;

2 £ dxdydz, Q : внутренность эллипсоида
•> 04+

X2 У2
a b c

ж) j*j"J(5jc -  3z)dxdydz, £?: x2 + y 2 = 1, z = 4 , z + 2x -  3y = 0;
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и) JJJ(2 x + y)dxdydz, Q: y  = x ,  .v = 0 , x = l ,  z  = 1,
Q

z = l + x2 + y 2;
2 2 2

к) jjjzd x d yd z , Q : ~ ^ T ~ ~ T 2 и 7 = Л ( ^ > 0 );
2

л) J J J * >  + j 2 + z 2 dxdydz, О : x 2 + _y2 + z 2 = _y ;
Q

M> JJf  /rf T  2 \ 1^^2+/ + ^ 2^9> J^O,
Q 4\X + y  + z  )

z k O .

2 Вычислить массу тела 0  расположенного в первом октанте 

и ограниченного цилиндрическими поверхностями z = 2х2, 
z = 3 -  х2 и плоскостями х = 0 , j  = 0 , У  = 2 , если 

p { x ,y , z ) = x y 2.
3 Найти массу пирамиды, ограниченной плоскостями 

х - у  + z = 1, х = 0 , у  = 0 , z  = 0 , если p (x ,y ,z )  = х .
4 Найти массу тела Q , ограниченного поверхностями 

z - х 2 + \ 0 у 2 , z = 2 0 - х2 - 1 0 у 2 , если плотность равна 

p (x ,y ,z )  = x2 + у 2.
5 Вычислить массу тела Q , ограниченного поверхностью

„2  2 2х У  z  1 / ч
- + -----h —  = 1 , с плотностью p(x, y, z )

16 9 4 v ’

6 Вычислить объем тела Q,  ограниченного поверхностями 

у2 = 4х + 4 , jy2 = - 2 х  + 4 , z = 0 , z = 3 .
7 Найти объем тела <2, ограниченного поверхностями 

у 2 = х  + 1 , у2 = 1- х ,  x + y  + z - 3, z = 0 .
8 Найти объем тела Q , ограниченного поверхностями

j  =  1 2 - x 2 - z 2 , y - y j z 2 + х 2 .
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Практическое занятие 6 Поверхностные интегралы

6.1 Определение, свойства, вычисление и приложения по­
верхностного интеграла 1-го рода

6.2 Определение, свойства и вычисление поверхностного 
интеграла 2-го рода

6.1 Определение, свойства, вычисление и приложения 
поверхностного интеграла 1-го рода

О п р е д е л е н и е  п о в е р х н о с т н о г о  и н т е г р а л а  
1 - г о  р о д а .  Пусть в точках кусочно-гладкой поверхности 
Q  е  R 3, с площадью S определена непрерывная ограничен­
ная функция f [x ' , y ; z ) .  Разобьем поверхность О на и час­

тичных поверхностей Q ,, Q2, ..., Qn без общих внутренних 
точек с площадями AS., ЛSz , ..., ASn и диаметрами dx, d2, 
..., dn. В каждой частичной поверхности Qt, / = 1,2,...,п,  

возьмем произвольную точку (рисунок 6 . 1).

Рисунок 6. 1 -  Разбиение поверхности Q .

Сумма

Z f & T j - C y A S ,  (6 .1)
/=!

называется интегральной суммой для функции f [ x , y , z ) по
поверхности Q .

Поверхностным интегралом 1-го рода  от функции 
f (x ; y ; z )  называется предел (если он существует) инте­
гральной суммы (6 .1) при а —> 0 :
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\ \ f { x ŷ'yz ) d S -  lim ̂  /  (£  \t]i ; <£ ) • AS, , (6.2)

функция f ( x ; y ; z )  называется интегрируемой no поверхно­
сти П , поверхность Q — поверхностью интегрирования, dS
-  элемент поверхности.

С в о й с т в а  п о в е р х н о с т н о г о  и н т е г р а л а  1 - г о  
р о д а .  Основными свойствами поверхностного интеграла 
1-го рода являются:

-  Цсй1 = S , где S -  площадь поверхности С1;
£2

-  (линейность) если а  и /? —  произвольные постоянные 

числа, функции / ( х ;  v;z) и g(x;jy;z) интегрируемы на по­

верхности D. , то функция а  ■ / (х ;у; z)  + /3- g (х;у\ z)  также 
интегрируема на поверхности Q  и справедливо равенство

flW  + P g)dS  = а  \ \ f d S  + р  j J g J S ; 
о o n

-  (аддитивность) если поверхность Q состоит из двух 
частей Ц  и Q 2, Q = Q, u  Q 2, а пересечение Q, и Q2 состо­

ит лишь из границы, их разделяющей, и функция / ( x ; j ; z )  

интегрируема на Q, и Q 2, то функция /  (x;y;z) также ин­
тегрируема на поверхности Q и справедлива формула:

\ \ f { x \y \z ) d S  = § f ( x \ y , z ) d S  + ^ f ( x \ y \ z ) d S ;
о п, о2

-  (монотонность) если на поверхности Q выполнено не­
равенство /(x ;y ;z )< g (x ;_ y ;z ) , то

JJ.f { x ; y ; z ) d S  < j jg (x ;y ; z )d S ;

— (оценка интеграла) JJf { x ; y ; z ) d S  < \§ f { x \y \z ) \d S ;

-  (теорема о среднем) если /  (x\y\z)  непрерывна на по­
верхности Q , то на этой поверхности существует такая точка 
M0(x0',y0',z0) ,  что
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j ] / (*; У1 z)d S  = f ( x 0; y 0; z0 ) • S , 
a

где S -  площадь поверхности Q .
В ы ч и с л е н и е  п о в е р х н о с т н о г о  и н т е г р а л а

1- г о  р о д а .  Вычисление поверхностного интеграла 1-го 
рода сводится к вычислению двойного интеграла по области 
G , являющейся проекцией поверхности Q на плоскость 
О ху.

П а р а м е т р и ч е с к о е  з а д а н и е  п о в е р х н о с т и . 
Поверхность Q. задана параметрическими уравнениями

х = х (и ,у ), y  = y {u , v ) ,  z = z(w,v), ( u , v ) e W .
Тогда поверхностный интеграл 1-го рода вычисляется по 

формуле

\ \f {x ,y ,z )d S  = JJf(x(u,v) ,y(u,v) , z(u,v))ylEG-F2dudv, (6.3)
п W

где E = x'u2 + y:2 +z:2-,G = x:2 +y: 2+ z:2; F = x 'X + y y v + z 'X .

Я в н о е  з а д а н и е  п о в е р х н о с т и  Q . Пусть Q по­
верхность, заданная уравнением z  = z (x ; y ) .  Здесь функция

z (x;y ) непрерывна вместе со своими частными производны­

ми zx и zy в замкнутой области G .  И пусть функция

/( jc ;y ;z )  непрерывна на поверхности Q , и, следовательно, 
интегрируема на ней. Учитывая, что элемент поверхности 

есть dS = yjl + z 2 + z  2dxdy , имеем

J\ f { x ; y ; z ) dS  = JJf (x;y;z (x;y) ) ,J l  + z 2 + z 2dxdy. (6.4) 
a a

Н е я в н о е  з а д а н и е  п о в е р х н о с т и .  Поверхность C2 
задана неявно уравнением F( x , y , z )  = 0 , где F' ^ 0 ,

V ( x , y , z ) g Q . Функция F{ x , y , z )  удовлетворяет условиям 
теоремы о существовании неявной функции. Поэтому- урав-
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нение F( x , y , z )  = 0 определяет функцию z - z [ x , y ) , для ко- 

F' F'
торой

Тогда из (6.4) имеем 

\ \ f { x , y , z ) d S  = ^ f ( x , y , z ) ~ J F x2 + F ;  + F:2dxdy , (6.5)
n O’ r  z|

где G -  проекция поверхности на плоскость Оху (z  = 0 ).
Для вычисления интеграла z  выражается из уравнения по­
верхности.

П р и л о ж е н и я  п о в е р х н о с т н ы х  и н т е г р а л о в
1-го  р о д а .  Поверхностные интегралы 1-го рода применя­
ются для вычисления:

-  площади поверхности Q
jjdS  = S; (6 .6)
п

-  массы материальной поверхности Q с непрерывно рас­
пределенным веществом известной плотности p(x-,y\z)

т = j jp ( x ;y ; z )dS;  (6.7)
Q

-  статических моментов Sxy, S^, Sa материальной по­

верхности £2 относительно координатных плоскостей О ху , 
O yz, Ozx соответственно:

s v  = JJz - p ( x ; y ; z ) d S ;
Q

S* = \ \x - p { x \y ,z ) d S ; (6.8)
Q

Szx = \ \ y p { x \ y , z ) d S ;
П

-  координат центра тяжести (xc;yc;zc) материальной 
поверхности Q

V — 1? ___ .. - ^ ХУ  . / Г  Q \—  , у с -  — , zc -  — , (6.9) 
т т т
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— моментов инерции М х, Му, М „, М 0 материальной по­

верхности Q относигельно координатных осей О х , О у , Oz 

и начала координат 0 (0;0) соответственно:

м х = \ \ { у 2 +  z 1 ) - p{ x-y - z )dS  ; 
а

My = j j (x2 + z 2) p ( x ; y ; z ) d S ; ^  ^

М 2 = j j(x 2 + / ) • / ? ( x ; j ;z ) ^5 ;
Q

= \ k 2 + y 2 + z 2) - p { x',y,z ) d S .
£2

6.2 Определение, свойства и вычисление поверхност­
ного интеграла 2-го рода

О п р е д е л е н и е  п о в е р х н о с т н о г о  и н т е г р а л а
2 -г о  р о д а .  Пусть двусторонняя поверхность Q с выбран­
ным направлением единичного вектора нормали Я задана 
явно непрерывно-дифференцируемой функцией z(x; j )  в об­
ласти G cz Оху . И пусть в точках поверхности Q определена 

непрерывная функция R ( x \ y \ z ) . Выбранную сторону по­

верхности Q разобьем на п частичных поверхностей Q ,, 
Q2, ..., i i n. Обозначим <т,, а 2, ..., а п проекции этих частей 
на !1лоскостъ О ху . При этом площадь проекции А гг , 

A ct, = (Q ;) , берегся со знаком « + », если выбрана внешняя

сторона Q+ поверхности (нормаль п к выбранной стороне 
составляет с осью Oz острый угол), со знаком «-», если вы­
брана внутренняя сторона Q поверхности.

Сумма

2>(£;?7,.;£)-A<7,. (6 .11)
/=1

называется интегральной суммой для функции R {x \y ,z )  по 
выбранной стороне поверхности.
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Обозначим через Л наибольший из диаметров разбие­
ния: X -  шахе/(СХ).

1<<<л 4 '

Поверхностным интегралом 2-го рода  от функции 
R(x;y;z}  по выбранной стороне поверхности называется
предел (если он существует) интегральной суммы (6 .11) при 
Л -> 0 :

j jR(x;y;z)dxdy = lim J^R(£i;r/i;Ci)-Acri , (6.12)
п '=1

функция R(x\y , z )  называется интегрируемой по поверхно­
сти Q  по переменным х н у .

Аналогично определяются поверхностные интегралы 2-го 
рода по выбранной стороне поверхности Q по переменным 
у  и z ,  z  и х от непрерывных функций P(x\y\ z )  и

Q(x;y; z ) ,  определенных в точках двухсторонней поверхно­
сти Q , соответственно:

j j p ( x ; y ; z ) d y d z ^ \ i mYj P(^;r]l;C, ) - {n , ) ^ ; (6.13)
а '=>

ljQ (x ;y;z)dzck  = ] im f iQ (^ ,rJrX i) - { ^ ) zx ■ (614)
п <-1

Общим поверхностным интегралом 2-го рода  называется 
интеграл вида

№  x\y,z')dydz + Q {x\y,z)dzdx  + R {x \y ,z )d x d z .

(6.15)
Если О -  замкнутая двусторонняя поверхность, то по­

верхностный интеграл 2-го рода по внешней стороне ее обо­
значается (Ц , по внутренней -  <j| . 

п+ а
С в о й с т в а  п о в е р х н о с т н о г о  и н т е г р а л а  2 - г о  

р о д а .  Поверхностный интеграл 2-го рода обладает следую­
щими свойствами:

-  для общего поверхностного интеграла 2-го рода спра­
ведливо равенство:
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^Pdydz + Qdzdx + Rdxdz = jjPdydz + jjQdzdx + JJ Rdxdy; 
n n o n

-  (линейность) если а  и ft —  произвольные постоянные

числа, функции Px(x\y, z)  и P2(x;y;z) интегрируемы по вы­
бранной стороне поверхности £2 , то функция 
a -  Pl (x \ y ; z )±  ft- Р2 (x\y , z)  также интегрируема по выбран­
ной стороне поверхности Q  и справедливо равенство:

\\{аРх ± pP2)dydz = а  JJp  xdydz± d yd z ; 
п п п

-  (аддитивность) если поверхность Q , из двух частей Q,
и f i2, 0  = 0 , u Q , ,  а пересечение Q, и Q 2 состоит лишь из 

границы, их разделяющей, и функция P{x;y; z ) интегрируе­

ма по выбранным сторонам Q, и Q2, то функция P(x\y; z )
также интегрируема по выбранной стороне поверхности Q  и 
справедлива формула

\\P (x -,y ,z)dydz=  § P (x \y ,z )d y d z  + § P (x r ,y z )d y d z ; 
n n, q2

-  (оценка интеграла) если функции P( x : y , z ) , Q(x;y;z) ,  

R{x;y;z ) интегрируемы по выбранной стороне двусторонней 

поверхности Q и ^[р2 + Q2 + R2 < М  во всех точках поверх­
ности, то

j j P [x \y ,z)d yd z + Q {xr,yz)dzdx  + R (x\y:z)dxdi
п

< М  S ,

где S -  площадь поверхности;
-  (ориентированность) если ГГ противоположная сторо­

на к стороне Q + поверхности Q , то

jjPdydz  4- Qdzdx + Rdxdz = -  j j  Pdydz + Qdzdx + Rdxdz .
П* Q"

Вы ч и с л е н и е  п о в е р х н о с т н о г о  и н т е г р а л а
2 - г о  р о д а .  Вычисление поверхностного интеграла 2-го
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рода сводится к вычислению двойного интеграла, учитывая 
проекции поверхности на соответствующие плоскости:

a) ^ R (x ,y ,z )d x d y  = ± ^R{ x , y , z ( x , y ) ) dxdy , (6.16)
П Gv

где G■ -  проекция Q на плоскость Оху ; знак “+” берется в

случае, если у  < — и если у  > — ( у  угол между векто- 

ром Я и положительным направлением оси O z );

б ) Д * ( * Л  z)dydz  = ± Jj R ( х ( у , z ) ,у , z )d y d z , (6.17) 

где G^ -  проекция О на плоскость O yz ; знак “+” берется в

случае, если а < у  и -  , если а > — ( а  угол между векто­

ром Я и положительным направлением оси О х );
в) \^R(<x,y ,z)dzdx  = ± ^ R { x , y ( x , z ) , z ) d z d x , (6.18)

п Сга
где Ga  -  проекция G на плоскость O xz ; знак “+” берется в

Я  л
случае, если (3 < — и если (3 > — ( Р  угол между векто­

ром Я и положительным направлением оси Оу ).
Тогда

ГГRdxdz + Qdzdx + Rdxdy =
о (6.19)

= ± | |  Pdydz ± jjQdzdx ± jjRdxdy

Общий поверхностный интеграл 2-го рода и поверхност­
ный интеграл 1-го рода связаны соотношением:

jjPdydz + Qdzdx + Rdxdz = (6.20)
n

= J j(P c o sa  + (?cos/? + /?cos;')£$ ',
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где cos or, cos /?, cos у  координаты единичного вектора п 
нормали к поверхности Q .

Координаты вектора Я определяются заданием поверхно­
сти Q (таблица 6 .1).

Таблица 6.1 -  Координаты вектора Я в зависимости от задания 
поверхности Q __________ ________________________________

Вид задания 
поверхности 

Q

Угол меж­
ду векто­
ром нор­
мали п и 
соответст­
вующей 
коорди­
натной 
осью

Координаты вектора нормали

z = z (x;y)
Я

У<~2 Я =

' \  
____ h  _ ..... h ...

l ] + z '2 + z y2 )

x = x(y,z)
ла  < — 
2 Я =

f  \ 
. Хж

к \j  ̂+ Xy2 +Xz2 ф  + Ху + Хг ,

y  = y ( x , z ) р<\ Я =

г
V 2S X .J. 2

у \1] + Ух2 + у 2 V1 + Ух + У 2

F(x,y,z)  = 0,

f; * o

л
у <  —  

2

F(x,y,z)  = 0 ,

f; *  о Р < 1 У

F(x,y,z)  = 0 ,
f; * o

71а  < — 
2 t - j r i w : )

X = x(u,v) , 

y  = y(u,v),  

z = z(u,v)

Я =
D ( y , z ) D(z ,x)  
£>(w,v) D { u,v)

D ( x , y )  "

D ( « , v )  J
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Замечание. Если угол у > — ( # >  — , / ?> — ), то вектор нор­

мали равен ( —Я).

Вопросы для самоконтроля

1 Дайте определение поверхностного интеграла 1-го рода.
2 Перечислите свойства поверхностного интеграла 1-го 

рода.
3 Как вычисляется поверхностный интеграл 1-го рода в 

случаях: а) параметрического, б) явного, в) неявного заданий 
поверхности?

4 Для вычисления каких величин используется поверхно­
стный интеграл 1-го рода?

5 Дайте определение поверхностного интеграла 2-го рода.
6 Перечислите свойства поверхностного интеграла 2-го 

рода.
7 Как вычисляется поверхностный интеграл 2-го рода?
8 Какой формулой выражается связь между поверхност­

ными интегралами 1 -го и 2-го рода?

Решение типовых примеров

1 Вычислить 2 + y 2)dS , где поверхность Q -  верхняя
п

половина сферы х2 + у 2 + z 2 = а2
Р е ш е н и е .  Параметрические уравнения верхней полу­

сферы имеют вид
x = asmdcos(p,  у  = asin<9sin^ , z  = acos0,  

где 0 < 9 < л / 2 ,  0 < < р < 2 я .
Частные производные по переменным в  и <р равны:
х'в = acosdcostp,  у'д = a c o s # s i n ^ ,  z'g = - a sin /9;
х' = -asin#sin< p , у'р -  asindcoscp, z'9 ~ 0 .

Тогда
E = a 2 cos2 0cos2 (p + a2 cos2 #sin2 cp + a2 sin2 (p -

-  a2 ^cos2 в  + sin2 в}  = a2;
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G = a2 sin2 0sin2 (p + a2 sin2 #cos2 <p = a ‘ sin2 <9;

F  = - a 2 sin (9 cos #  sin q> cos cp + a2 sin в  cos в  sin <p cos <p = 0 ;

E G - F 2 = a 2 a2 sin2 0  = o4 sin2 0 .
Подставляя в формулу (6.3), получим

Jj(x2 + y 2^dS~ fja2 sin2 в  • %/a4 sin2 OdcpdO -  J ja 4 sin3 Od<pdd =
n IF r

#  Л

2л- 2 7

= a4 Jsin3 6>c/(9 — - a 4 -2 ;r j ( l - c o s 7 <9)c/(cos#) =

= -2 а Ая CQS0-
cos3 (S'

- 2 a V |  -1 +  ^-j =  ^ a V .

2 Вычислить интеграл jjY.r -  3j> + 2z)e&, где
£2

Q = |  (x;y;z) | Ax + 3y  + 2z  - 4  = 0, jc > 0, у  > 0, z  > 0 j .

Р е ш е н и е .  Данная поверхность Q представляет собой 
часть плоскости 4х + Зу  + 2z  -  4 = 0 , расположенную в пер­
вом октанте (рисунок 6 . 2).

3
Запишем уравнение плоскости в виде z - 2 - 2 x - —y .  То-

3
гда zx = - 2 , * , =  —  ■

Рисунок 6. 2 -  Поверхность интегрирования 
к типовому примеру 2

Используя формулу (6.4), имеем
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\\{x -7> y + 2z)dS
Cl

= j ( x - 3 y  + 2
(  3 4

2 — 2x ——у
V 2 J

1 + 4 + — dxdy =

V29
JJ(4 — 3jc — 6y) dxdy =

j  ( 4 - 3 x - 6 y ) d y -  | ( 4 у - 3 л у - 3 у 2) |^  
^ 0 0  ^ 0

^  j(  j ( l _ x) ~ 4x0 _ “ У  _  ̂ )2 =

л/29
' . I 6 . ( l z i _ 2jc2+4Z + 1 6 - ^ 3'

3 2 3 3 3
729

3 В ы числить площадь поверхности Q , заданной уравне­
нием z = x2 + у 2 и расположенной между плоскостями z = О 
и z = l.

Р е ш е н и е  .П о условию z  = x2 + у 2. Тогда 
z'x = 2 x ,  z'y = 2 y .

По формуле (6 .6) получаем

S -  \\d S  = + 4х2 + 4у 2dxdy = JJ /̂l + 4^х2 + ~y^dxdy, 
п о  с,

где G -  проекция Q на плоскость Оху .
Для вычисления интеграла перейдем к полярным коорди­

натам
x = rcos<p, — г sin .

Так как область GecTb круг х2 +_у2 <1, то 0 < г <1, 
0 < < р < 2 л .

Отсюда имеем

93

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



4 Вычислить jj\Jx2 + У’2d S , где Q -  часть конической по-
п

верхности х2 + у 2 -  z 2 = 0 , заключенная между плоскостями 
z - О и 2 = 1.

Р е ш е н и е .  Поверхность Q задана неявно уравнением 
х2 + у 2 -  z 2 = 0 . Проекция П на плоскость z  = 0 представля­

ет собой круг X2 + >’2 < 1 .

Так как F( x , y , z )  = х2 + у 2 - z 2, то

F ; = 2 x ; F ; = 2>-; F/ = 2z,

= — yj(2xY + ( 2y ) 2 + (2z f  dxdy = ^  J lZ ---- Z dxdy.
2 z

По формуле (6.5) получим
Ix2 + у 2

||л /х 2 + у 1 dS = |Д /х 2 + у 2 + (х2 + у 2 ^dxdy =

= V2 JJ ,/x2 + у 2 dxdy

X  =  rC O S(p , 

у  = rsin$>,

О < г < 1, 
0 < ( p < 2 n , J  = г

= >/2 [JrVttsty? =

0 0 3 3

5 Вычислить JJj^zdbafy + xzdydz + x2ydxdz, где f i  -  внеш-
Q

няя сторона поверхности z = х2 + у 2 , отсекаемая плоскостью 
2 = 2 .

Р е ш е н и е .  Поверхность Q представляет собой парабо­
лоид, заданный явно уравнением z = х2 + у 2 . Поэтому вектор 
нормали равен

й = (2х,2^ , - 1) ,
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л
так как сторона внешняя и угол у  > -

L
Линия пересечения параболоида с плоскостью z = 2 есть

окружность с центром в точке О (0;0) радиуса R - 4 2 :

х2 + у 2 -  2.
Тогда по формуле (6,16) получим
JJy'zdxdy + xzdydz + x2ydxdz = 
п
= jj(*z ■ 2х + х2 у  ■ 2 у  + y 2z ■ ( -1  yjdxdy =

с
= JJ(2jc2 (л-2 + у 2) + 2х2у 2 -  у 2 (х2 + у 1) ) dxdy =

G

= |J ( 2x4 + 2x2y 2 + 2x2y 2 -  y 2x2 -  y 4) dxdy =
G

= JJ(2x4 + 3x2y 2 -  y 4jdxdy .
G
Д ля вычисления интеграла перейдем к полярным коорди­

натам:
x^rcoscp, y  = rsin<p, 0 <ср<2л  , 0 < r < V 2 ,  

якобиан отображения равен J  -  г .
Тогда
JJ(2x +3х2у 2 - y 4jd x d y -
G

= jj(2r4 cos4 (р + 3rA cos2 <ps\u2 (p -  r4 sin4 (p) rdrdcp -
G*

= JJr5 (2 cos4 (p + 3 cos2 7̂ sin2 ^ -  sin4 cp}drd(p =
G

■Л 2jr/"
= frrf,- j

J!
о 0

J2
\

1 + cos 2cp\2
3 . 2„+ —sin 2(p —
4

d(p -

0 0

i + 2 cos2(p + cos2 2да 3(1 - c o s 4^) i -  2cos2y> + cos22tp 

2 8 4
dq> =
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4 2} f  1 l + cos4<z> 3 3cos4ip i
= T  -  + cos2® + ---------- —+ ------------- ——  +3 Д 2  л й й d4 2

1 .  1 + cos 4® cos 2 (p-------------— =

4 2 гГз з _ i , V ,= — Jj — + —cos2(z>-—cos4$? d(p-

4 ( 3  3 . „ 1 . „ л= — — 4? + — sin 2^?----- sm 4cp
3 14  4 16

- I n .

6 Вычислить j j x2dydz + y 1 dxdz + z 2dxdy , где поверхность
n

Q есть внешняя сторона сферы х2 + у 2 + z 2 = 16, лежащая в 
первом октанте.

Р е ш е н и е . Поверхность задана неявно уравнением 
F { x , y , z ) = 0 , F ’ Ф 0 z > 0 . По условию, нормаль к внешней

стороне образует угол у  < — :

t = ̂ (F;,F;,F:) = ±(2x,2y,2z) = ( * A l
Z Z

приэтом Z =  y f \ 6 - X 2 - y 2 .

Тогда получим

JJx2dydz + у 2dxdz + z 2dxdy = jjj х2 • — 4- у 2 •—+ z2 dxdy -

- Й
x3 + y 3

лДб-Х2 - у 2
+ 16 - x 2 -  у 2 dxdy .

Область G -  часть круга, лежащая в первой четверти: 
х2 + у 2 < 16, так как по условию х > 0 , у  > 0 . Перейдем к по­
лярным координатам:

пx = rcos<p, y  = rsirup , 0 < r < 4 ,  0 < ф <  — ,

якобиан отображения есть J  = г .
Тогда

96

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



;  = | | /
с' \

= [1] Г =r(cos3 ff + sin3 (p)+\6r-r* 
cA v l6 - r 2
К
2 4 ^4

= J(cos3 + sin3 d ( p ^  dr + ^ d (p ^ r(\6 -r2^dr = 
о о "V16 — г~ о о

г cos ф + г  sin (р . г 2------- -----— +16 ~Г
л/16 — г

drd(p = 

drdcp =

2 4

J (l-s in 2 <p)ds\r\<p- J(l-cos2 (p}dcos(p
4 r dr
osJl6-r2

л r .  ,  2 4 M 416r Г

sin rp

'10

• 3 Nsin (p

r =4sin/ 
dr = 4 costaff

71
0 <t <

COS (p
з 'N cos cp

2f44 •sin4?-4cos/‘rf/ 7i . .x —---------------------+ _ . ( 2 . 6 4 - 6 4 )  =
* 4cos? 2

= j^ | + | j .  64 j( 1 -  cos 2t)J dt + 32л = J(l -  2 cos 2t + cos2 2/) dt +

256 Y  
+32 л  = -----I

 ̂ о V
1 -2 c o s2 / + — + —cos 4/

2 2
dt  + 32л- =

256 
3

256 3n_ 
3 ' 4

3 • „ 1 ■ ,- г - sm 2/ + -sm 4/ 
2 8

+ 32я- =

+ 32л = 64л  + 32л  -  96л  .

97

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



7 Вычислить ffxdydz + (у  -t- z) dzdx + (z -  у ) dxdy , где по-
a

верхность Q есть внешняя сторона верхней полусферы 
x2+ y 2 + z 2 = 9.

Р е ш е н и е .  Зададим поверхность Q параметрическими 
уравнениями

x~3zin0cos(p, у  = 3 s in # s in ^ , z = 3cos# ,

где 0 < в <  —, 0<<р<2л- .
2

Имеем:

= 9sin26,cos9>;

= 9sin2^ s i n ^ ;

= 9cos6lsinf?.

Тогда получим
Л

2л  2

jjxdydz + (_у + zjdzdx  + (z. -  y)dxdy = \d(p J(3sin dcoscp- sin2 0cos<p 
n 0 0

+ (3sin0sin^  + 3cos0)9sin2 0s\x\(p +

+ (3 cos 0 -3 s in # s in  <p)9 cos в  sin 6)dd  -
Л_

2 Л  2

= 27 j j^sirr #  + cos2 OsinO^de =
о 0

—
2 л

= 27-2;r Jsin0c/# = 5 4 ;r( ]-c o s# )  |o2 = 54л- • 1 = 5 4 л .
о

8 Вычислить интеграл Jjxdydz + ydzdx + zdxdy по верхней
Q

стороне плоскости х + z - 1  = 0 , отсеченной плоскостями 
у = 0 и у  = 4 и  лежащей в первом октанте (рисунок 6 . 3).

Р е ш е н  ие .  По определению

В{в,(р)

D(z,x)

D(9,<p)

D{ x , y )
D(e,<p)
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I JJjtdydz + ydzdx + zdxdy = ± jjxdydz ± jjydzdx ± j j  zdxdy .
о  r, a  n

к типовому примеру 8 

Найдем значения направляющих косинусов

1 1 Аcos а  = —============ = —=  > 0 ;
л/ l2 + 0 2 +12 V2 

ft 
= 0 ;cos/?

л/ l 2 +  0 2 + 1 2

1 1
= - = > 0 .cos 7  = — ■..= ■— -  r --.

-v/l2 + 02 + 12 V2
Интеграл JJjtt&dfc = 0 , так как плоскость О параллельна

о»
оси <9у (нормаль и ось Cry перпендикулярны), первый и тре­
тий интегралы нужно взять со знаком 

Тогда находим
4 I

j j  zdxdy = j j ( l  -  x)dxdy = jdy  |( l  - x ) d x  ~ 2 ,
n* о 0

4 I

j jx d y d z -  j j( l  - z)dydz = j d y j ( \ - z ) d z  = 2.
Cl* Ĝ  0 0

Следовательно, jjxdydz + ydzdx + zdxdy = 4 .
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Задания для аудиторной работы

1 Вычислить поверхностные интегралы 1-го рода по по­
верхностям:

a) III z  + 2х + — у  Ids', где Q  -  часть плоскости!(■п V
X  у  Z .
— + — + — = 1, лежащая в первом октанте;

б) jj(*2 + y 2} d S , где Q -  сфера х2 + у 2 + z 2 = а2;

в) $>lx2 + y 2dS ,  где Q -  боковая поверхность конуса

г) jjx (jM  z ) d S , где Q -  часть цилиндрической поверх-
п

ности х = д/4- у 2 , отсеченной плоскостями z  = 0 , z  = 1;

д) Я (х 2 + У  + “  1)йК', где Q -  поверхность
п

2у  = 9 -  х2 -  z2, отсеченная плоскостью у  = 0;

е) ||( 3 х 2 + Зу2 + 5z2^dS, где Q -  часть поверхности
п

z  = д/х2 + у 2 , заключенная между плоскостями z = 0 , z = 1;

ж) \ \(х 2 + у '  + z 2) d S ,  где Q -  часть сферы
о

у  = \1\ - х 2 - z 2 .

2 Найти площадь поверхности сферы х2 + _у2 + z2 =16,  за-
2 2 X >’ключеннои внугри цилиндра

3 Вычислить площадь части поверхности цилиндра 
х2 + у 2 = 2х , вырезанную из него сферой X2+ y 2 + z 2 = 4 .
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4 Вычислить площадь части конуса z - y j x 2 + у 2 , заклю­

ченной внутри цилиндра х2 + у 2 -  2 х .
5 Вычислить поверхностные интегралы 2-го рода по по­

верхностям:
а) {]"(>’ + 2z) dxdy , Q -  верхняя часть плоскости

п
6х + Зу + 2z = 6 , расположенная в первом октанте;

б) jjzdxdy , где Q -  внешняя сторона эллипсоида

2 2 
х 2 Z ,
—  + у  + —  = 1;
4 9

в) \ \ (х 2 + z 2 + 4у 2 ) dxdz , где Q -  внешняя сторона по-
п

верхности _у = \/х2 + z 2 , отсеченной плоскостями у = 0, 
у  = 3;

г) jjzdydz  -  4ydzdx + Sx2dxdy , где Q -  часть поверхности
п

z = х2 + у 2, отсекаемая плоскостью z - 1 (нормаль внешняя),

д) JJ(x + у ) фйЬ + (у  -  x)dzdx + (z  -  2.)dxdy , где Q -  часть
n

конуса х2 + j 2 = z 2, 2 > 0 , отсекаемая плоскостью 2 = 1;

е) Г[хфй£г + zdxdy , где Q -  внешняя сторона боковой по-
£1

верхности цилиндра у  = V 4 - х 2 , ограниченной плоскостями
2 = 0 и 2 = 2 ;

ж) JjjrJjisfe + у 2dxdz + z 2dxdy , где Q -  внешняя сторона 
п

полной поверхности конуса х2 + у 2 = z 2 0 < z  < 1;

и) \\{^ у 2 + 4х -  5z 2}dydz , где Q -  внутренняя сторона
п

части поверхности у 2 = 4 х , отсеченной плоскостями х = 4 ,
2 = 0 , 2 = 3 ;

101

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



к) j jx 3dydz + у 3dxdz + z 3dxdy , где Q -  внешняя сторона 
n

на поверхности пирамиды, образованной плоскостями
x + y  + z  =  1, х = 0 , >> = 0 , г -  0;

л) Шх + z 2^dydz + {2х2 + yjdxdz  , где Q -  внешняя сто-
п

рона части параболоида у  -  х2 + z 2, отсеченной плоскостью 
у  = 2 и расположенной над плоскостью Оху ;

м) jjjtdydz + ydxdz + zdxdy, где Q -  внешняя сторона ци-
п

линдра х2 + у 2 = 4 с основаниями z -О  и z = Н .

Задания для домашней работы

1 Вычислить поверхностные интегралы 1-го рода по по­
верхностям:

а) j j \ / l  + 4х2 + 4 y 2d S , где Q -  часть поверхности
0

z - 1 - х 2 -  у 2, отсеченная плоскостью z -  0;

б) Я (*г + 3y 2+ z 2 +5) dS ,  где Q -  часть поверхности
п

y - - \ x 2 + z 2 , отсеченная плоскостями у  = 0 , у -  2;

в) Ж*4 + у 2 + 2 x 2z 2 + z * } d S, где Q -  часть плоскости
Q

x + y  + z -  4 , вырезанная цилиндром х2 + z 2 -  4 ;

г) J |v (x  + z J d S , где Q -  часть поверхности _y = v 9 - r 2 ,
о

отсеченная плоскостями х = 0 , х = 2 ;
д) jjW S ', где Q -  часть поверхности 2z -  х2 + у 2, выре-

о

занная поверхностью z -  yjx2 + у 2 ;
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e) f [ - -7j Z  t .~ - d S , где Q  -  часть цилиндрической по- 
а

верхности у  = х2 -  4 , отсеченная плоскостями z  — -2 у , z  = 0 .
,  „  X V Z .
2 Наити площадь части плоскости — + — + — = 1, заклю-

2 3 2
ченной между координатными плоскостями.

3 Найти массу части цилиндрической поверхности

у  = 79 - z 2 , отсеченной плоскостями х = 0 , х = 2 , если 

p(x ,.y ,z) = y (x  + z ) .
4 Вычислить площадь части поверхности параболоида 

х = 1 -  у 1 — z 2, вырезанной цилиндром >-2 + z2 = 1.

5 Найти площадь части конуса z  = л/х2 + у 2 , вырезанную

цилиндром (х2 + у 2} = 4 (х2 -  ) .

6 Вычислить поверхностные интегралы 2-го рода по по­
верхностям:

а) j jz  2dxdy , где Q -  внешняя сторона поверхности эл-
п

липсоида х2 + у 2 + 2z 2 -  2 ;

б) jjyzdydz + xzdxdz + xydxdy , где Q -  внешняя сторона
п

плоскости х + у  + z  = 4 ,  отсеченной координатными плоско­
стями;

в) JJx 2dydz + zdxdy , где Q -  часть поверхности парабо-
о

лоида z = х2 + у 2, отсекаемая плоскостью z  = 4;

/  2 2 N
г) dxdy, где Q -  внешняя сторона части по-

2 2
А Х  У ~  Аверхности z = 4 ------------ , отсеченной плоскостью z = 0 ;

16 9
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д) jj^ax2 + by1 + cz2}dydz , где Q -  внутренняя сторона 
Ь

поверхности x = y[y2 + z 2 , отсеченной плоскостями х = 0 ,
х = а;

е) f a x 2 + by + cz2}dxdz , где Q  -  внутренняя сторона по- 
п

верхности х2 = 2 у , отсеченной плоскостями у - 2 ,  2 - 0 , 
г = 2;

ж) J |(2 x 2 + 3у 2 + 5z 2^dydz, где Q -  внутренняя сторона
а

части полусферы x = yJR2- y 2 - z 2 , вырезанной конусом 

х = \1у2 + z 2 ;

и) JJxdydz + z 'dxdy, где О -  сфера х2 + у 2 + z 2 - 1  (внеш- 
п

няя нормаль);
к) j jx  2dydz + у 2dzdx + z 2dxdy, где Q  -  внешняя сторона

п
поверхностикуба 0 < х < 1, 0 < у  < 1, 0 < z < 1;

л) jj2xdydz -  ydxdz + zdxdy, где Q  -  внешняя сторона
п

замкнутой поверхности, образованной параболоидом

3z  = x2 + у 2 и полусферой z = д/4 -  х2 -  у 2 .
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Практическое занятие 7 Кратные и поверхностные 
интегралы

7.1 Формула Остроградского-Г аусса
7.2 Формула Стокса

7.1 Формула Остроградского-Гаусса
Формула Остроградского-Гаусса устанавливает связь ме­

жду поверхностными интегралами 2-го рода по замкнутой 
поверхности и тройными интегралами по пространственной 
области, ограниченной этой поверхностью.

Т е о р е м а  1 Пусть
1) Q -  элементарная относительно оси Oz замкнутая 

область, ограниченная поверхностью Q ;
2) функции P ( x ; y ; z ) , Q(x;y;z) ,  R[x;y;z ) непрерывны

вместе со своими частными производными первого порядка в 
области Q.

Тогда справедлива формула Остроградского-Гаусса

jjPdydz  + Qdzdx + Rdxdz = jJJ 
n Q

'<9P dQ dR4 
dx dy dz

dxdydz (7.1)

Формула Остроградского-Гаусса (7.1) справедлива для 
любой области Q , которую можно разбить на конечное чис­
ло элементарных областей. Также формулу Остроградского- 
Гаусса можно использовать для вычисления поверхностных 
интегралов 2-го рода по замкнугым поверхностям.

Для вычисления объема тела, ограниченного замкнутой 
поверхностью Q , используется формула:

V = — jjxdydz + ydzdx + zdxdy. (7.2) 
^ n

7.2 Формула Стокса
Формула Стокса устанавливает связь между поверхност­

ными интегралами и криволинейными интегралами.
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Т е о р е м а  2 Пусть
1) Q -  элементарная относительно оси Oz поверхность, 

заданная уравнением z  = z ( x ; y ) , где функции z(x;y) ,  

zx (x;j>), z v(x',y) — непрерывны в замкнутой области G, 

проекции Q на О ху;
2) Г -  контур, ограничивающий область Q , Г, -  его про­

екция на плоскость Оху, являющаяся контуром, ограничи­
вающим область G ;

3) функции P { x , y , z ) , 0 (x ;y ;z ) .  R(x;y;z)  непрерывны
вместе со своими частными производными первого порядка 
на выбранной стороне поверхности Cl.

Тогда имеет место формула Стокса

(J Pdx + Qdy + Rdz =

dxdy +
r d R _ d Q л  

dy dz I dz dx
dzdx.

(7.3)

С л е д с т в и е . Если
d Q _ d P  dR 
dx dy ’ dy 

1) (j Pdx + Qdy + Rdz = 0 ;

dz
dP_
dz

dR
dx '

mo

2) подынтегральное выражение представляет собой полный 
дифференциал некоторой функции U (z; y;z), для которой: 

Pdx + Qdy + Rdz = d U .
Формула Стокса справедлива для любой области, которую 

можно разбить на конечное число элементарных областей 
указанного вида.

Учитывая, что
cos у  dS = dxdy , cos (3dS = dzdx , cos a  dS = d yd z , 

формулу Стокса можно записать в виде:
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( |  Pdx 4- Qdy + Rdz =
г

У
COS ОТ +

4 dz dx j
Данную формулу легко запомнить, используя для подын­

тегрального выражения определитель:
cos o' cos (5 cosy

Вопросы для самоконтроля

1 Напишите формулу Остроградского-Гаусса и сформули­
руйте условия, при которых эта формула верна.

2 Напишите формулу Стокса и сформулируйте условия, 
при которых эта формула верна.

Решение типовых примеров

1 Вычислить интеграл (jjxdydz + ydzdx + zdxdy , где по­

верхность Q есть внешняя сторона пирамиды, ограниченной 
плоскостями х  + у  +  2 - 1=0 ,  х = 0 ,  у  = 0,  z = 0 (рису­
нок 7. 1).

d  d  d

dx d y  d2 

P Q R

n

у

Рисунок 7. 1 -  Поверхность интегрирования 
к типовому примеру 1
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Р е ш е н и е .  Используя формулу Остроградского-Гаусса 
(7.1), имеем
(jjxdydz + ydzdx + zdxdy = JjJ(l +1 + 1) dxdydz = 3 jjjdxdydz =

I \~x \ - x - y (
= 3 j d x j d y  j  dz = 3jdx j(z \';x'y )dy  = 3 J

= 3 J

y - X y ~ : dx =

1 — ДС — Jf(l — jc) —0 - * ) dc = 3 -  = -  
6 2

2 Вычислить
/  = j j ( e 2y + x^dydz + (x -  2y)dzdx  + (y 2 + 3 z^dxdy,

Q
где Q ~ внешняя сторона поверхности шара 

(х -1  )2 + у 2 + (z + 5)2 = 9.
Р е ш е н и е .  Имеем:
P( x , y , z )  = e2y + х \  Q(x , y , z )  = x - 2 y  ; R(x, y , z )  = у 2 + 3 z . 
Отсюда

^  + М + “ = ! - 2  + 3 = 2.
дх ду dz

По формуле Остроградского-Г аусса (7.1) получим

1 - 2  jjjdxdydz = 2 •—л  ■ З3 = 1 2 л ,
Q 3

так как jjjdxdydz численно равен объему шара радиуса
Q

R = 3 .
3 Вычислить интеграл <^x2y 3dx + dy + zd z , используя фор-

г
мулу Стокса, где

Г = { (x ;y ;z )|x2 + у 2 = R 2, z  = о | ,  

взяв в качестве поверхности полусферу (рисунок 7. 2)

Q = j(x;y;z) z  =  + ^ R 2 - х 2 - у 2 j .

Р е ш е н и е .  Так как
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dQ dP ,  2 , QR dQ n dP dR ._J=.------= -3 jcV , ----------— = 0 , -----------= 0 ,
dy dy dz dz dx

по формуле Стокса (7.3), получаем

к типовому примеру 3

( jx2y 3dx + dy + zdz = -3  = -3  j jx 2y 2dxdy =
г* n* G

x = rcoscp, 
y  = rsmq),
0 < r < R , 0 < ( p < 2 n ,

J  = r.
2n

2ж R

= -3  J d ( p y  sin <p-cos (pdr
о 0

6 J ^

-3 J sin2 (p • cos2 (p dcp у  dr ----------- J sin2 2 q> dcp =

Я16 1  2 *

8 2
• j  J(l-cos4p)<ty = ~ ^ ' + 0  = -

л-/?6
1 6 r | ° 8

4 Вычислить
/  = (j(x  + y)dx  + (je -  z)d y  + (y  + z)dz

r

по контуру, где Л(1,0,0), 5 (0 ,1 ,0 ), C (0 ,0 ,l) 
Р е ш е н и е .  Имеем

P = x + y , Q - x - z , R = y + z . 
Тогда по формуле Стокса (7.3) получим 
/  = Д(1 + \)dydz+  (Q-Q)dzdx + (\ - \)d x d y  =
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-  jj  2 dtdz = 2 JJdydz = 2 • -  = 1.
П G 2

где G -  плоскость AABC (внешняя сторона); это плоскость, 
отсекающая на осях координат отрезки длины единицы. Так 
как нормаль к внешней стороне плоскости образует с осью 

лОх угол а  < — , то по правилу вычисления поверхностных

интегралов 2-го рода можно записать:
jjdydz = j jd y d z .
a  d

Имеем jjdydz  = S , где D  -  треугольник прямоугольный в
D

плоскости х = 0 с катетами длины 1 ( D -  проекция плоско­
сти AABC на плоскость х = 0 ), a S -  площадь этого тре­
угольника

Задания для аудиторной работы

1 По внешней стороне замкнутой поверхности Q тела Q ,

заданного неравенствами х2 + у  2< z 2, 0 < z < 1, вычислить

интеграл j jx 2 zdydz + ydzdx + zdxdy. 
n

2 Вычислить jjxdydz + ydzdx + zdxdy , где Q -  внешняя
n

2 2 2 X  у  z  
сторона поверхности —  + —  + —  = 1.

a b~ с
3 Вычислить ( j{x + ?>y + 2z)dx + (2x + z)dy  + ( x - y ) d z , где

г

Г -  контур tsABC с вершинами ^ (2 ,0 ,0 ) , В {0,3,0), 

C (0,0 .l) в положительном направлении.

4 Вычислить (j(z 2 - x2}dx + {x2 - y 2^dy + [ y 2 - z 2Jdz по
г

контуру Г , являющимся линией пересечения поверхностей

110

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



х2 + у 2 — z 2, хг + у 2 + z 2 -  4 и пробегаемый в положитель­
ном направлении ( z  > 0).

5 Вычислить (J2 (х2 + у 2')dx + [x + у ) 2d y , где Г -  контур
г

AABC:  Л(1;1), В{2,2) ,  С(1;3), пробегаемый в положитель­
ном направлении.

6 Вычислить J jx2dydz + у 2dzdx + z 2dxdy , где Q -  внешняя
о

2 2 2 х у  Z п полная поверхность конуса ( 0 ^ z < 3 ) .

7 Вычислить j jx 3dydz + у*dxdz + z 3dxdy , где Q -  внешняя
о

сторона сферы х2 + y 2+z 2 = 25 .

8 Вычислить <^y2dx -  x2dy + z 2d z , где Г -  линия пересе-
г

чения параболоида х1 + z 2 = 1 -  у  с координатными плоско­
стями.

9 Вычислить cj(y + z')dx + ( z  + x)dy + (x + y s) d z , где Г -
г

окружность х2 + у 2л-z2 - 9 ,  x + y  + z  = 0 .

Задания для домашней работы

1 Вычислить j jx 2dydz + у 2dzdx + z 2dxdy, где Q -  внешняя
п

сторона поверхности куба 0 < х < 5 , 0 < у < 5 ,  0<  z <5 .

2 Вычислить jjxdydz + ydzdx + zdxdy, где Q -  внешняя
п

сторона пирамиды, ограниченной поверхностями
х + у  + z = 2 , х = 0 , у  = 0 , z -  0 .

3 Вычислить (jzdx + (x + y ) d y  + y d z , где Г -  контур тре-
г

угольника, полученного в результате пересечения плоскости 
2х + y  + 2z - 2  с координатными плоскостями в положитель­
ном направлении.
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4 Вычислить <j(y - z ) d x  + { z - x ) d y  + [ x - y ) d z , где Г -
г

эллипс х2 + у  2= 1, X + Z = 1 .

5 Вычислить jjxdydz -  ydzdx + z 2dxdy, где Q -  внешняя
п

сторона замкнутой поверхности: х2 + у  2= 3 z , х2 + у  z+z2 = 4 
(часть сферы, накрывающая параболоид).

6 Вычислить jjlxydydz -  у 2dzdx + z^dxdy, где Q -  внеш-
п

няя сторона замкнутой поверхности х2 + y 2+z 2 = 4z, 

six2 + у  2-Zyf3 .
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8.1 Скалярные поля и их основные характеристики
8.2 Векторные поля и их основные характеристики
8.3 Потенциальное и соленоид,альное векторные поля

8.1 Скалярные поля и их основные характеристики
Стационарным скалярным полем называется пространство 

R" (или его часть -  область Q ), в каждой точке 

Р[х1,х2,...,хп) которого определена скалярная функция

U( P)  = U(Xl,x2,...,xn).  (8.1)

Функция U (Р)  независимо от ее физического смысла на­
зывается потенциалом скалярного поля.

Скалярными полями являются:
-  поле температур тела;
-  поле плотности заряда на поверхности или в среде,
-  поле плотности масс тела.
Основными характеристиками скалярного поля являются: 

поверхности (линии) уровня, производная по направлению и 
градиент.

Поверхностью уровня скалярного поля называется множе­
ство точек, в каждой из которых его потенциал U (Р ) сохра­
няет постоянное значение.

В пространстве R3 уравнение поверхности уровня (экви­
потенциальной поверхности) записывается в виде

U(x],x2,x3) = C , (8.2)
где постоянная величина С принимает такие значения, при 
которых равенство (8.2) имеет геометрический смысл.

В пространстве М2 рассматривают линии уровня, уравне­
ния которых имеют вид

U(x,,x2) = C . (8.3)

Пусть в области Q задано скалярное поле U ( P ) . Рас­

смотрим точку Р0 е Q и какое-либо фиксированное направ­
ление, определяемое единичным вектором f  . Через точку Р0

Практическое занятие 8 С калярны е и векторны е поля
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проведем прямую / ,  параллельную вектору т , к выберем на 
ней точку Р  (рисунок 8. 1).

Рисунок 8 , 1 -  Изменение потенциального поля U (/*) 
в направлении т

Производной по направлению вектора х функции U (Р) в 

точке Р0 называется предел (если он существует) отношения 

приращения функции AU = U ( Р ) - U (Р0) к величине пере­

мещения |P0Pj при |Р0Р| -> 0 :

д.и(3).= i im  ( 8 .4 )
dl М->о|Р0Р|

э и ( р 0)
Величина — ~ —- характеризует скорость изменения ска­

лярного поля U( P)  в точке Р0 по выбранному направле­

н и я )
нию f . Если — QI > ® ’ то скаляРное поле в точке Pq в03_

растает, в противном случае -  убывает.
В пространстве R3 вектор г имеет координаты 

г = (cos a; cos /?; c o s y ) , 
где cos a ,  cos/3,  cos у  -  направляющие косинусы (рису­
нок 8.2).

dU(P0)
Тогда производная по направлению -----i—-  выражается

51
через декартовы координаты:

dl дх ду dz
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в пространстве К

Градиентом скалярного поля U( P)  называется вектор 

gradf/(P0) , проекциями которого на оси Ох,  О у , Oz явля­
ются соответствующие частные производные функции
и  (Г) :

( , 6)
дх dz

Из равенства (8.5) следует, что
г)Т  7 _

|grad£/|-cos(gradC/;r). (8.7)
81

dU
Из формулы (8.7) следует, что величина ----  достигает

dl
наибольшего значения при cos(gradt/;rj =1. Поэтому на­

правление градиента является направлением наибыстрейшего 
возрастания скалярного поля в точке.

Поскольку

dU
dL

■ |gradt/| =, r dU ' 2 r
dx

dU_

dy

' d U } 2 
dz j

( 8 .8 )

то модуль градиента равен наибольшей скорости возрастания 
потенциала скалярного поля U (Р)  в точке.
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8,2 Векторные поля и их основные характеристики
Стационарным векторным полем называется пространст­

во М" (или его часть -  область Q ), в каждой точке М  кото­
рого определена векторная функция

а = а (Л /) .

В пространстве М3 векторная функция а{М  ) , M(x; y ; z ) ,  

определяется проекциями Х ( м ) ,  У( М) ,  Z ( M )  вектора 

а (Л/) соответственно на координатные оси О х , О у , Oz:

а ( М ) = X ( M ) i  + Y ( M ) ]  + Z ( M ) k  . (8.9)

Будем считать, что Х [ М ) ,  Y ( M ) ,  Z ( M ) являются не­
прерывно дифференцируемыми функциями координат точки 
М . Тогда векторная функция а ( М )  называется непрерывно 
дифференцируемой в области О .

Векторными полями являются:
-  электрическое поле системы электрических зарядов, ха­

рактеризующееся в каждой точке вектором напряженности;
-  магнитное поле, создаваемое электрическим током и ха­

рактеризующееся в каждой точке вектором магнитной ин­
дукции;

-  поле тяготения, создаваемое системой масс, характери­
зующееся в каждой точке вектором силы тяготения;

-  поле скоростей потока жидкостей, описываемое в каж­
дой точке вектором скорости.

Основными характеристиками векторного поля являются: 
векторные линии, поток, дивергенция, циркуляция и вихрь.

В е к т о р н ы е  л и н и и .  Векторной (силовой) линией Г 
векторного поля а (А/) называется линия, для которой в ка­

ждой ее точке М  вектор а (А/) направлен по касательной к 
данной линии.

Векторными линиями в движущейся жидкости являются 
линии скоростей, в электростатическом поле -  силовые ли­
нии, в магнитном поле -  линии, соединяющие северный и 
южный полюсы, в поле gradt/ -  линии, ортогональные к эк­

випотенциальным поверхностям скалярного поля U (М ) .
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Пусть векторная линия Г задана уравнением 
r ( t )  = x( t ) i  + y ( t ) j  + z { t ) k  .

Тогда вектор d r  - d x  i + dy- j  + dz - к в каждой точке на­
правлен по касательной к линии Г и потому коллинеарен 
вектору а ( М ) . Следовательно, координаты векторов d r  и

а (М ) пропорциональны:

dx _ dx _ dx 
X( x;y; z )  Y ( x , y , z ) Z ( x , y , z j  

Система дифференциальных уравнений (8.10) определяет 
векторные линии поля а ( А / ) . Общий интеграл системы
(8.10) имеет вид

(<p,(x,y,z) = cl,

{<P2{x , y , z )  = c2.
С геометрической точки зрения данная система задает два 

семейства поверхностей, которые в совокупности определяют 
искомые векторные линии.

Если в некоторой области Q для системы уравнений
(8.10) выполнены условия теоремы о существовании и един­
ственности решения задачи Коши, то через каждую точку 
M0(x0;y0;z0) проходит единственная векторная линия

U :( x , y , z )  = <pl (x0,y0,z0),

\<p2(x, y , z )  = <p2(x0, y0, z0).

П о т о к  в е к т о р н о г о  п о л я .  Пусть я(М ) векторное 
поле в некоторой области Q и Q c z Q  -  двусторонняя глад­
кая незамкнутая ориентированная поверхность.

Потоком П векторного поля я (М ) через ориентирован­
ную поверхность Q называется число, равное значению по­
верхностного интеграла 2-го рода:

П = (8.11)
п

Поток П зависит от выбора стороны поверхности (на­
правления вектора п ) и обладает всеми свойствами поверх­

117

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



ностного интеграла 2-го рода.
Поток П векторного поля а (Л/) через замкнутую по­

верхность Q равен сумме потоков по внешней и внутренней 
сторонам этой поверхности:

П = -ndS = JJa -ndS + JJa - n d S .
П £Г o r

Термин «поток» для введенной скалярной характеристики 
векторного поля употребляется независимо от физического 
смысла а ( М ) . В частности, он определяет поле линейных
скоростей стационарно движущейся несжимаемой жидкости 
через область Q ,  ограниченную поверхностью Q. Если
П > 0 , то жидкости вытекает больше, чем поступает, следо­
вательно, внутри области О имеются источники. Если 
П < 0 , то внутри области Q имеются стоки, так как вытека­
ет меньше жидкости, чем поступает.

Д и в е р г е н ц и я  в е к т о р н о г о  п о л я .  Дивергенцией 
(расходимостью) diva(А/) векторного поля а(М ) в точке 
М  называется скалярная функция, равная

. ч дХ(М)  dY(M) dZ(M)
di v d ( M )  = ---- ± + ^ + (8.12)

dx dy dz
Дивергенция характеризует мощность находящегося в 

точке М  источника при diva(M ) > 0 или стока при

diva (А'/) < 0 . Если diva(M) = 0 , то в точке М  нет ни источ­
ника, ни стока.

Т е о р е м а  1 ( О с т р о г р а д с к о г о  - Г а у с с а )  Если 
векторная функция а ( М)  непрерывно дифференцируема в 
области Q , ограниченной замкнутой поверхностью Q, то 

поток векторного поля а ( м )  через поверхность Q в на­
правлении внешней нормали равен тройному интегралу по 
области Q от дивергенции этого векторного поля:

а • п dS -  JJjdiva dxdydz . (8.13)
о о

Данная теорема является аналитическим выражением
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теоремы Остроградского - Гаусса в векторной форме.
Ц и р к у л я ц и я  в е к т о р н о г о  п о л я  и е е  ф и з и ч е ­

с к и й  с м ы с л .  Рассмотрим область Q с  К3, ориентирован­

ную линию Г и векторное поле а ( М ) ,  определенное на Г. 
И пусть т -  единичный вектор касательной к дуге Г .

Циркуляцией С векторного поля а (М ) вдоль замкнутой
ориентированной кривой Г называется число, равное значе­
нию криволинейного интеграла 1-го рода:

Циркуляция обладает всеми свойствами криволинейного 
интеграла 1 -го рода.

Поместим в поток круглую пластинку с лопастями, распо­
ложенными по ее ободу -  окружности Г (рисунок 8. 5).

Абсолютная величина циркуляции определяет угловую 
скорость со вращения пластинки вокруг оси, проходящей че­
рез центр окружности Г. Знак циркуляции показывает, в ка­
кую сторону осуществляется вращение относительно ориен­
тации линии Г .

Р о т о р  в е к т о р н о г о  п о л я . Локальной векторной ха­
рактеристикой векторного поля, связанной с его вращатель­
ной способностью, является ротор (вихрь).

Ротором (вихрем) векторного поля а (М ) в точке М 0 на­
зывается векторная функция

(8.14)
Г

Рисунок 8. 3 -  Физический смысл циркуляции

dZ д У \г (д Х  д 2 Л -  f d Y  c!AfV

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Символическая форма записи rota имеет вид:

1 к

гой =

/
д_
dx
X

д_
dy
Y

д_
dz
Z

(8.16)

Т е о р е м а  2 ( С т о к с а )  Циркуляция С непрерывно
дифференцируемого векторного поля а ( М )  по замкнутому
положительно-ориентированному контуру Г равна потоку 
ротора этого поля через любую гладкую поверхность Q, 
опирающуюся на Г :

( J(a- f )d/ = JJ(rot5 •«)(#?. (8.17)

8.3 Потенциальное и соленоидальное векторные поля
П о т е н ц и а л ь н о е  в е к т о р н о е  п о л е .  Векторное по­

ле й(М)  называется потенциальным (безвихревым), если 
существует такая непрерывно дифференцируемая скалярная 
функция U ( Л/ ) , что

a = gradU(M).  (8.18)

Функция U (M ) называется в этом случае потенциалом 

векторного поля а ( М)  .
Потенциальное поле является наиболее простым среди 

векторных полей, так как оно определяется одной скалярной 
функцией U (M ) независимо от размерности пространства, в 
котором задано векторное поле.

Например, в пространстве R3 для потенциального вектор­
ного поля

5 ( M)  = X(x , y , z )  i +Y( x , y , z ) - ]  + Z( x , y , z ) - k , 
выполняется равенство

а( М) - dU г dU -  dU Г-----/ + ----- / + ----- к .
дх ду dz

(8.19)
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Свойства потенциальных векторных полей:
-  если векторное поле а ( М ) , потенциально, то его потен­

циал U (М ) определяется с точностью до постоянного сла­
гаемого;

-  если векторное поле <з(Л/) задано в односвязной облас­
ти Q , то необходимым и достаточным условием его потен­
циальности является обращение в нуль ротора поля в любой 
точке М :

rotd(M ) = 0 . (8.20)
Примером потенциального поля является поле тяготения.
С о л е н о и д а л ь н о е  в е к т о р н о е  п о л е .  Векторное 

поле а ( М )  называется соленоидалъным (трубчатым), если в 
любой точке М  дивергенция равна 0:

diva( М) = 0 . (8.21)
Свойства соленоидапьных полей:
-  соленоидальные поля не содержат ни источников, ни 

стоков;
-  из формулы Остроградского -  Гаусса следует, что если 

векторное поле а ( М)  соленоидальное, то поток вектора

а [ М )  через любую замкнутую поверхность Q равен нулю;
-  (принцип сохранения интенсивности векторной трубки) 

потоки соленоидального векторного поля через различные 
сечения векторной трубки равны между собой;

-  в соленоидальном векторном поле векторные линии не 
могут ни начинаться, ни оканчиваться внутри поля. Они либо 
замкнуты, либо начинаются и оканчиваются на границе поля, 
либо имеют бесконечные ветви (в случае неограниченного 
поля);

-  в односвязной области в случае соленоидального век­
торного поля поток вектора а (М ) через любую поверхность
Q , опирающуюся на замкнутый контур Г , зависит не от вида 
этой поверхности, а только от самого контура Г .

Примером соленоидального поля является магнитное по­
ле, создаваемое током в проводнике.
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Г а р м о н и ч е с к о е  п о л е .  Векторное поле а ( М )  назы­
вается гармоническим (лапласовым), если оно является как 
потенциальным, так и соленоидальным.

Гармоническое векторное поле описывается скалярной 
функцией t / ( M ) , которая является решением уравнения Ла­
пласа:

d2U d2U d2U п 
дх ду dz

Уравнение (8.22) получается из равенств (8.20) и (8.21). 
Функция, удовлетворяющая уравнению Лапласа, называется 
гармонической функцией.

Вопросы для самоконтроля

1 Какое поле называется скалярным? Приведите примеры 
скалярных полей.

2 Что называется поверхностью уровня скалярного поля?
3 Что называется производной по направлению?
4 Что называется градиентом скалярного поля?
5 Какое поле называется стационарным векторным полем? 

Приведите примеры стационарных векторных полей.
6 Дайте определение векторной линии.
7 Что называется потоком векторного поля? В чем состоит 

его физический смысл?
8 Что называется дивергенцией векторного поля? В чем 

состоит физический смысл дивергенции?
9 Сформулируйте теорему Остроградского - Г аусса в век­

торной форме.
10 Что называется циркуляцией векторного поля и в чем 

состоит ее физический смысл?
11 Что называется ротором векторного поля?
12 Сформулируйте теорему Стокса в векторной форме.
13 Какое поле называется потенциальным? Перечислите 

свойства потенциальных полей.
14 Какое поле называется соленоидальным? Перечислите 

свойства соленоидальных полей.
15 Какое поле называется гармоническим?
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Решение типовых примеров

1 Найти линии и поверхности уровня скалярных полей:
а) U( x , y )  = x2 - 2 у ;

б) U( x , y , z )  = x2 + у 2.
Р е ш е н и е . а) функция, задающая потенциал поля, зави­

сит от двух переменных. Следовательно, уравнения линий 
уровня поля имеют вид х1 -  2у  = С . С геометрической точки 
зрения, это множество парабол (рисунок 8. 4, а), определен­
ное на всей плоскости Оху ;

Рисунок 8.4 -  Линии (а) и поверхности (б) уровня 
к типовому примеру 1

б) заданный потенциал определяет скалярное поле во всем 
пространстве М3. Уравнения эквипотенциальных поверхно­
стей имеют вид х2 + у 2 = С , С > 0 . С геометрической точки 
зрения, это множество круговых цилиндров (рисунок 8. 4, б).

2 Найти производную скалярного поля u = xyz в точке

Р0(1;-1;1) по направлению вектора Р0РХ , где /Ц2;3;1).
Р е ш е н и е . Найдем направляющие косинусы вектора 

P̂ Pt =(1;4;0), длина которого |.Р0/{| = л/Г7. Имеем

1 „ 4cos а  ■ — -, COS 13 — —j = , cos у 
л/17 л/17

= 0 .

Вычислим значения частных производных функции 
U - x y z  в точке 7^(1;-1;1):
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dx 0 ду 0

dU(P0)
dz

По формуле (8.5) получаем 
dU{P0) _  1

= 4  = ~ 1-

dl y/vf  VT7 Vl7 ’
3 Найти градиент поля С/ = х2 +xyz  в точке Р0(1;-1;2) и

наибольшую скорость изменения потенциала в этой точке.
Р е ш е н и е .  Определим значения частных производных 

функции U -  х2 + xyz в заданной точке:

2x ^ ) 1, -о:
dU{P0)

dy

dU(P0)

= Ч = 2 ;

= Ч = - 1-dz
Тогда по формулам (8.6) и (8.8) имеем 

gradU(P0) = 2 j  -  к ‘

д1ш*
4 Найти векторные линии магнитного поля бесконечного 

проводника, по которому проходит ток силой I .
Р е ш е н и е . Выберем направление оси O z , совпадающее с 

направлением тока / .  В этом случае вектор напряженности
2 -  -

магнитного поля Н = —- I  х г  , где I - 1 -к -  вектор тока; г  -  
Р

радиус-вектор точки P ( x , y , z ) \  р  -  расстояние от оси про­

водника до точки М  . Найдем /  х г :
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I xr  =
i j к
0 0 /  
X  у  z

— y l ' i + X l - j ,

2 /
_2H = ~ — y i + — *• j .

2 /
,2

P P
Система дифференциальных уравнений векторных линий

(8.10) имеет вид
dx _ d y  _ d z  
- у ~  х ~ 0 '

Отсюда
\xdx + ydy  = 0, J V + у 2 =с„

[dz = 0, U  = c„

где с, >0  . Таким образом, векторными линиями магнитного 
поля бесконечного проводника являются окружности с цен­
трами на оси O z .

5 Вычислить поток вектора а -  у 2 j  + z к через внешнюю 
сторону поверхности Q , представляющую собой часть пара­
болоида z = х2 + у 2 , отсеченного плоскостью 2 = 2 (рису­
нок 8. 5).

Р е ш е н и е .  Рассмотрим функцию U (х , у , z)  = z -  х2 -  у 2.
21 I

г -2

TfL П Ж

Рисунок 8. 5 -  Поверхность к типовому примеру 5

Единичный нормальный вектор к внешней стороне по­
верхности Q равен
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п =

п

2х 2 у

л/l  + 4х2 + 4у 2 y[l + 4х2 + 4у 2 д/Г+ 4х2 + 4у 2

так как — < у < л  (см, практическое занятие 6). 

Тогда по формуле (8,11) поток равен

cos у

2 у 3 - z
П =  j \ a - n d S =  JJ-

■J\ + 4xz + 4 у :
-dS =

д/l + 4х2 + 4 у 2

dS =
dxdy

jCOSfj 

: yj\ + 4x2 + 4 y 2 dxdy,

= J"Г ~ У ' V1 + 4*2 + 4У2 dxdy =
о л/ l  + 4x +4y~

= JJ(2J;3 ~ z)dxdy =  [z  = x2 + y 2 ] = JJ(2y3 -  x2 -  y 2 )dxdy =
°  G*
X-rCOS(p,
у -rsin<p,J = r, = JJ(2r3 sin3 у - r 2)rdrd(p -

0 2 r < yf2, 0<<р<2л  °
2 * Гг

= fd<p f (2r4 sin3 <p-r3) dr = - 2 л  .
о 0
6 Найти дивергенцию векторного поля

а = у 2 •/ - ( х 2 + у 2у  j  + +z(3y2 +х)-к

в точках М, (-2 ;1;-2 ), М2(7;0;1),М 3(0;0;0).
Р е ш е н и е . Заданное поле определено на всем простран­

стве М3. Найдем частные производные от функций
Х  = у 2, Г = (х2+ у 2); Z = z(3y2+x)

являющихся координатами вектора а ( М ) ,  и их значения в 

точках М , , М 2 и М3:
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* = 0 .
дх

dY 0 dZ 2
—  = ~ 2 j ,  —  = 3y + x  
dy dz r

dY(M\)  . 2 d Z (M ] = i
dy ’ dz

аО Д  аг(м;)
dy ’ &

ay(Mj=o аг(м,) o
dy ’ dz

Тогда
diva (Л/,) = 0 -  2 +1 = -1 ,  

diva (M 2 ) = 0 + 0 + 7 = 7 ,  

divd(Mj) = 0 + 0 + 0 = 0.

Таким образом, данное поле в точке М\ имеет сток, в точ­
ке М 2 -  источник, а в точке М3 нет ни источника, ни стока.

7 Используя теорему Остроградского - Г аусса, вычислить 
поток векторного поля

а =
( х2у

т+7 + 6 yz
-  2xz(\  + у)  + \ + у 2 _

/ + 2х- arctgy ■ j ---------- ------2------- ~к
1 + у

через внешнюю сторону поверхности z  - 1  -  х~ -  у  , распо­
ложенную над плоскостью O xyz.

Р е ш е н и е . Для того чтобы можно было применить тео­
рему Остро градского - Гаусса, «замкнем» снизу данную по­
верхность частью плоскости О ху , ограниченной окружно­

стью х2 + у 1 -  1 .
Пусть Q — пространственная область, ограниченная замк­

нутой кусочно-гладкой поверхностью Q , состоящей из пара­
болоида вращения Q, = {{x',y',z)\z = \ - x 2 - у  |  и круга Q2 

на плоскости Оху (рисунок 8. 6).
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Рисунок 8 . 6 -  Поверхность к типовому примеру 7
Дивергенция divd(M) по формуле (8.12) равна:

,. дХ dY 8Z 2ху 2х 2 * ( 1 + И
diva(M ) = —  + — + —  = — Чг + --------------= о .

дх ду dz l + у  \ + у  1 + у
На основании формулы Остроградского - Гаусса (8.13) по­

ток П через замкнутую поверхность Q равен нулю.
С другой стороны, обозначим через П, и П2 потоки через 

поверхности параболоида ( Q , ) и круга ( Q2) соответственно. 
По свойству аддитивности поверхностного интеграла 2-го 
рода получим

П -  П, + П 2 = Цо й, dS + JJ"d-n2dS = 0 .
П,

Следовательно, искомый поток
П, -  | |а  • л, dS = -  Jjd • ri2 dS .

a, a2

Так как z -  0 на поверхности Q2 и n2 -  - к  , то

а ■ ■ i +2х-  arctg у-  j  - к  ,

Тогда поток через внешнюю сторону поверхности 
г -  1 -  х2 -  у 1, расположенную над плоскостью Oxyz равен

П, = -  JJdS = - л  ■ I2 = - л  .

8 Найти циркуляцию векторного поля 
a -  xy-i +yz- j  + xz- к 

вдоль линии Г, являющейся пересечением цилиндра
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х2 + у 2 = 1 и плоскости х + y  + z = 1 .
Р е ш е н и е .  Линия Г представляет собой эллипс. Пара­

метрические уравнения Г можно получить с учетом того, что 
все точки Г проектируются на плоскость Оху в окружность
х2 + у 2 = 1, параметрические уравнения которой есть 

x = cost ,  y  = s in/ ,  /е[0;2;г], 
и те же точки линии Г лежат на плоскости z  = 1 -  х -  у . 

Следовательно, параметрические уравнения Г имеют вид: 
x - c o s t ,  y  = sin/ ,  z = l - s i n / - c o s f ,

где f e [ 0;2ж].
Тогда

dx = - s intdt ,  dy = cos tdt , dz = [ - cos t  + sin t ) d t . 
Согласно формуле (8.14), циркуляция равна
С -  <̂ а ■ dr = (jXdx + Ydy 4" Zdz — xydx 4" yzdy xzdz —*

ЛЛ

-  J (-sin21 cost + sin/cos? (l -  cos t -  sin/) +
0 v

+ cos?(l -co s* -s in /)(s in /-c o s /) )£ #  = -;r .
9 Найти ротор векторного поля

а  = (х 2 + y 2 î + ( у 2 + z 2) /  + + (z 2 + х2)&

в произвольной точке.
Р е ш е н и е . Заданное поле a(x;y;z)  определено и непре­

рывно-дифференцируемо на всем пространстве М3. Для ко­
ординатных функций

Х  = х2+ у 2, Y = у 2 + z 2, 
по формуле (8.16) имеем

rota =

■z2 + х 2

i j к
д д д
дх ду dz

2 2 X + у у 2 + z 2 2 2 X +Z

= - 2 z ■ i - 2х- j  - 2у - к  = - 2 { z ■ i + х - j  + у - к ) .
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10 Вычислить с помощью формулы Стокса циркуляцию 
векторного поля a = y - i + x 2- j  + z - k  по линии Г , являю­

щейся пересечением поверхностей х2 + у 2 =4  и z = 3 .
Р е ш е н и е .  Линия Г представляет собой окружность ра­

диусом 2 с центром в точке (0;0;3), лежащую в плоскости 
(рисунок 8, 7).

Рисунок 8. 7 -  Поверхность к типовому примеру 10

Параметрические уравнения линии Г имеют вид 
x = 2cos/, >’ = 2sin/ ,  z  = 3,  /е[0;2тг].

Для вычисления циркуляции по формуле Стокса выберем 
какую-нибудь поверхность Q , «натянутую» на Г . Возьмем в 
качестве Q круг, границей которого является окружность Г . 
Согласно выбранной ориентации контура, нормалью Я к
кругу Q является единичный вектор к оси O z .

По формуле (8.16) ротор равен

i 1 к
д_ 8_ д_ 

дх ду dz 
у  х2 - z

Тогда по формуле Стокса (8.17) циркуляция равна
С = jj( rot Я-Я) c/S = fJ(2x-l)cos^^5 = ||(2х-1)йЬсф' =

= ( 2 x - l ) - к .

x = rcos<p,
y  = rsincp, J  - г ,
0 < г < 2 , 0 < ( р < 2 л

= \ d ( p \ r {2r cos ( p - \ ) dr - - А л .
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rota

1 > Проверить, является ли потенциальным векторное поле 
a = 2xyz ■ i + +x2z ■ j  + x2у  ■ к .

Р е ш е н и е .  По формуле (8.16) ротор равен
i j  к

A A A
дх ду dz

2 xyz x2z  х2у

= (*2 ~ x 2)i  + ( 2 x y - 2 x y ) j  + (2xz~2xz)k  = 0 .

Следовательно, заданное поле потенциально.
12 Проверить, являются ли соленоидальными следующие 

поля:
а) a, = x { z 2 - y 2J-i + у (х2 -  z 2J- j  + z [ y 2 - х ^ - к  ;

б) а2 = у 2 i - ( х 2 + у 2) - j  + z ( b y 2 + \ ) - к  .

Р е ш е н и е ,  а) имеем
divа, = z 2 -  у 2 + х2 - z 2 + у 2. - х 2 = 0 .

Значит, поле а, (М ) соленоидально; 
б) имеем

div а2 = - 2  у  + 3 у 2 + 1 ^ 0 .

Значит, поле а2 (М ) не является соленоидальным.

Задания для аудиторной работы

1 Найти линии и поверхности уровня скалярных полей:
а) U - х у \  в) U = x - y - z ;

б) U = —j—Ц - ; г) U  = i
х + у

х 2 +  у 2 +  Z 2 .

2 Найти производную в точке М  по заданному направле­
нию ММ, скалярных полей:

а) U = y 3 + 4ху2 - З х  + 6 у - 1 ,  М ( 2;1;0), М ,(-1;5;0);

б) U = х3 + у 3 + z 3 + x y z , M(l ; l ; l ) ,  M ,(-l;0 ;3) .
3 Найти градиент и его модуль скалярных полей:
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a) U -  х2 -  6 ху + у 2 - 1 Одг -  2у  + 9; б) U = xyzeJC+y+‘: .
4 Найти векторные линии векторных полей:
а) а = x2i + у 2 j  + z 2k ; б) а = xi + y j .
5 Найти поток векторного поля

a = ( y - x ) i  + (*  + y ) j  + ук 
через сторону треугольника Q , вырезанного из плоскости 
x + y + z - 1=0 координатными плоскостями.

6 Найти поток векторного поля a = y i  +xj  + z 2к через по­

верхность части параболоида 1 - z  = x2 + у 2, отсекаемой от 
него плоскостью z = 0 (нормаль внешняя).

7 Вычислить поток для векторных полей а и положитель­
но ориентированных замкнутых поверхностей Q :

а) a = z 2i + (xy-l)j>' - ( z - y ) k  ,

Q = { Зх + 2у  + z = 6,х>  0 ,у  > 0,z > 0};

б) а = ( у 2 + xz)i + ( у х - z ) ]  + (yz  + х ) к ,

Q = I x2 + у 2 = l , z  = 0,z  = sj l  | .

8 Найти поток векторного поля
a = { x - y ) i  + (х  + y ) j  + z 2k

через поверхность циливдра, заключенную между плоско­
стями z - О  и z - 2  (нормаль внешняя).

9 Найти дивергенцию векторных полей:
а) а = (х2 - y 2)i  + (х3 + / ) ] ;

б) a = xyzi + ( l x  + 3y + z)j->r(x2 + z 2^ k .

10 Найти ротор векторных полей:
а) а = xyzi + (2х + 3 y - z ) j  + {х2 + z 2\ k \

б) a = ( 2 x - y  + 5z)/  + { х 2 + у 2 - 8 z 2)y + ( х 3 - у 3 + 2z3)£ .

11 Вычислить циркуляцию векторного поля
a - { z 2 - y 2)i  + (х2 ~ z 2) j  + [ у 2 - х 2}к
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по контуру треугольника с вершинами (1;0;0), (0;1;0), 

(0;0;l) по определению и с помощью формулы Стокса.
12 Вычислить циркуляцию векторного поля

a = ( x - y ) i  + ( y - z ) j  + ( z - x ) k  
вдоль линии, состоящей из части винтовой линии x = a c o s t , 

bt
y - a s m t ,  z  — —  отточки Л(<з;0;0) до точки В(а;0;Ь) и

2 п
прямолинейного отрезка ВА по определению и с помощью 
формулы Стокса.

13 Выяснить, являются ли соленоидальным и и потенци­
альными векторные поля:

а) а  = x2zi + у 1 j  -  xz2k ;

б) а = y 2zi + xzAj  + x2vk ;

в) а -  (yz -  2х) / + (xz + zy ) j  + хук ;

г) а = (2ху + z ) i  + {х2 - 2 y ) j  + xk .

В случае потенциальности найти потенциал.

Задания для домашней работы

1 Найти линии и поверхности уровня скалярных полей:

а) U  = sjx2 +У2 ; б) U = X 2 + у 2 -  z 2;
тт 2 х - у  + \ т. z

б) U = ------ ----- ; г) U = arccos- р = = = .
х \1х2 + у 2

2 Найти производную в точке М  по заданному направле­
нию ММ, скалярных полей:

а) U  = х3у  - Зх2у 2 + 2ху3 -  5ху + 7 , М (  1;2;0), М,(3;5;б);

б) U = xy + xz + y z , М (2;3;4), М ,(4;6;0).
3 Найти градиент и его модуль скалярных полей:
а) U -  х2 + 4ху + 4у 2 + 6х -  3у  + 2;
б) U = х3 + у 3 + z 3 -  3xyz .
4 Найти векторные линии векторных полей:
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а )  а - 2x i  +  y j  4- zk ;

б) a = ( z - y ) i  + ( x - z ) j  + ( y - x ) k  .

5 Найти поток векторного поля a =  yi  + z j  + xk через 

нижнюю сторону треугольника с вершинами (2 ,0 ,0), 

(0 ,2 ,0), (0,0,2).

6 Найти поток векторного поля a = y 2j  + zk через внут­

реннюю часть поверхности z  = x2 + у 2, отсеченной плоско­
стью z - 2 .

7 Найти дивергенцию векторных полей:
а) а  = x2i -x y j  + xyzk ;

б) а = ( х + y + z) /  + (*2 + у 2 + z ^ j  + (* 3 + У  + г ъ)к .

8 Найти поток векторного поля а  = xi + yj  + z 2k через

верхнюю сторону круга, вырезаемого конусом z = ф*2 + у  
на плоскости z = 2.

9 Найти поток векторного поля а = yzi +xzj + хук по 

внешней стороне части сферы х2 + у 2 + z 2 -  R2, расположен­
ной в первом октанте.

10 Найти поток векторных полей:
а) a - 2 x y 2i ~( \  + yz 2^ j + { 2 - z x 2)k  через внешнюю сто­

рону замкнутой поверхности = j х2 + z2 = у 2, у  = \ , у  > 0 J ;

б) a - ( z 2 - y 2) i  + ( ух2 - z 2) y + ( z y 2 - х 2)к  через внеш­

нюю сторону замкнутой поверхности

Q = |  х2 + у 2 + z2 = R 2, z  = yjx2 + у 2 | .

11 Найти ротор векторных полей
а) а = x2i + y 2j  + z 2k ;

б) а  = (х3у  -  5у 2z 2 + 3x2z)  i + (jy3z + 4x^z2 -  l y 2xz) j  +

+ (z3x -  2z 2x2y  + 6z4) к .
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12 Вычислить rio определению и с помощью формулы 
Стокса циркуляцию векторных полей:

а) а = zi +{ х  + у )  j  + ук  по контуру треугольника, полу­
ченного в результате пересечения плоскости 2х + у  + 2z = 2 с 
координатными плоскостями;

б) а = { l z 2 -  у 3) / + (х3 -  2у  V  ) j  + (2xyz -  х2у 2) к по кон­

туру Г = |  х2 + у 2 = 4 ,2х + z = 4 1 .

13 Выяснить, являются ли соленоидальными и потенци­
альными векторные поля:

а) а  = yzi  + xzj 4-  хук ;

б) а  = х2/ -  ху/ + xyz&;

в) а  = yzi  + xzj + хук ;

г) а = (yz + 1)/ +xz  j  + хук .
В случае потенциальности найти потенциал.
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Практическое занятие 9 Интегралы, зависящие <н 
параметра

9.1 Определение и свойства собственных интегралов, завм 
сящих от параметра

9.2 Определение, сходимость и свойства несобственных им 
тегралов, зависящих от параметра

9.3 Интегралы Эйлера
9.4 Интеграл Фурье

9.1 Определение и свойства собственных ннтегралон, 
зависящих от параметра

Пусть на множестве 7 с  R определены функции (р = (р(у) И

¥  = v ( y ) i  причем ( р ( у ) <ц / ( у ) . И пусть на множестве

Q = {(*; j0| Н у) ~ х й у 6 ¥ }

определена функция /(дг;у ), которая при любом значении па­
раметра y e Y  интегрируема по Риману. Тогда интеграл
Н у)

|  f ( x ; y ) d x  представляет собой функцию параметра у , опрс
Н у )

деленную на множестве Y .
Собственным интегралом, зависящим от параметра, назы­

вается интеграл вида
Н у )

Ф (у)=  \ f { x ; y ) d x ,  (9.1)
<р( у)

переменная у  называется параметром.

В частности, если <р(у) = а и y/ (y)  = b ,  a ,  b e  R , a < b ,  то
собственный интеграл, зависящий от параметра у  примет вид

ь
® { y ) = \ f ( x , y ) d x .  (9.2)
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г
Пусть Y = [e;d’]c_ К , функции <р(у) и (//(у) непрерывны на 

[с;с?]. Рассмотрим область G , образованную графиками функ­

ций ср(у), Ч^(у) и прямыми у - с ,  y  = d

G = { ( x \ y ) \ <p ( y ) < x < y / ( y ) , - <x > < c < y < d < c o } ,

(которая является областью определения функции Ф ( у ) . 
Т е о р е м а  1 ( н е п р е р ы в н о с т ь )  Пусть

1) функции (р{у) и Ц/(у) непрерывны на отрезке [с; J], при­

чем ( p ( y ) < y ( y ) ,

2) функция /  (х;у) непрерывна на множестве G .
Ну)

Тогда интеграл J f { * , y ) d x  есть непрерывная на [c-d] 
Ф)

функция и справедлива формула
r(v) Х ф )

lim f f ( x ; y ) d x =  f lim f ( x ; y ) d x .  (9.3)
Л~ * \ ( у )  limy-*yo

Т е о р е м а  2 ( д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  по п а р а ­

м е т р у )  Пусть 1) функции f i x , у )  и непрерывны на
ду

прямоугольнике П = { (х;у)\а < х < Ь,с < у  < d  | и б с П ;

2) функции ф(у) ,  4f{y) непрерывно-дифференцируемы на от-
Ф)

резке [c-d].  Тогда интеграч |  f (x- , y)dx является дифферен­
ту)

цируемой функцией на \c;d] и справедлива формула

{ Ну) 4
J f { r , y ) d x  =

М у) J (9-4)

d_
dy

= |  ^ ~ ^ -d x  + f (y / (y) - , y) i i / ' (y) - f ( (p(y) - , y) (p' (y)

137

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Т е о р е м а  3 ( и н т е г р и р о в а н и е  по  п а р а м е т р у ) 
Пусть функция f ( x ; y ) непрерывна на прямоугольнике П . 

ь
Тогда интеграл | /  {x\y)dx является интегрируемой фунь

а

цией и справедливо равенство
d Ь Ь d

\ d y \ f { x - , y ) d x =  f a ^ f ( x \ y ) d y . (9.5)

9.2 Определение, сходимость и свойства несобственны! 
интегралов, зависящих от параметра

Пусть функция /  (х;у)  определена на множестве

Пю = |  (х;у)|-оо < a < x < h <  +оо, y e  Y j . 
ь

И пусть функция Ф(у)= ] f ( x \ y ) dx  удовлетворяет условиям:
а

1) -со < а  <b  < +со ( Ь может быть конечным или бесконеч 
ным);

2) для любого y & Y  функция f ( x \ y ) интегрируема по перо

менной х на каждом отрезке \а\т)] ,  где a<r j  < b <  +оо.
п

Если b конечно, то lim j f ( x ; y ) d x  есть несобственный им
а

теграл от неограниченной функции; если Ъ бесконечно, то
+00
\ f (x ; y ) dx  есть несобственный интеграл с бесконечным верх-

а
ним пределом.

Не ограничивая общности, будем рассматривать слу­
чай b -  +00 .

Несобственным интегралом, зависящим от параметра, ни 
зывается интеграл вида

+сс
Ф(>0= \ f { x \ y ) d x ,  (9.6)

а

где переменная у  называется параметром.
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Аналогично определяются следующие несобственные инте­
гралы, зависящие от параметра у :

Ь +<»
Ф( у ) =  / / ( * ; > ) * >  ф {у) := \ f { x - , y ) dx .

—оо —оо

Несобственный интеграл, зависящий от параметра у ,
ь
\ f ( x ; y ) d x  называется сходящимся (поточечно), если V у  е  Г и
а

7

b < +со существует конечный предел lim I /  (x;y)dx:
r j - + b - О J  а

rj b

, !1™о y ) dx = y ) dx ^
a a

о  V j e F  V e > 0  3 b ' ( y ; s ) <b  : V rje(b';b)  => 
b 1 

=> \ f { x \ y ) d x  -  ^f (x \ y )dx  < e  .
a a

Поточечная сходимость несобственного интеграла
ь
ff { x ’, y )dx ,  зависящего от параметра у  определяет сходимость

а
его при каждом фиксированном у  е  Y как несобственного. 

Поскольку
b  Т] Ь

Jf ( x ; y ) d x =  Jf ( x ; y ) d x +  Jf ( x ; y ) d x ,
a a rj

то для сходящегося интеграла справедливо равенство
ь

lim = 0.
ц

Несобственный интеграл, зависящий от параметра,
ь

ФОО= \ f ( x \ y ) d x  называется равномерно сходящимся по па-
а

раметру у  на множестве Y , если для любого е  > О существу-
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ет такое //(>■;£■) > О, a < b ' < b ,  что для всех у е  У и всех //,

j f ( x ; y ) d x < е :

< е .

b' < tj <b  , выполняется неравенство

п ь
j f (x;y)dxZ  Jf {x ;y )dx  , при ij -> b , <=>
а <7
о  V £ > 0  3b ' ( y ; s ) < b  : V y e Y  и V т/е (£';£)

h
=> J / (*;>’)<&■

b'

Обозначим Ф (у;7) = | / ( х ; у ) Л ,  где а<т/ <Ь <+  со. Тогди
а

Ь

интеграл Ф( у ) =  |/ ( j c ; j )d x  равномерно сходится, когди
а

Ф(у-,т]У^Ф(у) при 77 ^b .

Т е о р е м а  4 ( к р и т е р и й  К о ш и )  Для того чтобы не- 
ь

собственный интеграл [ f ( x \ y ) d x  сходился равномерно по tut
а

раметру у  на множестве Y  е  R , необходимо и достаточно, 

чтобы V £ > 0  3Z>'e[cr,£) такое, что V e[b';b) и V уеУ  
выполнялось неравенство

Jf ( x \ y ) d x < 0 .

С л е д с т в и е . 2?сли 3£0 > 0  такое, что УЬ'е[а,Ь) 

]//0 ,770 е [£';&) и Э_у0 е  У такие, что

70

J/(x;.v)cfe
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то интеграл J / (x,y)dx не сходится равномерно по параметру
а

у  на множестве У .
Т е о р е м а  5 ( В е й е р ш т р а с с а )  Пусть существует 

функция g ( x )  > 0, удовлетворяющая условиям:

V  &(*) определена на [а;Ь) и интегрируема на [о;/;],
а < 77 < b < +оо ;

2) |/(* ;jO !^ g (* )  для V xe[a;6) и V y e Y ;
ь

3) ^g(x)dx сходится.
а

Ь

Тогда интеграл | f ( x \ y ) d x  сходится абсолютно и равно-
а

мерно на Y .
ь

Пусть интеграл Ф(.у) = | / (x\y)dx  (равномерно) сходится на
а

множестве Y . И пусть последовательность п -  1,2,3,...,
а < г/п < Ь , % = а ,  сходится к Ъ. Тогда последовательность

Пп
функций Фя (у ) = ^ f { x \ y ) dx  (равномерно) сходится на множе-

а
Ь

стве Y к функции Ф ( у ) =  [ f ( x \ y ) dx .
а

Т е о р е м а  6 ( Д и р и х л е )  Пусть
Я

1) У у  € Y функции f ix ', у ) ,  g (x;y )  и —  непрерывны как
дх

функции х на полуинтервале [а; +со) ;

2) функция F(x;y) ,  являющаяся при любом y e Y  первооб­

разной по х функции f ( x , y ) ,  ограничена при y e Y , х е [ а ; + оо);

3) — < 0  при y e Y ,  и хе[а-,+ оо);
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4) существует непрерывная на [а;+оо) функция у/(х) таки», 

что l im^(x)  = 0 и |g(jc;y)| < ^ ( х )  для y e Y  и хе[а;+оо). 

Тогда интеграл
+сс
\ f { x \ y ) g{x- , y )dx
а

сходится равномерно по параметру у  на множестве Y .
Т е о р е м а  7 ( н е п р е р ы в н о с т ь )  Пусть функции 

f {x ' , y ) непрерывна на конечном или бесконечном прямоуголь 
нике

= { ( x \ y ) \ - c o < a < x < b < + c o , c < y < d  j ,
ь

а интеграл | / ( х у ) б /х  равномерно сходится по параметру у
а

Ь
на отрезке [c\d],  Тогда интеграл [ / (x:y)dx является непрс-

а

рывной функцией переменной у  на отрезке [c-d] и справедлива 
формула

ь ь
lim \ f \ x , y ) d x  = | lim f ( x \ y ) d x .  (9.7)

У~>Уо J J y~*y0
a a

Т е о р е м а  8 ( и н т е г р и р о в а н и е  no  п а р а м е т р у )  
Пусть функция f  (х;у)  непрерывна на конечном или бесконеч-

ь
ном прямоугольнике П л, а интеграл ^f (x;y )dx  сходится ран■

а

номерно по параметру у  на отрезке [c;d]. Тогда функции 
ь
\ f { x \ y ) d x  является интегрируемой на Пда и существует ин-
а

d b

теграл jc/_y | /  ( x , y ) dx .
с  а

Т е о р е м а  9 (о п е р е с т а н о в к е  п о р я д к а  и н т е г ­
р и р о в а н и я )  Пусть функция f ( x ; y ) непрерывна на множе-
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стве Пя и выполнены следующие условия:!) несобственный 
ь

интеграл j |/(x ;y ) |d x  сходится равномерно по параметру у
а

на любом отрезке [с ’;с/'] с (c;d);  2) несобственный интеграл 

[ Л
J j /(x\y)\dy сходится равномерно по параметру х на любом

К С
отрезке [а';й'] с  (а;Ь); 3) один из двух повторных интегралов 

\ dy§ f { x \ y ) \ ax ,  \ dx§ f ( x \ y ) \ dy

сходится. Тогда сходятся оба повторных интеграла
d Ь Ь d

\ d y \ f  (x',y)dx, jclx j f ( x ; y ) d y  и справедливо равенство
с а а с

\d x \f (x - ,y )d y = ^ d y \f (x - ,y )d x . (9.8)
а с  с а

Т е о р е м а  10  ( д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  по п а р а -
. . d f ( x \ y )

м е т р у )  Пусть функции f i x ; у )  и — ----- -  непрерывны на
ду

конечном или бесконечном прямоугольнике Пэт, а интеграл
Ь Qf(x-
f— —- dx равномерно сходится на отрезке [с; с/1. Тогда ин-
а ^

ь
теграл Jf ( x ; y ) d x  является дифференцируемой на отрезке

а

[с; d ] функцией и справедливо равенство

(9.9)
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9 3  Интегралы Эйлера
О п р е д е л е н и е  и с в о й с т в а  г а м м а - ф у н к ц и и .  

Функция

называется гамма-функцией, а ее значение представляет собой 
интеграл Эйлера.

Гамма-функция обладает следующими свойствами:
-  гамма-функция является непрерывной функцией перемен­

ной s ;

-  гамма-функция имеет непрерывные производные любого 
порядка к , к е  N , и справедливо равенство

О п р е д е л е н и е  и с в о й с т в а  б е т а - ф у н к ц и и .  Функ­
ция

s > О, (9.10)
о

r ^ ( s ) =  j x s~'e *(ln x)k d x ;
о

-  (интеграл Пуассона) Г

-  (формула дополнения) если 0 < р  < 1, то

-  (формула Стирлинга) при s —» -нх> справедливо
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(l — jc)̂  'dx,  p > 0 , q > 0 (9.11)
1

0
называется бета-функцией, а ее значение представляет собой 
интеграл Эйлера.

Бета-функция обладает следующими свойствами:
-  бета-функция является непрерывной функцией и обладает 

частными производными любого порядка;

> ~  в (p;g) = B ( ^ g - 0» Ц р ; д ) = p p+ ~ l_ B(p-\ ;q)- ,

_  B (p;l) = — ;
Р

. . . ч 1-2-.. . - (и-1)
-  В(р;?г) = В (>;;/?) = — ------ — — ------------- V и е М ;

. , (от-1)!-(и -1)!
-  В(от;и) = ̂ -:—  ....  - -  V и , и е М ;

(wj + и — 1)!

sin п р

Ч р ) -г(<?)- (связь гамма- и бета- функций) В (р;q)  = -
Г (р  + ?)

9.4 Интеграл Фурье
Пусть функция локально интегрируема. Интегралом в смыс­

ле главного значения называется интеграл:

v.p. ^ f ( x ) d x =  lim J / ( x ) < & ,  b > 0 .  (9.12)
-oo —b

Отличие интеграла в смысле главного значения от несобст­
венного интеграла состоит в том, что несобственный интеграл 
есть
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U

| / ( х ) с &  = lim j/(.x)t/3c (9 .1 <)
6»->-со/>-►+00 О

при произвольных а и b , а интеграл в смысле главного значг 
ния (9.12) есть предел того же интеграла, но при а - Ъ .

Очевидно, что, если существует несобственный интегран 
(9.13), то и существует интеграл в смысле главного значении
(9.12). Обратное верно не всегда: интеграл в смысле главного 
значения (9.12) может существовать, а несобственный интегран
(9.13)-нет.

Рассмотрим множество L' (~оо;оо) кусочно-непрерывных м
СО

абсолютно интегрируемых на R функций, т. е. J |/(x )|t/x< oo ,
—оо

Интегралом Фурье функции /  (х) называется функция вида
л 1 00
f ( y )  = v.p.-j== \ f (x)e~iy*dx. (9.I4)

V2л- 4,
Поскольку
I/  (х) e~iy* | = |/ ( х ) | - \е~,ух | = | /  (x)j • |cosух -  /sinух\ =

=  | / ( х ) |  ■ д/cos2 ух + sin2 ух — |/(х ) [
оо

и интеграл Jj/(x)|<fc<oo,  то на основании признака сравнении
—аО

несобственных ингегралов, данный интеграл сходится при лю- 
бом и е R .

Отображение F , ставящее в соответствие функции / (х)
А

функцию f ( y )  и определяемое формулой (9.14), называете» 
преобразованием Фурье и обозначается

П А ( у) - Л у)
Л

Отображение F~', ставящее в соответствие функции / (у) 

функцию / (х) по формуле
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1 20
f ( x) = v . p . - j =  j F ( y ) e iyxd y . (9.15)

называется обратным преобразованием Фурье и обозначается

[ / № 0 = / ( * ) ■
Функция F [ / ]  называется образом Фурье функции / (х) . 
Т е о р е м а  11 ( ф о р м у л а  о б р а щ е н и я )  Если функция 

/  (х) е  Ё и существуют правая /_  (х) и левая / + (х) производ­
ные, то справедлива формула

F - ' [ F [ f ] }  = Р [ Г '  [ / ] ]  = / .

Формула обращения может быть записана в ввде

или

/  (*)  = —  J f { t ) e ,(x"]yd t .
” О0

Используя формулу Эйлера е'г =cosz  + /sinx,  интеграл Фу­
рье можно записать в виде

1 °°
F [f](y)  = v-P-~T= f /(*)(cos>a-/s in jac)< fc  =

V2/r
J °° / °°

= v.p.—= =  j f ( x ) c o s y x d x - v . p . - j =  \ f  (x)six\ yxdx . 
v2 я-Л, V2;rji

Обратное преобразование Фурье примет вид

/ ( х )  = ^ 1 [ / ] ( * )  =
|  оо • 00

= v.p.—j =  j F  (у ) cos yxdy + v.p. j—  j  i 7 (y) sin yxdy .
V2л- _

Косинус-преобразованием Фурье называется действительная 
часть преобразования Фурье:

Fc [ / ] ( у )  = v.p.—rL= } /(x )c o sy x < ix . (9.16)
л/2л-_1

Синус-преобразованием Фурье называется мнимая часть пре­
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образования Фурье:

Fs [ f ] ( y )  = v- P - j = ^ ] f { x ) ™ y x d x .  (9.17)

Очевидно, что F[ f ]  = Fc [ / ]  - iF [ / ] .

Если / ( х )  -  четная функция, то функция /  (х) sin ух -  но 

четная функция. Тогда Fs [/ ] ( у )  = 0 и

при этом

Fc [f]{y) = v . p . - j L ] f ( x ) c o s y x d x ,
V2л  0J

! зо <2 *
/ ( x )  = V .p .-J ~  f F (y )  cos yxdy = v-p - j =  fFc (y ) cos yxdy .

^  y'Z/T о

Если / ( x )  -  нечетная функция, то функция / ( х )  cos ух - 

четная функция. Тогда / гс[ / ] ( у )  = 0 и

F\ f ] ( y ) = - ' F, \ f ] ( y ) ’
при этом

Fs [ f ] {y)  = v - p . - i = ) f ( x ) s i n y x d x ,
v 2л q

i  со 2  00

/ ( x )  = V .p .~ =  f F(y)s\nyxdx = v .p .-j= =  fFs (y)sinyxdx. 
л/2 л у12л о

Преобразование Фурье обладает свойствами:
- ( линейность) F \ a • /  + /?-g] = or-.F[/] + / ?-F[g] ,

F - ' [ a - f  + ( 3 g \  = a - F - ' [ f }  + p F ~ \ g \ ,
-  (преобразование Фурье от сдвига)

F [ f { x - a ) ]  = e » - F [ f ] ;

-  (преобразование Фурье от производной) если lim f ( x )  -  0,д:->1зо v '
то
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F [ f ]  = i y F [ f \ ,

-ес л и  функции / ( х ) , /  (х) ,  / " ( х ) , / ^ ( х )  принадле­

жат пространству С (-оо;оо) и / (л* (х) -  кусочно-непрерывна на 
* любом отрезке, то
I  f [ /« -> ]  = ( / y ) - . F [ / ] ;

X
-пусть  / ( х )  и ее первообразная g (x)  = j / ( t )dt  абсолютно

о
интегрируемые функции на ( -о о ;+ с о ) ,  / ( х )  -  непрерывна, 

l img(x)  = 0.  Тогда| х -ю о

iy
-  {дифференцирование преобразования Фурье) пусть функции 

/ ( х ) ,  х/”(х) абсолютно интегрируемые функции на ( -о о ;+ с о ) .
Л

Тогда функция f ( y )  = ^ [/](>■) имеет на (-оо;+со) непрерыв­
ную производную, причем

-  если / ( х )  непрерывна, а функции х/”(х ), х2/ ( х ) ,  

..., хп f  (х) -  абсолютно интегрируемы, то

| | г  И /D=f[(-*)V];
-есл и  P’[ / ]  = / r[g],TO /(jc )  = g(jf);

Пусть функции / ( х )  и g (x)  е  Ё  ( - о о ;о о ) . Функция (если не­
собственный интеграл сходится Vx е  R )

-НС

( / * £ ) ( * ) =  J f { x ~ t ) g { t ) d t  (9.18)
—00

называется сверткой функций / ( * )  и #(*) •
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Те о р е м а  12 Если / (х) и g (x) непрерывны, ограничены н 

абсолютно интегрируемы на К , т о  свертка f *  g есть неп/н> 
рывная ограниченная и абсолютно интегрируемая функции 
на К .

Т е о р е м а  13 Если / ( .г )  и g (x) непрерывны, ограничены и 
абсолютно интегрируемы на Ж, то

F [ f * s ]  = n f } - n s } -
Свертка обладает свойствами:
-  (коммутативность) f  * g = g*  f ;

-  (распределительный закон) ( /  + g) * h = f * h  + g * h ;

-  (сочетательный закон): ( f * g ) * h  = f * ( g * h ) .

Вопросы для самоконтроля

1 Дайте определение собственного интеграла, зависящего oi 
параметра.

2 Перечислите свойства собственного интеграла, зависящего 
от параметра.

3 Дайте определение несобственного интеграла, зависящего 
от параметра.

4 Дайте определения: а) поточечной сходимости, б) равно­
мерной сходимости несобственного интеграла, зависящего от 
параметра.

5 Сформулируйте критерий Коши равномерной сходимости 
несобственного интеграла, зависящего от параметра.

6 Сформулируйте признаки Вейерштрасса и Дирихле равно­
мерной сходимости несобственного интеграла, зависящего от 
параметра.

7 Перечислите свойства несобственного интеграла по пара­
метру.

8 Дайте определение гамма-функции и перечислите ее свой­
ства.

9 Дайте определение бета-функции и перечислите ее свойст­
ва.

10 Для каких функций существует преобразование Фурье?
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11 Дайте определение прямого и обратного преобразования 
Фурье.

12 В  чем суть теоремы обращения?
13 Что называется косинус-, синус- преобразованиями Фу­

рье?
14 В чем особенность преобразования Фурье для четных и 

нечетных функций?
15 Какими свойствами обладает преобразование Фурье?
16 Что называется сверткой функций?
17 Чему равно преобразование Фурье от свертки функций?

Решение типовых примеров

1 Найти производную функции
У

Ф(_у)= J(jf2 + у 2 + хy)dx.
о

Р е ш е н и е .  Имеем:

<&\у)= \{2y + x)dx + (y 2 + у 2 + У ) - 1 - ( / ) - 0  =

2 ху-'- + 3j 2 = 2у2 + 2 + ЗУ ~ 5,5у •

2 Исследовать на равномерную сходимость интеграл
-ЮО

| е~х cos xydx, у  е К  .
о

Р е ш е н и е . Возьмем V е > 0 . Покажем, что существует 
Ь' = Ь '(у;е).

Имеем

|е хcosxydx

Положим 6 '(> ';f) = ln —. Тогда V т/ e [£';-ко) выполняется 

неравенство

151

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



je  * cos xydx < £ .
Согласно определению, интеграл сходится равномерно по им 

раметру у  на К .
3 Исследовать на равномерную сходимость интеграл

-г--*.'

fy e '^ d x , _уе[0;+со).

Р е ш е н и е .  Покажем, что определение равномерной сходи

мости не выполняется. Возьмем е = —. Тогда V &’е(0;+<ю)
е

Зп  = Ь' и у  — — такие, что 
Ъ'

| ye ^dx = | ye Xydx =
t = xy ,y  = - ,  

х

x = —,dx = dt 
у

+оо +оо

= J e~‘dt -  J e ldt = e~l = e .
b 'y

+00
r

Следовательно, интеграл j  ye Xydx сходится неравномерно
о

по параметру у  на множестве Y  = [0; +<»).
4 Исследовать на равномерную сходимость интегралы

+0С
a) jV “x c/.x- при а е [а 0;+оо), а0 >0 и ае[0;+ос)* 

dx
о

+00

б) j
х2 + у 2 + 1
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о
+00

Р е ш е н и е ,  а) пустьае[а0;+оо). Так как е ах2 < е а"х и
<с

j сходится, то по признаку Вейерштрасса интеграл
О
•00
J е~а*2 dx сходится равномерно по параметру а  на [«„ ;+ « ) .

10
Пусть а  е (0;+а>). Покажем, что на (0;+оо) интеграл

+оо

| dx сходится неравномерно. Воспользуемся следствием из
О

критерия Коши. Возьмем £ = - ,  V Ъ > 0 возьмем tj0 = b ,
е

TjQ=b + l ,  а0 = 1 .Тогда 
(6 + 1)

% 6+1 2 +̂1 1
| e_aoJr J d x - — = eQ.

По * Ь в

+оо
Следовательно, интеграл | е~ах dx сходится неравномерно

о
по параметру а  на множестве [а0 ;+оо);

б) для подынтегральной функции f [ x ; y )  = ———— - рас­

смотрим функцию g(x) = —г——, для которой
х +1

/ ( ^ = 7 7 7 7 T s 7 7 T g W '
+00 1г dx л

Интеграл J 2 = — и является сходящимся для всех

хе [0;+сю).
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Тогда интеграл J-
dx

сходится равномерно согласно
о х2+ у 2 +\ 

признаку Вейерштрасса.
5 Исследовать на равномерную сходимость интеграл

sin *
х

Р е ш е н и е .  Пусть / (д:;_у) = sin jc, g { x \ y ) ~ -
л

Функция sin х имеет ограниченную первообразную
/•’( a )  =  - cosjc .

е~*у
При л: > 1 , j ’SiO для функции —  выполнены сле­

дующие неравенства:
д_
дх v х j

^1-(1 + д у )< 0 , - — < -  = у/(х),
X X X

1
и lim — = 0. Значит, согласно признаку Дирихле, данный инте-

.х—►+<» д-

фал сходится равномерно по параметру у  на множество 

Г = [0;-их>).
6 Вычислить интеграл Пуассона

■гда

I  -  je~' d t .
о

Р е ш е н и е .  Имеем
U  = x y ,y > 0,~\_/=  J e-'V/ = fe - ^ d x .
dt = ydx

Умножая это равенство на е~  ̂ и интегрируя его от 0 до +ао
по у , получаем

I 2 = J/  -е > d y -  ^dy Jye у ^ * ^dx. (9.19)
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Так как уе ' 2М <de
М )

и интеграл de
<0 / 

К‘ ?0«*) <£с схо-

-/(l+xJ) ,
дится, то интеграл I ус v 'dx сходится равномерно по пара-

0
метру у  на любом отрезке [с;й?] с  (0;+ад) согласно признаку 
Вейерштрасса.

-/(l+x2) ,
Аналогично доказывается, что интеграл I уе ' ау схо-

о
дится равномерно по параметру х на любом отрезке 
[о;й]с(0;+со). Следовательно, повторный интеграл

^  400 2(l+
j  dx j  уе У 'dy сходит ся.
о о

Переставляя порядок интегрирования в равенстве (9.19), по­
лучаем

+<о +со
I 2 = jy e  ' + 'dy = -  J

0 0 о 2 ( l+ x 2)
dx ■

= - J — — chc = ?i  J 12 0М  + д̂

Отсюда I  = J e 1 dt -
0 2

V arctg xy .
7 Вычислить интеграл — 7= = а х .

0JW T 7

Р е ш е н и е .  Рассмотрим функцию / (х;у) =
arctg ху 

хл1\ - х 2

Интеграл Ф (у) = [ dx является несобственным, так
оХ\1\-Х2

как функция /  (х ;у ) не определена в точках х -  0 и х = 1.
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При х - » 0  функция ™ Ж  = о{1), при X —> 1 функции
rv 1- 2x v i- x

arctg xv 

хл/1 - х 2
. Поскольку Сf In

* .<  1

Ф  ( i+ x V ) 7 i- x 2 ’

—  ̂  ^ Значит,  интеграл Ф (у) = равномермн

сходится, и функция Ф(.у) является дифференцируемой. По ген 
реме 10 имеем

Ф '(у )= |
V dx x  = sin/, 2

Г
i( i+ x V ) V i- x 2 dx-cost -  J

0

tg t = z, 

t = arctg z

n

dz

dt

о 1 + .У2 sin21

1 z
arctg-

l  + (l + v 2) z 2 ~ у / й у  yji + >’

2yJ\ + y2 '
2

8 Используя интегралы Эйлера, вычислить Jx2 \М -  х 2 dx.
о

Р е ш е н и е .  Имеем

х = 2 77, 1 > О,

jx V 4  -  х1 dx
dx -

dt

f t ’ 
x -  0 => t -  0, 

x = 2=>/ = l
i i

2 2

V. V 4 -4 / ,
-  — f a -  

О V *

Г(3/2)-Г(3/2)

Г(3 )

г ( з )
= 8 — —------- 2L_  = j r .

2!
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9 Найти косинус- и синус- преобразования Фурье функция 
/ ( * )  = е Л, х > 0, и обратные к ним.

Р е ш е н и е .  Функция /  (х) = е~х, х > 0 , -  гладкая и абсолют­

но интегрируемая на интервале [0;<=о). Следовательно, для нее 
существуют косинус- и синус- преобразования Фурье:

Fc (у) = д|- j«?"' cos ytdt = 

2

lim е ' cos yt\ -  и je~‘ sin ytdt

lim  e B co$yB + \-u
71 b’->Qo[

-e siny/ +uy io

в
je -' cos ytdt

2 
V л  

Отсюда

1
V

00

- у 2 jV ' cos ytdt

Ш -
2 1
л  1 + у.2 '

2 .V
Аналогично получим

Р , ( У ) - ^ У ' * П У > Л  W + J  

Обратные косинус- и синус -преобразования Фурье равны:
У* СО_х 2 rcos ух

= - 1 : 7 Г  JЛ о У +]
2 ‘\у sin ух

dy,

dy.
п  0J у  + l

Задания для аудиторной работы

I Найти производные функций:
X х X

a) F ( x )  = je~x /dy; в) ^ (х ) = j(x  + y ) f ( y ) d y ;
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b+a

б) F { a ) ~  J sin a  x dx . r ) F ( a )  = ^ f { a x ) d x .
a+a X  0

2 Вычислить интегралы:

а) f*— — d x , a >  0 , b > 0, если —— —  = fxyd y ; 
i  ln x ln x  Jw a
+0C

б) jV “ 2 cos bxdx. 
о

3 Исследовать равномерную сходимость интеграла
rcosax .
-------~ d x , -со < x < +co .

J, 1 + jc‘-cc

4 Вычислить несобственные интегралы, зависящие от пара­
метра:

. ^cosaxcosfcc , Л ,
а) I ----------------- d x , а >  О, Ъ >  0 ;

о
+оо

_ .  Г -(ах1 +2Ьх+с\ ,  _ , л
б )  J  е  '  d x ,  а  >  0 ,  ac-b"  > 0 ;

-оо
+оо. rsin o xsin & t ,

в)  dx;
J vО

-КС - ах. re ах -c o sВх ,
г)  --------- d x , a > Q .

 ̂ X0 Л
5 С помощью интегралов Эйлера вычислить интегралы:

1   +со 2
a) J'y jx -x2 dx\ в) J - — -4 dx\

о

1

1 + X

dx
б) fsin6xcos4x dx\ г) f =.:.f ... , re > 0 .

о o v l - x ”
6 Найти область определения и выразить через интегралы 

Эйлера интегралы:
\р

а) | In — d x ’, б) je ~ * "d x ,n >  0 .
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7 Найти синус- и косинус- преобразования Фурье функции 
/ ( х) = е~‘‘х, х > 0 .

8 Найти преобразование Фурье функций:
[sin * при |х|<лг,

[О при |х|>7Г,

1 + х при -1  < х < О,

1 -х  при 0 < х < 1,

О при |х|>1.

а) / ( * )  =

б) / ( * )  =

Задания для домашней работы

1 Найти производные функций:
coscr ____  а

а) F ( a ) =  | еа dx; в) F { a ) =  ^ f ( x  + a ; x - a ) d x ;
sinor О

б) F { a )  = f n-^ — ^-dx ; г) F(cc) = \ ^ ^ - d x .
0 Х  а Х

2 Вычислить интегралы:
+*> -ах_ -Ъх -ах _  -Ьх Ь

a) f --------------dx з а > 0 , Ь > 0, если--------------= je'^dy ;
J V V »

3 Исследовать равномерную сходимость интеграла

\ х" ,
Ь г — ? * . я г о .

-х
4 Вычислить несобственные интегралы, зависящие от пара­

метра:
■ arctg ах -  arctg ЬхС arcig ах -  arcig ох

а)  2------------2— dx, а>  О, Ь >  0 ;
J Y
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6) J
-ОС
+00

в> I
+oo • 3sm ax

dx, a > 0 ;

dx ;

r) |
+ao -«x2 -0X2-e — e H

dx , or > 0 , /? > 0 .

5 С помощью интегралов Эйлера вычислить интегралы:

а) I;о(1 + х)'
-dx; в> J

с/х
Г+Л?

<3- (_____ __________  СО

б) Jjc2л/о2 - х2 dx, а >  0 ; г) JV 'V * dx , п > 0 .
о о

6 Найти область определения и выразить через интегралы 
Эйлера интегралы:

а)
Xй-1

\ +  х "

Л ,  и > 0 ; б) J х т е 1 dx , и > 0 .

7 Найти синус- и косинус- преобразования Фурье функции
f ( x )  = e~3x, х > 0 .

8 Найти преобразование Фурье функций:
[cos* при 0 < х < п ,

[О при х > л ,

2 при 0 < х < 3,

< 1 при х = 3,

О при х > 3 .

а) / ( * )  =

б) / ( * )  =
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ИДЗ-1 Двойной и тройной интегралы

1 Изменить порядок интегрирования (сделать чертеж):
-1 о о

1.1 Jdy J  fdx +
-2 -fe+y
1 0  Л  0

1.2 jdy ^ fdx + | dy ^fdx .
0 -y[y 1 -V2-/

1 у Л  h - y 1

1.3 ^dy^fdx+ J dy | fd x .

0 0 1 0

1 -Jy 2 fi-y
1.4 jcfy J/abc + ^fdx.

0 0 1 0  
- 1 0  0 0

1.5 | tic J fd y+  j dx
- 4 г  - i
1/V2 arcsin у  1 arccos^

1.6 J  dy j" fdx + J  du \ fdx.
0 о 1/ - Я  о 

- i  -Щ у о -J-у

1.7 J fdx + |ф j/cfr.
~2 -1  0

1 0 e - l ny

1.8 |ф |fdx .
0 - 4 y  1 - 1

- i  л/ г - *2 о x2
1.9 j  dx | fdy + ^dx J/Jy.

- V 2 0 - 1 0

Индивидуальные домашние задания

j  dy \ fdx .
-! -f^y
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-■Уз
1.10 J J fd y+  J dx jfd y .

~2 -J4-X2 -VI vU-x2-2
1 1 e 1

1.11 jdx J fd y+  jdx jfd y .
0 I-*2 1 to*
1 l[ y  2 2 -y

1.12 jdy J fdx + |ф
0 0 1 0
*■/4 sin у Л-/2 cosy

1.13 I  dy J fd x+  J dy j fd x .
0 0 ж/4 0 

- 1 0  0 0

1.14 jdx J fdy + jdx j fd y .
- 2  - ( 2 + x )  -I V I

1 -fy e l
1.15 Jdy J fd x+  jdy jfd x .

0 0 1 toy

1 0  2 0

1.16 jdy j  fdx + jdy jfd x .
0 - f t  1 -$■-y
1 0  -Jl 0

1.17 Jc/yj/abc + f /йх.
0 - у  1 _ ^ 2 - у г

1 y3 2 2 - y

1.18 jdy jfd x  + jdy jfd x .
0 0  1 0  
S o  2 0

1.19 jdx J fd y+  jdx j fd y .
0 л/4- j r 2 - 2  V3 - т /4 -jc 2 

- 1 0  0 0

1.20 jcty J fdx + f/£ fr.
-2 - ( 2+y)  -1
1 у  e l

1.21 [ф р й х.
о о 1 in̂
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1.22 jdx jfd y  + jd x  jfd y .
0 0 1 0
*74 sinx j t! 2 cosx

1.23 J dx J fd y +  jd x  j fd y .
0 0 л74 0
- 1 0  0 0

1.24 jd y  J  fd x + jdy j fd x .  
- Л  - f iZ /  - l у
1 x3 2 2 -x

1.25 jdx jfd y  + jdx jfd y .
0 0 1 0

•Уз 2 - 4  4 - x  2 у 1 л -х

1.26 jdx | fd y +  jdx jfd y .
o o  -Уз о
1 0  2 0

1.27 jdx J fd y + jd x  jfd y .

i х 2 4 г  h - x 2

1.28 jdx jfd y  + jd x  jfd y .
0  0 1 0

I 42
1.29 jdy j fd x +  jd y  jfd x .

0 0 1 0

1 4 i  2 4 2 ^ i

1.30 jdx j fd y  + jdx jfd y . ______
0 0 1 0
- Уз  U - x 1 0 2 - 4  4 - x 2

1.31 | dx | fd y +  jdx j fd y .
-2  0 -V3 о

2 Вычислить двойной интеграл по области D , ограниченной 
указанными линиями:

2.1 jj(\2x2y2 + 16дг3у  )dxdy, D : х = \,у- хг ,у  = - 4 х.
D
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3.4 j j y 2e v l4dxdy, D : x - 0 , y  = 2,y -  x.
D

3.5 jjjy s in xydxdy, D \ y - n l 2 , y  = n , x - \ , x - 2 .
D

3.6 JJy2 cos— t/x^y, D : x  = 0,y = /2,x = x!2.
D 2

3.7 ^4ye2xydxdy, D : y - l n 3 , y - l n 4 , x  = —,x = l. 
d  ^

3.8 ||4 y2 sin xydxdy, D : x = 0, у  = . —,y  = x.
d

3.9 jjycos2xydxdy, D : y - —, y - n , x  = ~ , x - \ .  
d  2  2

3.10 JJy 2e~xylsdxdy, D : x - 0,y = 2, y - —. 
d 2

3.11 \^\2ysm2xydxdy, D : y - —,y = —,x = 2 ,x - 3 .  
d  4 2

3.12 j jy 2 cos xydxdy, D  :x  = 0,y = 4 л ,у  = х.
D

3.13 jjye^’̂ dxdy, /):>>= ln2,_y = ln3,x = 4 ,x = 8.
D

3.14 J jX y2 s in 2xydxdy, D :x  = 0 ,y  -  - j2K ,y  = 2x.
n

3.15 ^2ycos2xydxdy, D : y - — ,y  = — ,x~\,x = 2. 
d  4 2

3.16 J jy2e~*y/2dxdy, D :x  = 0,y = \f2,y = x.
D

3.17 j jy  sin xydxdy, D :y  = л ,у  = 2л ,х  = —,х = 1.
D ^

3.18 JJjy2 cos2xydxdy, D : x  = 0 , y -  J ~ , y :
n i 2

x
2 '
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3.19 Jj\%yeAxydxdy, 0 : у  = ]лЪ,у = \пА,х = - ,х  = ~. 
d 4 2

3.20 f(3y2e~xy,2dxdy, D :x  = 0,y = l,y  = - .  
d 2

3.21 cos 0 \ у - л ,у - 3 л ,х  = \12,х = \.
D

3.22 j j y 2e ^ /2dxdy, D :x  = 0,y = l,y  = - .
D 2

3.23 j j j sin2xydxdy, D :y  = я  !2 ,y  = 3л/2,х = \12,х = 2.
D

3.24 \\у2 cos xydxdy, 0 \ х -0 ,у  = '1 я ,у -2 х .
D

3.25 J|6ye^^dxdy, D:>^ = ln 2 ,j = ln3,x = 3,x = 6.
D

3.26 ^ y 2sin— dxdy, D :x  = 0,y = y[ir,y = x.
D 2

3.27 Qycos2xydxdy, D : у - я / 2 ,  у = 3л 12,х = \/2,х-2.
D

3.28 j jy 2e~vndxdy, 0 : у  = л/2 ,у  = 3л,х = \,х = 3.
D

3.29 jj3_y s in  xydxdy, D  : у  -  л /2, у  = Ъп ,х  = I , *  = 3.
D

3.30 j jy 2 cos —~dxdy, D \ x -Q ,y - yfbr, у -  2x. 
d 2

4 Вычислить тройной интеграл по области Q , ограниченной 
указанными линиями:

Ш, (х = 2,у  = л , г  = 1,
х zsm(xyz)dxdydz, Q:\

Q [x = 0,;y = 0 ,z = 0.
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х  =  \ , у  =  х / 2 , у  =  0 ,  

z = 0,z  = 8я\

x =  2,y  = - l , z  = 2, 
x = 0,y  = 0, z  = 0.

5 Вычислить тройной интеграл по области Q , ограниченной 
указанными линиями:

4.29 JJJ*2 sm{4n xy)dxdydz, Q:
Q

4.30 j j j 8y 2ze~^dxdydz, Q:

5.1 ^xdxdydz, Q :
Q

\z = xy,z = 0,

1>> =  1 0 ;е,>> =  0 , ;с =  1.

“  Ш -Р у -г
« o + 5 + f + i )

X  у  z  
- + —+ -= 1 ,
3 4 8
jc = 0,^ = 0, z = 0.

5.3 JfJlSCv2 + z 2)dxdydz, Q:<
6

5.4 ПТ(Здг + 4y)dxdydz, Q:<
Q

\z = x + y ,x  + y = l, 

[x = 0, y = 0,z  = Q.

\y = x ,y  = Q,x-\,

[z = 5(*2 + y2) , z - 0 .

5.5 j j j ( l  • 2x’ )dxdyck,

5.6 |Tf(27 -  5 4 r' vhdydz. Q-\f  ~ Х' У ~ 0' Х -  ’•
Q ~ [z = yjxy,z = 0.

5-7 Wlydxdyte, Q '\ y 1,У ° ’X l ’о [z  = xy,z = 0.РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
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5.9 f j j ( 3 6  =

5.10 jJ J ( l5x + 30 z)dxdydz, Q :
Q

5.11 fff(4  + 8 z3)6bc<iy^,g:-J^ j! L
o [z  =  л]*У:

z = x2 + 3y2, z  = 0, 

y = x,y = 0,x =  \.

У -  x , y  = 0 ,x  = 1,

2 =  0 .

5.12
err , \y = 36x,y = 0,x = ],
[[[(1 + 2x3)dxdydz, Q:\ r _
о {z  = yjxy,z = 0.

5.13 JJJ21 xzdxdydz, б :-]
y - x , y -  0,x = 2, 

xy,z = 0.

dxdydz „  \xl\0 + y l *  + z l 3  = \,
5 1 < Я Ь - ^ Н г -  e=

1 + — + -̂ +
I, 10 8 3
 ̂ л: у  z Y ' [x = 0,j> = 0.

5.15 JJJ(x2 + 3_y2 )dxdydz, Q:
z = \0x,x + у  

x = 0,y = Q,z = 0.

5.16 J]T(60>’ + 90z)dxdydz, Q: \У = 'Х’У = ° ’Х = 1’
[z = x2 + y 2,z  = 0.

r r r  10 5 ( v  =  9x,y =  0,x =  l,
5.17 +  ~ ^ xdydz' Q'-\ r— .e 3 3 {z = yjxy,z = 0.

err f>’ = 4x, y = 0,x = l,
5.18 JJJ(9 +1 &z)dxdydz, Q:\

0 [z = ^Jxy,z = 0.

s . »  e ^ : ^ ; 0° ’, = 2 ’

5.20 fff—  ^ ___, Q . \ x n ^ IA* zl6  = | .
^ (1  + £  + г  + £)* |jr = 0,_v = 0 ,z = 0.

2 4 6
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5.21 j j j x  ' dxdydz, Q :
\z = lO(x + 3y),x + y = ], 

)x = 0,>' = 0 ,z = 0.

r r r  f v  =  jr .  у  =  0 , jc =  1,
5.22 jj^(Sy+l2z)dxtfydz, + ^ _ ft

5.23 §63(1 + 2^)dxdyck, q
Q [ Z  — y]xy,z — 0 .

rrc fy  = x , y - 0,x = l,
5.24 I \(x + y)dxdydz, Q:<

\z = 30x + 6Qy2,z  = Q.

525 fff dxdydz Jx/6  + y/4  + z/16 = l

JJJ(1 + -  + y  + ± f  [x = 0,y  = 0,z  = 0.
6 4 16

5.26 \Qxyzdxdydz, Q:
о

5.27 ^ y 2dxdydz, Q : \

(y = x ,y  = 0,x = 2,

[z  = xy, z = 0.

z = 10(3x + y),x + y  = 1, 

x = 0,y = 0,.z = 0.

5.28

5.30 If f  . e . M  + W 3 + l / 5 - l ,
Г о + £ + г + 1 ) «  V = o , y =o,z=o.

8 3 5 '

172

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



И Д З  - 2  Геометрические и физические приложения двой­
ных и тройных интегралов

1 Найти площади фигур, ограниченных линиями:

1.1 у  = 3/ х,у = 4ех, >’ = 3,у = 4 .

1.2 х = д/зб -  у 1 ,х  -  6 -  л/36 -  у 2 .

1.3 х 2 + у 2 = 72,6у = -л-2 (у < 0).

1.4 х  = 8 - у 2,х  = - 2 у .
3

1.5 у  = —,> = 8е*,д> = 3,>> = 8.
х

,  ,  л/х I
1.6 у  = —  , > = —  ,Х  = 16.

2 2л:

1.7 x  = 5 - j/2,x  = - 4 j .

1.8 х 2 + у 2 = \2,-y[6y - х 2(у < 0 )  .

1.9 > = V l 2 - x 2,y  = 2 V 3 - V l 2 - x 2,x  = 0(x>0).
Л о

1.10 у = —л[х,у — ,х - 9 .
2 2х

1.11 > = V 2 4 - Х 2 , 2 ^  = х 2,х = 0(х > 0).
1.12 >> = s m x , j  = cosx,x = 0 (x>0).

1.13 >’ = 2 0 - х 2,у  = -8 х .

1.14 у = 4 \ $ - х 2,у  = 3л [2-л [\8-х2 .

1.15 у = 3 2 - х 2,}/ = -4 х .

1.16 >’ = 2/x , j  = = 2,у  = 5.

1.17 х 2 + у2 = 36,3^2у = х 2(у > 0).

1.18 у~3у[х ,у  = 3/ х,х = 4.

1.19 j  = 6 --\/36-x2,y = л/36-х2,х  = 0 (х>0).

1.20 у = 2 5 / - х 2, у - х - 5 / 2 .
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1.21 у = 4 x ,y  -=\l х ,х -\ 6 .

1.22 y - 2 l x ,y  = ~lex, y - 2, y - l .

1.23 х = 21 - у 2, х - - 6у .

1.24 -у/72-  у 2,6 х - у 2,у -  0(у > 0).

1.25 у  = л1б-х2,у  = у[б-л/б -х2 .

1.26 у = ~ у [х ,у - ^ - ,х  = 4 .
2. 2х

1.27 у = sinx,y = cosx,x = 0(x<0).

1.28 у  = - , у  = 6ех,у  = 1,у  = 6 .
х

1.29 у  = 3л/х ,у-3/х ,х  = 9.

1.30 у  = \\-х2,у  = -10х.

2 Найти площади фигур, ограниченных линиями:

2.1 у 2 -  2у  + х2 =  0, у 2 -  4> + х2 = 0 , у  = х/у/3 , у  = >/Зх .

2.2 х 2 - 4 х  + _у2 = 0 .x 2 - Б х  + у 2 = 0,_у = 0 ,у  = х/л/з.

2.3 _у2 - 6 у +  х 2 = 0 ,.у2 -8 .у +  х 2 = 0 ,у = х/л/3,у  = 4Ъх.

2.4 х 2 - 2 х  + у 2 = 0 ,х 2 - 8 х  + _у2 = 0, у  =  0, у  = х.

2.5 у 1 -8_у+ х 2 = 0,у 2 -  Юу + х 2 = 0 ,у  = А = ,у  = л/Зх.
V 3

2.6 х 2 - 4 х  + > 2 = 0 , х 2 - 8 х  + _у2 = 0, у  = 0,у  = х.

2.7 _у2 - 4 у  + х 2 = 0 ,у 2 - 6 у  + х 2 =  0 ,у  = х , х  = 0.

2.8 х 2 - 2 х  + у 2 = 0 ,х 2 -10 x  + > 2 -  0, у  = 0, у  = 43х.

2.9 у 2 - б у  + х 2 = 0 , у 2 - Ю у  + х 2 = 0 ,у  = х , х  = 0.

2.10 х 2 - 2 х  + > 2 = 0 ,х 2 - 4 х  + у 2 = 0,_у = х/л/3,у  = л/Зх.

2.11 у 2 - 2 у  +  х 2 = 0 , у 2 - 4 у  + х 2 =  0, у  =  л/3х,х =  0 .

2.12 х 2 - 2х + у 2 = 0 , х 2 - 6х + у 2 -  0,_у = x l 4 b ,y  = л/Зх.
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2.13 у 2 - 4 у  +  х 2 = 0, у 2 ~ 6у  +  х 2 = 0 , у  -  л/3х,х  = 0.

2.14 х 2 - 2 х + у 1 = 0 ,х 2 - 8 х  + > 2 = 0 , у  = х / л [3 ,у  = л[3х.

2.15 у 2 - 2 у  + х 2 = 0 ,у 2 - 6 у  + х 2 = 0 ,у  = х/л/з,х = 0.

2.16 х 2 - 2 х + у 2 = 0 ,х 2 - 4 х  + _у2 = 0,у  =  0 ,у  = х / >/3.

2.17у 2 - 2 у  + х 2 = 0,у 2 - lO y  + x 2 - 0 , у  = х / 4 з ,у  = л/3х.

2.18 х 2 - 2 х + у 2 = 0 ,х 2 - 6 х + у 2 = 0 ,у  = 0 ,у  = х/у[з.

2.19у 2 - 2 у  + х 2 = 0 ,у 2 - lO j  + x 2 = 0,у  =  х/л/3 ,у  = у[3х.

2.20 х 2 - 2 x  + j 2 = 0 ,х 2 — 6х + у 2 = 0 ,у  = 0 , j  = x.

2.21 у 2 - 2у  +  х 2 = 0, у 2 - 4 у  +  х 2 = 0 ,у  =  х ,х  =  0 .

2.22 х 2 - 2 х + у 2 = 0 ,х 2 - 4 х  + _у2 = 0,у  = 0 ,у  =  л/Зх.

2.23 у 2 - 6 >  + х 2 = 0 , у 2 - 8 >  + х 2 = 0 ,>  = х ,х  = 0.

2.24 х 2 - 4 х  + _у2 = 0 ,х 2 - 8 х  + у 2 = 0 ,у  = 0 ,у  = \(3х.

2.25 у 2 - 4 у  + х 2 = 0, у 2 - 8у  + x z= 0 ,у  = х ,х  = 0.

2.26 х 2 - 4 х + у 2 = 0 ,х2 - 8 х  + у 2 = 0 ,у = х/л/3,у =  л/Зх.

2.27 _v2 - 4 >  + х 2 - 0 , у 2 - 8 >  + х 2 = 0 , у -  л/3х,х = 0.

2.28 х 2 - 4 х  + у 2 = 0 ,х 2 - б х  + у 2 = 0,>> = х / 4 з ,у  =  л/Зх.

2.29 у 2 - 2 >  + х 2 = 0 ,у 2 -10>> + х 2 = 0,}» = х/л/3,х = 0.

2.30 х 2 - 6 х  + > 2 = 0 ,х 2 -1 0 х  + .у2 = 0 ,у  = х / л [3 ,у  = ^|3x.

3 Найти массу пластинки D , ограниченной кривыми с по­
верхностной плотностью р :

3.1 D : х = 1,у = 0 ,У  =4х (> > 0 ), р = 1х2+ у .

3.2 £>: х2 + у г =1,х2 + > 2 =4, х = 0,у = 0, х > 0 , у > 0 ,  

p = (x + y ) l ( x 2 + у 2) .

3.3 D : х = 1,у = 0 , =  4х(> > 0), р - l x 2/2 + 5 у .
3.4 D  : х2 + у 2 =9,х2 + у2 =16 , х = 0,у = 0 (х > 0 ,у > 0 ),
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р  = (2х + 5у)/{х2 ■¥ у 2) .

3.5 D :  х = 2,у = 0,у2= 2 х ( у > 0 ) ,  р = 7х2/8 + 2у.

3.6 D  : х2 + у 2 =1,х2 + у 2 =16, д: = 0,у = 0,(х>0,>'>0), 

р  = (х+у)/(х2 + у 2).

3.7 D  : х = 2,у = 0,у2 -  х ! 2 ( у > 0 ) ,  р ~ 7 х А /2 + 6у .

3.8 D : х2 + у  2- 4 , х 2 + у 2 = 2 5 ,  х = 0,у = 0 , ( х > 0 , у < 0 ) ,  

р ^ ( 2 х - 3 у ) / ( х 2 + у 2).

3.9 D :  х = \,у = 0, у2 = 4х(у > 0), р  = х + З у .

3.10 D :  х2 + у 2 =1,х2 + у2 = 9 , х =  0 ,у  = 0 ( х > 0 ,у < 0 ) ,  

р = (х -у )/ (х2 + у 2).

3.11 D :  х =  \,у = 0,у2 = x (j/> 0 ), р = 3х + 6у 2.

3.12 D  : х2 + у 2 = 9,х2 + у 2 = 25, х  = 0,у = 0 (х< 0 ,у > 0 ) ,  

р = (2у - х ) / ( х 2 + у 2).

3.13 D  х = 2 ,  у  = 0 , у 2 = х/2 , ( y > G ) ,  р = 2х + 3у2.

3.14 D :  х2 + у 2 =4 ,х2 + у 2 =16, х = 0,у = 0 ( х < 0 ,у > 0 ) ,  

р = (2у-3х)/(х2 + у 2).

3.15 D  : х = 1/2, у  = 0, у 2 =8х(у >0) ,  р = 1х + 3у2.

3.16 D :  х2 + у 2 = 9,х2 + у 2 =16, х  = 0,у = 0 (х< 0 ,у  >0), 

р = (2у-5х)/(х2 + у 2).

3.17 D :  х = \,у = 0,у2 = 4 х , р = 1х2 + 2 у .

3.18 D :  х2 + у 2 =1,х2 + у 2 =16, дг = 0,>’ = 0(х<0,>’>0), 

р--{х + 3у)/(х2 + у 2) .

3.19 D  : х = 2,у2 = 2х,у = 0(у >0) ,  р  = 1 х2 /4 + у /2.

3.20 D :  х2 + у 2 =1,х2 + у 2 = 4 , х = 0,у = 0 (х> 0 ,у > 0 ) ,  

р - ( х  + 2у)/(х2 + у 2).

3.21 D : х = 2, у  = 0, у 2 = 2х(у > 0), р  = 1х2/4 + у .

3.22 D :  х2 + у 2 =1,х2 + у2 = 9 ,  х = 0,у = 0 ( х > 0 , у <0), 

р  = (2х - у ) / ( х 2 + у 2).
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3.23 D : х  = 2,у = 0,.у2 = x/2(.y>0), р = 1хг /2 + Ъу.

3.24 D : x 2 + у 2 = 1, x2 + у 1 = 25, х  = 0,у  = 0(х > О, у  < 0), 

р  = (х -4 у)/ (х2+ у 2).

3.25 D :  х = 1,у  = 0,у2 = 4 х (у> 0 ) ,  р = 6х + 3у2.

3.26 D :  х2 + у 2 = 4 ,х 2 + у 2 = 16, х = 0,у = 0 (х > 0 ,у < 0 ) ,  

р  = {Ъх-у)/ (х2 + у 2) .

3.27 D : х  = 2,у = 0,у2 = х / 2 ,  р  = Ах + 6у 2.

3.28 D :  х2 + у 2 = 4 ,х2 + у 2 = 9, х = 0,у = 0 (х < 0 ,у > 0 ) ,

/7 = (j - 4 x )/(x2 + >>2).

3.29 D :  х = \/2,у = 0,у2 = 2 х (у> 0 ) ,  р = 4х + 9у2.

3.30 D :  х2 + у 2 = 4 ,х 2 + у 2 = 9 ,  х  = 0,у = 0 (х < 0 ,у > 0 ) ,  

р  = - 2х/{х2 +>'2) •

4 Найти массу пластинки D ,  заданной неравенствами, с по­
верхностной плотностью р :

4.1 D :  х2+ у 2/4 < 0 ,  /? = / ■

4.2 D :  1 < х 2/9 + у 2/ 4 < 2 ,  у>0 ,.у<^ -х , р  = у / х .

4.3 D : 1 < х 2/4 + у 2 <25 , х > 0 , у > х / 2 ,  р = х/ у3.

4.4 Z): х2/9 + у2/25<\,  у > 0 ,  р = х2у .

4.5 D : х 2/9 + / / 2 5 < 1 ,  у > 0 ,  р = 7х2.у/18.

4.6 D : 1 < х2/4 + у 2 < 4 ,  у > 0 , у > х / 2 ,  р  = $у/х3.

4.7 Z): х2/9 + у 2 <1, х > 0 ,  р  = 1хуь .

4.8 D :  х 2 / 4 + у 2 < 1, /7 = 4 / .

4.9 D : 1 < х2/4 + у 2/ 9 < 4 ,  х > 0 ,у > З х / 2 ,  р - х / у .

4.10 £>: 1 < х2/16 + у 2/ 4 < 4 ,  х > 0 ,у > х / 2 ,  р - х / у .

4.11 D : х2/4 + у2/9<1, х > 0 ,у > 0 ,  р = х3у-
4.12 £>: х 2 / 4 + у 2 < 1, х > 0 ,у  > 0 ,  /? = 6х3у 3.
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4.13 D :  jc2/9 + / / 4 < 1 ,  p = x2y 2.

4.14 D :  x2/16 + j>2 <1, x> 0 , j> > 0 , p = 5xy\

4.15 D : x2/4 + y2 <1, x > 0 ,y  > 0 ,  p  = 30x*y7.

4.16 D :  \<x2 /9 + y 2 / 4 < 3 , y > 0 , y  < ^ x , p = y/x .

4.17 D :  x2+ y 2/25< 1, y > 0 ,  p  = 7x*y.

4.18 D :  x2 + y 219<\, y >  0, p = 35x4y \

4.19 £>:х2/4 + / / 9 < 1 ,  ,9 = x 2.

4.20 Z): l < x 2+ y 2/16<9, y < 0 ,y < 4 x ,  p = y/x3.

4.21 £>: x2/9 + y2 < 1, x > 0 ,  /> = 1 by® •

4.22 D : l < x 2/4 + y 2/16<5, x > 0 ,y > 2 x ,  p  = x /y .

4.23 £>: 1 < x 2/9 + _y2/4 < 5 , x > 0 , y > 2 x / 3 ,  p = x /y .

4.24 D  : x2 /4 + y 2/ 9<  \, x > 0 ,y > 0 ,  р - х ъу .

4.25 D :  x2/4 + y2 /25 <\, p  = x\

4.26 D : x2 + y 2/16<9, x > 0 ,y > 0 ,  /? = 15x5/ •

4.27 O: l < x 2/4 + ,v2/9<36, x > 0 , y p = 9 x ly 3.

4.28 Z): x 2/100 + y 2< l ,  x > 0 ,y > 0 ,  p = 6xy9 .

4.29 £>: x2/16 + /  <1, x > 0 ,y > 0 ,  p = 105x3/ .

4.30 D : 1 < x2/9 + >>2/16<2, y > 0 , y < ^ x , p = 21y/x5.

5 Найти объем тела, заданного ограничивающими его по­
верхностями:

5.1 х + у  = 4, у  = y[bc,z = 3 y ,z  = 0.

5.2 у  = 16V2x,_y = л/2х,г = 0 ,x  + z  = 2.

5.3 х 2 +  у 2 = 2 ,у  =  V x ,y  = 0 ,z  = 0 ,z  = 15х.

5.4 у  = 54 х ,у  -  5 x /3 ,z  = 0,2 = 5 + 5Vx/3.

5.5 х  + _у = 2,_у = л/х,2  = 1 2 у ,г = 0.
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5.6 х -  2Qy[2y,x =  5^ [2y ,z  =  0 ,z  +  у  -  \/2.

5.7 x =  5^ jy/2 ,x  =  5 y / 6 , z  =  0 ,z  =  —(3 + yfy).
6

5.9 x  + y  = 6 , x  = - J 3 y , z  = 4 x /5 ,z  = 0.

5.10 x  =  1 9 - ^ 2 ~ y , x  =  4 ^ j 2 y , z  =  0, z  +  у  =  2 .

5.11 x 1 +  y 2 ~ - S , x  =  ^ 2 y , x  =  0 ,  z  =  3 0 y / \  l,z  = 0.

5.12 x + y  = 4 ,x  = A/2 y ,z  = 3x /5 ,z  = 0.

5.13 у  =  6 л / 3 х , у  =  ^ [ 3 x , z  - 0 , x  +  z  =  3 .

5.14 у  =  ^ л [ х , у  =  ~ х , г  =  0 ,z  =  ~ ( 3  + Vx).
о 18 16

5.15 x 2 + у 2 = 18,у = л/3х,у =  0 ,z  = 0 ,z  = 5 x / l l .

5.16 x + y  = 6,y  = 4 3 x ,z  = 4y ,z  = 0.

5.17 x = 7yj3y,x  =  2y[3y,z = 0 ,z  + y  = 3.

5.18 x = 5 ^ J y / 3 , x  = 5 у /9 ,z  = 0 ,z  = 5(3 + л [у )/ 9 .

5.19 x 2 + y 2 = l8 ,x  = i/3y ,x  = 0 ,z  = 0 ,z  = l0 y / l l .

5.20 x = 17A/2y ,x  = 2A/2 y ,z  = 0 ,z  + y  = l/2 .

5.21 у  = y j l 5 x ,  у  = л/15х, z = 0, z = V l5 ( l + Vx).

5.22 x 2 + y 2 =  50, у  = 45x , у  = 0, z = 0, z = 3x /11.

5.23 x + y = 8 ,у = л/4x ,z  = 3y ,z  = 0.

5.24 x  =  \ 6 y [ 2 y , x  =  j 2 y , z  +  y  =  2 , z  =  0.

5.25 x = 15-N/y ,x  = 15y,z = 0 ,z  = 15(l + A/y).

5.26 x 2 + y 2 = 50,x = л/5у,х =  0 ,z  = 0 ,z = 6 y / l 1.
, , 13

5.27 x + y  = 2 y ,z  = -----x ,z  = 0.

179

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



5.28 х 2 +  у 2 -  2y , z  = -----х 2, z  =  0.
4

5.29 x 2 + y 2 = 8-ч/2~x,z =  x 2 +  y 2 - 6 4 , z  = 0 , ( z> 0 ) .

5.30 x 2 + y 2 -  2y , z  = 5 / 4 - x 2, z  = 0.
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1 Найти поток векторного поля а через часть плоскости Г ,  
расположенную в первом октанте (нормаль образует острый
угол с осью Oz ):

ИДЗ-З Векторный анализ

1.1 1.2
а = I x i  + {5лу + 2) j  + 4 лгк, а = 9nxi + j  + 3zk,

Р : х + у  / 2 + 4z = 1. Р : х/3 + у  + z  = 1.
1.3 1.4

а = 2m i  + (7y + 2)J + 7лгк, а = (2х + 1)г + у  j  +3лгк ,

Р : . х + у /2 + z /З = 1. Р : х/3 + у  + 2z  = 1.
1.5 1.6

а = I x i  + 9пу / + k, а = / +5уУ +1 1яг£,

Р : х + у/  3 + z = 1. Р : х + у  + z/3 = 1.
1.7 1.8

а = 5яхг +(9у + 1)у + ‘\nzk, а = х/ + ( ; r z - l )& ,

Р : x / 2 - ty / 3  + z / 2 - = 1. Р : 2х + у /2 + z/3  = 1.
1.9 1.10

а =
-  -  Зж г- 

2* - y j + — k, а = 9ях/ +(5у + 1)У + 2лгк ,
2 Р : 3x + y + z/9  = \.

Р : х/3 + у + z / 4 = 1.
1.11 1.12

а = I m i  +2  лу j  + (7z + 2)к, а =■■nyj + (4 z - 2 ) k ,

Р : x + y +  z !  2 = 1. Р : 2х + у/3  + z / 4 = 1.
1.13 1.14

а = (3тг-1)х/ + (9яу + 1 ) j  + 6лг к, а =
71

лх/ н— у j  + {4z — 2)к,

Р
X у z 

: — + — + — = 1. 
2 3 9 Р :

2
х + у / 3  + z/  4 = 1.

1.15 1.16
а = (27Я--1)/ + {34лу + 3 ) j +  207tz к, а = 9яу у +(7z + l)&,

Р : Зх + у /9 + z  = 1. Р : x + y  + z = l.
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1.17 1.18
а = яу j  + (1 -  2 z) к , а = (5у + 3)у +1 \лг к,

Р : x/4  + y/3  + z  = l. Р :  x + y/3 + 4z = \.
1.19 1.20

а = ях/ + 2 / + 2 так, а = 4лх1 +1яу  y' + (2z + !)A,
Р :  х/2  + у/3  + z = 1. Р : 2х + у  / 3 + 2z = 1.

1.21 1.22
a = 3 n x i  + 6 яу у +10 А:, о = n x i- 2y у + &,

Р : 2х + у + z ./ 3 = 1. Р : 2x + y/ 6 + z = l.
1.23 1.24

а = (21 я  -1 ) / + 62яу у + (1 -  2яг) к, a = jtxi + 2лу у + 2к,

Р 8х + у /2  + z/3 =  \. Р :  x/2 + y /4  + z/3  = \.
1.25 1.26

а = 9лх / + 2яу у + 8&, a = l 7tx i + (4 у  + 1)у + 2 ш к ,
Р : 2х + 8_у + z  / 3 = 1. Р : х/3 + 2у + г  = 1.

1.27 1.28
5 = (̂ г — 1)д: г +2 лу у+ (1 -л г)А , а = 6лх1 +3лу j  + 10к,

Р :  х / 4 + у /2  + z /3 = \. Р :  2x + y/2  + z/3  = \.
1.29 1.30

К  -  -  -
a = — x i + лу j  + (4 - 2 z ) k , a - l m i  + 4тсу у + 2 (z +1) А-,

2 Р : х/3 + у/4  + z = 1.
P : x + y/3 + z /4  =  \.

2 Найти поток векторного поля а через замкнутую поверх-
ность Q (нормаль внешняя):

 ̂  ̂ а = (е: + 2х)г + ех j  + еук,

О. : х + у  + z = 1, х -  0, у = 0, z = 0.

2 2 а = (3z2 + х)/ + (е* -  2 y) j  + (2z~xy)k,

f i :  x 2+ y 2 = z 2, z  = 1, z = 4.

182

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



2 3 а = (In у  + 7х)/ + (sin z -  2y ) j  + (еу -  2z)k,

Q : x2 + у 1 + z 2 = 2x + 2y + 2z - 2.

2 a = (cos z  + 3x)i + ( x - 2 y ) j + ( 3 z -  y 2 )k,

Q:  z 2 =36(x2 + y 2), z  = 6.

 ̂g й = (e”z -  x)/' + (xz + 3y)j  + (z + x 2)&,

Q : 2x + у  + z  = 2, x  = 0, y -  0, z  = 0.

5 = (6x -  cos y) /' -  (ex + z ) j  -  (2у  + 3z)£,
2.0

Q : x 2 + y 2 = z 2, z  = l, z = 2. 

a = (4x -  2_y2) / + (Sn z -  4y) j  + (x + 3z 14 )k,

Q :  x2 + y 2 + z 2 = 2x + 3.

8 a = (1 + л/z)/' + ( 4 y - y [ x ) j  +xyk ,

Q : z 2 = 4(x2 + y 2), z = 3.

2 9 a = ( - J z - x ) i  + ( x - y ) j  + (y2 - z ) k ,

Q: 3 x - 2 y  + z  = 6, x = 0. y  = 0. z = 0.

2 jo  5 = №  + x ) z' + (xz + 3У У  + (ХУ2 + z )
C2: x2 + y 2 + z 2 = 2z, x  = 0, y  = 0, z  = 0.

2 j  i  «  = + *)* + (*  -  2 y ) i + (у 2 + 3z)£,
Q: x->> + z  = l, x = 0, y  = 0, z = 0.

a = (л/z - 2 x )/' +(ex + 3 y ) ]  + ^jy + x k ,
Jm « X м

Q: x 2 + y 2 = z 2, z  = 2, z  = 5. 

a = (e2 + x / 4 )/' + (ln x  +j>/4)y'+ z/4£ ,
2.13

Q: x 2 + y 2+ z 2 = 2 x  + 2 _ y -2 z -2 .  

a = (3x -  2z) / + (z -  2 y ) j  + (1 + 2 z)k,
2.14

f i :  z 2 = 4(x2 + y 2), z  = 2.

2 15 5 = ̂  + 2X^ + ̂  ~ +  ^2 z  ~  ̂
Q: x + 2y + z  = 2, x  = 0, y =  0, z  = 0.
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2 16 a = (*  + J>2)*: + (xz + y ) j  + (л[х2+1 + z)k, 

Q: x2 + y 2 = z 2, z =  2, z = 3.

2 J7 «  = ( « ' + 2л:)/ + (xz -  y ) j  + (1 / 4)(e4' -  z)k,

2.18

О I + у  + 2  —2>>+ 3. 

a = (Vz + y)/ + 3xy + (3z + 5x)£, 

Г2: z 2 =8(x2 + y 2), z  = 2.

2 19 5 = ~ xУ + ( *2 ~ W  + “  2z^ ’
Q : 2x + 3 y - z  = 6, x  = 0, y -  0, z = 0.

2 20 5 ^ ^  + z2) ' + ^ 2 + ?>y)j +ХУ * »
Q : x 2 + y 2 + z 2 = 2x.

2 21 5 = ̂ 2>;Z ~ + ^  + 2>^  + + Z^ ’
Q : x - y  + z = l, x  = 0, y  = 0, z = 0.

a = (sin z + 2x)/ + (sin x  -  3y) j  + (sin у  + 2z)k,

Г2: x 2 + y 2 = z 2, z  = 3, z  = 6.
2.22

2 22 a = (cosz + x/4)/ + (e* + y l$ ) j  + ( z /4 - l)£ ,

O: x2 + _y + z = 2z + 3. 

a = (-v/x +1 + x)/ + (2x + _y)y+(sinx + z)&,

2 2 4  д .

■ [2=1.
a = (5x -  6y) i + (1 l x 2 + 2y ) j  + (x2 -  4z)£,

2.25 fx + y  + 2z = 2,

{ x  = 0, > = 0, z = 0. 

a = (y2 + z 2 +  6x)i  + (e2 -  2y  + x) j  + (x + у -  z)k,

2.26 [x2+ / = z 2,
Q:

z = l, z  = 3.
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„ „  a = \ (x  + z ) i + \ (xz + y ) ]  + ( x y - 2)k,
2.27 2 4

Q : x2 + y 2 + z 2 = 4 x - 2 y  + 4 z - 8 .  

a = (3yz -  x)i  + (x2 - y ) j  + (6z - 1)&,

“ *  Q :

5 = (yz -  2x)/ + (sin x + y ) j  + (x — 2z)k,

2-29 l;c + 2 y -3 z  = 6,

|jc = 0, y = 0. z = 0.

2 JO 5 =  ^  + ^  + ̂ ZX ~ + ̂  ~ 2
Q: x2 + y 2+ z 2 =2y.

3 Найти работу силы F  = P(x; у) i  + Q(x; y)j  при перемеще­
нии вдоль линии L  от точки М(х ;у)  к точке N (x;y):

3.1
F  = (х2 -  2у)1 + (у2 -  2х)],

L : отрезок MV,

Af(—4,0), iV(0,2).
3.3

^ = ( * 2 + 2у)/ + (у 2 + 2x ) j ,
L :  отрезок MN,

М(-4,0), N(0,2).

3.5
F  — y l - x j ,

L :  2х2 + у2 = 1 (у > 0),

A/(-jL,<0), N(-^1,0).

F  = ( x - y ) i + ] ,

L :  х2 + у2 =4  (у > 0), 

Л/(2,0), N(-2,0).
3.4

F  = (x + y)/ + 2xj,

Z :  jc2 + y 2 = 4 ( y >0), 

M (2,0), N (-2,0).
3.6

F = ( x  + y)i + ( x - y ) J ,  

L  : у = x2,

M { -  1Д), ^(1,1)-
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3.7
F  = (2xy -  y)J + (x2 +x) ] ,

L  : x2+ y 2 = 9(y > 0),

M ( 3,0), N (-3,0).
3.9

F  = (x + y)i  + ( x - y ) j ,

L : x1 + —  = 1 (х > 0, y >  0),

Л/(1,0), N (0,3).
3.11

F  -=(x2 + y 2)J + (x2 - y 2)],

Jx, при 0 < jc < 1,

[2 -  jc, при 1 < x < 2,

M(2,0), A'(0,0).
3.13

F  = xyi  + 2 у  j ,

L : x 2 + у 2 = 1 (x > 0, у > 0),

M(1,0), N(0,\).
_____ 3.15

F  = ( x + y j x 2 + y 2 )/ + (>> -  xy/x2 + y 2)j ,  

L : x 2+ y 2 =1 (x>0 , y>0),

M(1,0), (—1,0).
_____ 3.17 _____

F  = (x + y^x2 + y2)/ + (y-x^jx2 + y2) j ,

L  : x2 + y 2 =16 (x>0 , j> 0 ) ,

M (4,0), N(0,4).

3.8
F  = x2y i  - y j ,

L : отрезок MV,

m ( - i ,o), m o .

3.10
F  = yz - x y ,

L :  x2 + y 2 = 1 (_y >0), 

Л/(1,0), N (-1,0).

3.12
F  = > 7 - x y ,

L :  x2 + y2 = 2 (_y >0), 

A/(V2,0), N (- j2 ,0 ) .

3.14
F  = (x2 + y 2) { U 2 ] \

L :  x2 + y 2 = R 2 ( y >  0), 

Л/(Л,0), N (-tf,0 ).
3.16

F  = x 4 - y 3] ,

L  : x2 + y 2 = 4,

M(2,0), N(0,2).

3.18
F  = xyi ,

L : у  = sinx,

М (л ,0), N (0,0).
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F  = y 2i - x 2j ,

L : x2 + у 2 = 9 (x > 0,> > 0),
M (3,0), N(0,3).

3.21
F  = x2l ,

L : x1 + y 2 = 9 (x > 0, у  > 0), 

M(3,0), N(0,3).
3.23

F  -  x2y i  — xy2 j ,

L : x2 + y 2 = 4 (x > 0, у > 0), 

M(2,0), N(0,2).
3.25

F  - { y 2 -  y)i  + (2x + y) ] ,

L :  x2 + y 2 =9  ( >>0),

M (3,0), N (-3,0).
3.27

F  = - x i  + y j ,
2

I : x2 + ~  = 1 (x > 0, у  > 0), 

Л/(1,0), N(0,3).
3.29

F  = (x2- y 2) i + ( x 2+ y 2)] ,

L :  x2/4 + у 2/4 = \(y>0),

M ( 0,0), N(1,2).

3.19 3.2»
F  = (x + y)2i - (x  + y)1 j, 
L : отрезок MN, 
M(1,0), N(0,1).

3.22
F  = (x + y)2 J + y2j ,
L  : отрезок M N,

M (2,0), N(0,2).

3.24

F  = (xy -  y2 ) i - x j ,

L :  y = 2x2,
M(0,0), N(1,2).

3.26 
F  = x i  + y ] ,
L : отрезок M N, 

A f(l,0), N(0,3).

3.28
_ x 2 -  

F  = (xy -  x)i ~ y j  ’

L  : у  = 2 л/х,

M(0,0), N(1,2).
3.30 

F  = - y i  + x j ,

L : > = x 3,

M(0,0), N(2,8).
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4 Найти циркуляцию векторного поля а вдоль контура Г  (в 
направлении, соответствующем возрастанию параметра t ):

Г :

Г :

4.1
а = yi —xj + z2/c,

[x  = \/2/2cos/, y = yf2 /2cost, 

[z = sin/.

4.3
a = ( y -  z)i  + (z -  x ) j  + ( z -  y)k, 

x = cos t, у  = sin/,

z = 2(l-cosf)-
4.5

a =  ( y - z ) i  + ( z - x ) J  + { z - y ) k ,  

x = 4cos/, v = 4sin/, 

z = l~cos/.
4.7

a = 2 z i - x j  + yk,

x  = 2cost, > = 2sin/, 

vz  = l .
4.9

a — jc / + z 2j  + у  k,

x = cost, >> = 2 siiU , 

z = 2 c o s/ -2 s in / - l .

4.11
a — - x 2y 3i  +2  j  + xz к,

x = y[2 cost, y = V2sinf, 
z = l.

Г :

Г :

Г :

Г :

4.2
а = - x 2y3i  + j  + zk,  

r  j x  = V4cos/, _y = V4sinf,

' l z  = 3-
4.4

a = x 4  + y j - z k ,

[x = cos/, у = (y[2 sint)/2, 

\z =(V2cos/)/2.
4.6

a = 2yi -3 x j + xk,

x = 2cost, j  = 2sin/,

= 2 -2 c o s/ -2 s in  t.

4.8
a = y i + -x /  + zk , 

fx = cos/, y  = sinr, 

r : |z = 3.

4.10
a = 3yi - 3 xj + xk ,

x = 3cost, _y = 3sin/, 

z = 3 -3 c o sf-3 s in / .

4.12
a = 6z i  - x  j  + xyk,

x = 3cost, y  = 3sin/, 

z = 3.

Г :

Г :
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а =

Г :

а =

Г :

Г :

Г :

а =

Г :

а =

Г :

Г\

4.13
z i  + y 2j - x k ,

{jc = V2cost, y = 2sinf,

Z =  л/2 COS/.

4.15
~T ] 2  ̂ Г 

Xf - ~ z J + y k ,

jx  = (cos0/2, > = (sin r)/3 , 

[z  = cost - ( s in  0/3  -1/4.
4.17

- z i  -  x j  + zxk,

[*  = 5 cos/, у  = 5 sin/,

\z = 4.

4.19
(У ~ z)i  + (z -  x ) j  + ( x -  y)k, 

fjc = 3cos/, _y = 3sin/, 

j z  = 2(1-cos 0-
4.21

xz i  + x j  + z 2k,

Jx = cosf, _y = sin t,

[z = sin t.

4.23
I z i  - x  j  + yzk,

[;t = 6cos/, y  = 6sin/,

|z = l/3.

4.25
(y -  z)i  + (z -  x ) j  + ( x - y)k, 

f;t = 2cosf, y  = 2sin/,

!z  = 3(l-cos0-

4.14
a - x i  + 2z Jj  + yk ,

jc = cos /, > = 3sin/,
Г :

z  = 2cos/-3sin/ - 2 .

4.16
a = 4 y i  - 3 x j + xk,

jt  = 4cost, y  = 4sin/,
Г :

z  = 4 -4 c o s f -4 s in / .

Г :

4.18
a = z i + x j  + y k ,

x  = 2cos/, > = 2sin/, 

z = 0.
4.20

a = 2y i  - z j  + xk,

'x  = cost, y  = sin/, 

z = 4 -c o s/ -s in  /.
4.22

a = -~x2y 3i + 3 j  + y k ,

Г :

Г :
I л: = cos t, y  = smt.

4z = 5.

4.24
a = xyi  + x j  + y 2k, 

x = cos t, y  = sin/,
Г

z  = sm t.

4.26
a = X/ - z 2j  + yk ,

Г :
[x = 2cos/, y = 3sin/, 

z  = 4c o s/ -3 s in / -3 .
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4.27
а = -2 z i  -  х j  + x2k, 

r . [ x  =  (cosO/3, > = (sin/)/3, 
‘ |z = 8.

4.29
a = x i  - 2z 2j  + yk ,  

x = cost, y  = 4sinr.

Г :

Г :

4.28
a = x i  - 3 z 2j  + yk ,  

x = cost, j> = 4sin/, 

z = 2cos/-4s in/ + 3.
4.30

a = - x 2y 3i +4  j  + xk,

x = 2cost, y  = 2smt,

z = 6cos/-4s in/ + l.
Г :

z = 4.

5 Найти дивергенцию векторного поля а :

5.1 а = 

5.3 a = 

5.5 a = 

5.7 а = 

5.9 a = 

5.11 a 

5.13 a 

5.15 a 

5.17 a 

5.19 a 

5.21 a 

5.23 a 

5.25 a 

5.27 a 

5.29 5

(x2 -  y) i  + xj + к .

y z i  + 2  xz j  + xyk .

(.x - y ) i  + xj -  zk  . 

yz i  + 2jcz j  + y 2k . 

y i  + (1 - x ) j  - z к .

= 4x i  + 2j - x y k  .

= -3 z  / + y 2 j  + 2yk .

= 2 y i  + 2 xz j  -  2 yz к . 

= xz i  - j  + y k .

= 4x i  - y z j  + xk .

= y i  +3д: j  + z 2k .

=  (2 -  xy)i - y z j - x z k  

= y i - x j  + 2z k .

= y i  - 2x j  + z 2к .

= (x + y) i  -  x j  + 6k .

5.2 a = 

5.4 a = 

5.6 a = 

5.8 5 a 

5.10 a 

5.12 a 

5.14 a 

5.16 a 

5.18 a 

5.20 a 

5.22 a 

5.24 a 

5.26 a 

5.28 a 

5.30 a

zxi - j  + y k .

xi + yzj -  xk . 

yi -  xj + z 2k .

= xyi  +yz  j  +xz  к .

= y i  - x  j  + z 2к .

= 2y i  - Ъ х  j  + z 2к .

= 2y i  + 5x j  + 3zk  . 

= ( x -  y)i  + x j  + z 2k 

= 2yz i + x z j  -  х2к . 

= - y i  + 2j  + k .

= 2yz i +xz j  + y 2k . 

= - y i  + x j  + 3z 2k . 

= x2i + y z j  + 2zk  .

= 3z / -  2y j  + 2y к . 

= 4i  + 3x j  + 3xzk .
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