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При изучении конечных факторизуемых групп для описания строения группы  накладываются ограничения на строе-
ние сомножителей. Это мотивируется стремлением описать строение группы, сводя его к строению сомножителей ли-
бо получению некоторой информации о строении группы в зависимости от строения сомножителей. Классическими 
примерами являются теорема Ито о двуступенной разрешимости конечной группы, факторизуемой абелевыми под-
группами, и теорема Кегеля-Виландта о разрешимости конечной группы, представимой в виде произведения двух 
нильпотентных подгрупп. Отметим также гипотезу С.А. Чунихина о непрототе конечной группы, факторизуемой под-
группами с нетривиальными центрами, справедливость которой установил Л.С. Казарин. 
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In the study of factorizable groups the authors consider some natural restrictions on the factors. Ito Theorem about two-step 
solubility of a finite group which is factorized by abelian subgroups, and Kegel-Wielandt Theorem about solubility of a finite 
group which is a product of two nilpotent subgroups are the classical examples in this trend. We should also note that L.S. Ka-
zarin have obtained validity of the hypothesis of S.A. Chunikhin about non-simplicity of a finite group which is factorized by 
subgroups with nontrivial center. 
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Введение и обозначения 
В работе [1] Л.С. Казарин описал простые 

неабелевы композиционные факторы конечной 
группы, представимой в виде произведения двух 
своих разрешимых подгрупп. Позже он показал, 
что конечная группа, факторизуемая двумя раз-
решимыми подгруппами нечетных индексов, 
является разрешимой. Естественно рассмотреть 
вопрос о строении конечной группы, являющей-
ся произведением двух разрешимых подгрупп с 
заданными ограничениями на их индексы. 

В настоящей работе показано, что конечная 
группа, факторизуемая двумя разрешимыми под-
группами, индексы которых взаимно просты, с 
r∈π(G) такого, что r > 3, не является простой 
неабелевой группой. 

Для удобства читателя приведем основные 
обозначения и определения. Остальные обозна-
чения можно найти, например, в [2], |G| – поря-
док конечной группы G; π(n) – множество всех 
простых делителей натурального числа n; π(G) = 
= π(|G|); (a,b) – наибольший общий делитель на-
туральных чисел a и b; Sn – симметрическая 
группа перестановок на n символах; An – знако-
переменная группа перестановок на n символах. 
 

1 Предварительные результаты  
Лемма 1.1. [1]. Пусть G = AB – конечная 

группа, где A и B – разрешимые подгруппы груп-
пы G. Тогда простые неабелевы композиционные 
факторы группы G принадлежат следующему 

списку: PSL2(q), q > 3; PSL3(q), q < 9; PSL4(2), 
M11, PSp4(3), PSU3(8). 

Лемма 1.2. [3]. Пусть в группе PSL2(pn)  N – 
нормализатор силовской p-подгруппы, D – диэд-
ральная группа порядка 2(2n+1) при p = 2 и pn+1 
при p > 2, Z – циклическая подгруппа индекса 2 в 
D, S4 и *

4S  – несопряженные в PSL2(pn) симмет-
рические группы степени 4, A4 и *

4A  (A5 и *
5A ) – 

несопряженные в PSL2(pn) знакопеременные 
группы степени 4 (соответственно 5). Группа 
PSL2(pn) допускает только следующие фактори-
зации, с точностью до сопряженных подгрупп:  

A. PSL2(2n) = ND = NZ, n ≥ 2.  
В. Пусть p > 2. PSL2(pn) = ND тогда и 

только тогда, когда (pn – 1)/2 – нечетное число.  
С. При 61np ≥  и p > 2 группа PSL2(pn) не име-

ет никаких факторизаций, кроме указанной в В.  
D. Пусть p > 2 и 59np ≤ . Тогда  
(1) PSL2(7)=ND=NS4= N *

4S =G7S4= *
7 4G S ; 

(2) PSL2(9)=NA5= *
5NA =S4A5= * *

4 5S A = *
5 5A A = 

= *
4 5A A  = *

4 5A A ;  
(3) PSL2(11) = ND = NA4 = NA5 = *

5NA  = 
=G11A5 = *

11 5G A ;  
(4) PSL2(19) = ND = NA5 = *

5NA ;  
(5) PSL2(29) = NA5 = *

5NA  = KA5 = *
5KA , где 

K N≤  и |K| = 7·29; 
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(6) PSL2(59) = ND = NA5 = *
5NA ;  

(7) PSL2(pn) = ND, где pn = 23, 27, 31, 43, 47. 
 

2 Доказательство основного результата 
Теорема 2.1. Пусть G = AB – конечная групп-

па, где A и В – разрешимые подгруппы группы G, 
r∈  π(G)\{2,3}. Если (|G:A|, r)=1=(|G:B|, r)=1, тогда 
G не является простой неабелевой группой.  
 Доказательство. Предположим, что G яв-
ляется простой неабелевой группой. По лемме 
1.1 необходимо рассмотреть следующие случаи.  
 1. 11.G M≅  Порядок группы M11 равен 
24·32·5·11. Пусть |A| делится на 11. Тогда из [2] 
следует, что A = 11: 5. Так как в группе M11 нет 
подгрупп индекса 5 [2], то r = 5 и |G:B| = 11. Из 
[2] следует, что только подгруппа M10 ≅ A6˙2 
имеет индекс 11 в группе M11. Однако данная 
подгруппа неразрешима и M11 не допускает нуж-
ной факторизации. 
 2. 4 (3).G PSp≅  Порядок группы PSp4(3) 
равен 26·34·5. Следовательно, r = 5. Из [2] следу-
ет, что максимальными подгруппами в PSp4(3), 
индекс которых не делится на 5, являются 24 :A5 
и S6. Поэтому A и B содержатся в этих подгруп-
пах. Порядок силовской 3-подгруппы в PSp4(3) 
равен 34. Поэтому, если G = AB, то A и B содер-
жатся в S6 и G=A1B1, где A1, B1 изоморфны S6. 
Так как в группе PSp4(3) имеется один класс со-
пряженных подгрупп, изоморфных S6, то по-
следней факторизации не существует. Следова-
тельно, группа PSp4(3) не допускает нужной фак-
торизации. 
 3. 3 (8).G PSU≅  Порядок группы PSU3(8) 
равен 29·34·7·19. Пусть |A| делится на  19. Из [2] 
следует, что в этом случае 19 : 3A ≤ . Из условия 
теоремы заключаем, что r = 19. Тогда 19 : 3B ≤  
и, очевидно, что .G AB≠  
 4. 4 (2).G PSL≅  Порядок группы PSL4(2) 
равен 26·32·5·7. Пусть |A| делится на 7. Тогда из 
[2] следует, что 32 : 7 : 3A ≤  – максимальная раз-
решимая подгруппа, порядок которой делится на 
7. Из условия теоремы заключаем, что r = 7 и 

32 : 7 : 3.B ≤  Очевидно, что .G AB≠   
 5. 3 (2).G PSL≅  Порядок группы PSL3(2) 
равен 23·3·7, поэтому r = 7. Группа PSL3(2) со-
держит максимальную разрешимую подгруппу, 
порядок которой делится на 7, изоморфную 7 : 3. 
Следовательно, 7 : 3A ≤  и 7 : 3.B ≤  Тогда .G AB≠  
 6. 3 (3).G PSL≅  Порядок группы PSL3(3) 
равен 24·33·13, поэтому r = 13. Из [2] следует, что 
в этом случае 13 : 3A ≤  и 13 : 3.B ≤  Поэтому 

.G AB≠   
 7. 3 (4).G PSL≅  Порядок группы PSL3(4) 
равен 26·32·5·7. Пусть |A| делится на 7. Из [2] 
следует, что 7 : 3A ≤  и r = 7. Тогда 7 : 3B ≤  и 
очевидно, что .G AB≠   

 8. 3 (5).G PSL≅  Порядок группы PSL3(5) 
равен 25·3·53·31. Пусть |A| делится на 31. Из [2] 
следует, что 31: 3A ≤  и r = 31. Тогда 31: 3B ≤  и 

.G AB≠  
 9. 3 (7).G PSL≅  Порядок группы PSL3(7) 
равен 23·32·73·19. Пусть |A| делится на 19. Из [2] 
следует, что 19 : 3A ≤  и r = 19. Тогда 19 : 3B ≤  и 

.G AB≠   
 10. 3 (8).G PSL≅  Порядок группы PSL3(8) 
равен 29·32·72·73. Пусть |A| делится на 73. Из [2] 
следует, что 73 : 3A ≤  и r = 73. Тогда 73 : 3B ≤  и 

.G AB≠   
 11. 2 ( ),G PSL q≅  q = pn > 3. Обозначим ε = 
=(2, q–1)-1. Группа G содержит подгруппу Фро-
бениуса P = U : H, где U – некоторая силовская 
p-подгруппа группы G, H – циклическая группа 
прядка ε-1(q–1); диэдральную подгруппу D по-
рядка 2ε-1(q+1)  и циклическую подгруппу Z по-
рядка ε-1(q+1). Из леммы 1.2 следует, что если 
группа G допускает факторизацию, то, так как 
оба сомножителя разрешимые группы,  выполня-
ется только один из следующих случаев: G=PD; 
G=PZ; G=PSL2(7)=PS4=US4; G=PSL2(11)=PA4. 
Поскольку (q–1, q+1)∈{1,2}, то факторизации 
G =PD и G=PZ не удовлетворяют условию тео-
ремы. Группа PSL2(7) исключается в силу изо-
морфизма 2 3(7) (2)PSL PSL≅ . Данный случай 
был рассмотрен в п. 5. В факторизации 
G= PSL2(11)= PA4 пересечение 4 1,P A∩ =  и дан-
ная группа не удовлетворяет условию теоремы. 
Теорема полностью доказана.  
 Замечание 2.2. Пусть L = AB – конечная 
простая неабелева группа, где A и B – разреши-
мые подгруппы группы L, r∉π(L) и .rU Z≅  Рас-
смотрим группу G U L= × =(UA)(UB)=A1B1. То-
гда (|G : A1|, r) = (|G : B1|, r) = 1 и L – композици-
онный фактор группы G. Этот пример показы-
вает, что практически любая группа из списка 
работы [1] может быть композиционным фак-
тором конечной группы, удовлетворяющей усло-
вию теоремы, и их нахождение не представляет 
интереса. 
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