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В данной статье рассматривается сходимость рядов Фурье функций многомерного р-адического аргумента. Даны оп-
ределения многомерной функции Малера и частичных сумм ряда Фурье функций многомерного р-адического аргу-
мента. Для получения основного результата был доказан ряд вспомогательных теорем: вычислена норма m -ой произ-
водной одномерной и многомерной функций Малера, получен критерий принадлежности функции пространству m  
раз непрерывно-дифференцируемых функций ( )m n

pC Z  в терминах коэффициентов Малера. Доказана лемма о пред-

ставлении коэффициентов и частичных сумм кратного ряда Фурье через коэффициенты и частичные суммы одномер-
ного ряда. На основании данных результатов доказана теорема о том, что если ( )m n

pf C∈ ,Z  тогда ряд Фурье функции 

сходится равномерно, если m n≥ .  Приведен пример функции 1( )n n
pf C −∈ Z  с расходящимся рядом Фурье. 

 
Ключевые слова: функция р-адического векторного аргумента, ряд Фурье, коэффициенты Фурье, функция Малера. 
 
This article discusses the convergence of the Fourier series for functions of the multidimensional p-adic argument. For this pur-
pose we define the multidimensional Mahler function and partial sums of Fourier series for the functions of multidimensional 
p-adic argument. We calculate the norm of the m -th derivatives of multidimensional Mahler functions and prove the criterion 
of m  times continuously differentiability in terms of Mahler coefficients. We represent coefficients and partial sums of multi-
dimensional Fourier series in terms of coefficients and partial sums of one-dimensional Fourier series. The main result states 
that for positive integers m n≥  the Fourier series for function ( )m n

pC Z  converges uniformly. An example of 1( )n n
pf C −∈ Z  

with divergent Fourier series is given. 
 
Keywords: function of multidimensional p-adic argument, Fourier series, Fourier coefficients, Mahler function. 

 
 

Введение 
Исследование связи между гладкостью 

функции и убыванием ее образа Фурье имеет 
давнюю историю. Результаты такого рода имеют 
обобщающее название теорем типа Пэли-Винера. 
В частности, в анализе известен результат о том, 
что если функция k  раз непрерывно-дифферен-
цируема на n -мерном торе, то ряд Фурье функ-
ции для 2k n> /  сходится равномерно [1, с. 279].  

Данная работа посвящена изучению вариан-
та этой теоремы в случае функций многомерного 
p -адического аргумента, принимающих p -ади-
ческие значения. Основным результатом, пред-
ставленным в данной статье, является доказа-
тельство теоремы о сходимости кратных рядов 
Фурье. Получена зависимость между гладкостью 
функции, размерностью ее аргумента и сходимо-
стью частичных сумм ряда Фурье.  

 
1 Базис Малера пространства непрерывных 

функций векторного p-адического аргумента 
Пусть 1 2( ) n

n px x x x= , ,..., ∈ .Z  Рассмотрим 

функции n
p pf : →Z Q  такие, что ( )m n

pf ∈ .C Z   

Определение 1.1. n -Мерным замкнутым 
шаром с центром в точке n

px∈Z  и радиусом 

1 2( )nδ δ δ δ= , ,...,  будем называть множество  

 [ ] { 1 }.n
p i i p iB x y x y i nδ δ= ∈ :| − | < , ∀ = ,Z  (1.1) 

Определение 1.2. Функция f  на n
pZ  назы-

вается локально-постоянной функцией, если для 
любого n

px∈Z  существует шар [ ]B xδ  такой, что 

[ ]
.

B x
f Const

δ
| ≡   

Определение 1.3. n -Мерной функцией Ма-
лера, определенной на n

pZ  со значениями в p ,Q  
будем называть функцию  

 
1

,
n

i

i in

xx
kk

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎝ ⎠

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏         (1.2) 

где 1( )nk k k= ,..., ,  0ik ≥  для любого 0i n= , .   
Покажем, что n -мерные функции Малера 

образуют ортонормированный базис пространства 
( )n

pC .Z  Под пространством ( )n
pC Z  будем пони-

мать пространство непрерывных на n
pZ  функций. 
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На данном пространстве можно задать норму 
следующей формулой  

max ( ) pnx p

f f x
∈

= | | .
Z

 

Теорема 1.1. Пусть ( )n
p pf C∈ → .Z Q  Для 

любого 0ε >  существует локально-постоянная 
функция n

p pg : →Z Q  такая, что 

( ) ( ) pf x g x ε| − | <  для любого n
px∈ .Z   

Доказательство. Рассмотрим произволь-
ную функцию  

( )n
p pf C∈ → .Z Q  

Определим на n
pZ  отношение эквивалентности 

" "∼  следующим образом: x y,∼  если 
( ) ( ) pf x f y ε| − | < .  Данное отношение эквива-

лентности разбивает множество n
pZ  на классы 

эквивалентности iU ,  i I∈ .  Для любого i I∈  
зафиксируем i ia U∈  и определим функцию 

n
p pg : →Z Q  так, что ( ) ( )ig x f a=  для любого 

ix U∈ .  Получаем, что функция ( )g x  является 
локально-постоянной и для любого n

px∈Z  имеет 
место неравенство ( ) ( ) pf x g x ε| − | < .  

Теорема 1.2.  Пусть ( )n
p pf C∈ → .Z Q  Для 

любого 0ε >  существует полиномиальная функ-
ция n

p pP : →Z Q  такая, что ( ) ( ) pf x P x ε| − | <  

для любого n
px∈ .Z   

Доказательство. Из теоремы 1.1 вытекает, 
что достаточно показать существование полино-
миальной функции, удовлетворяющей условиям 
теоремы, для любой локально-постоянной функ-
ции f .  Так как множество n

pZ  компактно, суще-
ствует 1 2( )nδ δ δ δ= , ,..., ,  где (0 1)iδ ∈ ,  для любо-

го 1i n= , ,  такое, что f const≡  на каждом из 
шаров радиуса δ .  Очевидно, что const  на каж-
дом шаре своя и количество шаров конечно. По-
этому такая локально-постоянная функция явля-
ется конечной комбинацией характеристических 
функций шаров радиуса δ .  Без ограничения 
общности будем считать, что f  характеристиче-
ская функция шара радиуса δ  и ( ) 1f x = .  Не-
сложно видеть, что 

1 21 2
[ ] [ ] [ ] [ ]nn

B x B x B x B xδ δ δ δ= × ×...× .  

Следовательно, характеристическая функция 
n -мерного шара есть произведение характери-
стических функций одномерных шаров, то есть  

1

( ) ( )
i

n

B B i
i

f x f x
δ δ

=

= .∏  

По теореме Капланского [2, с. 127], харак-
теристическая функция одномерного шара при-
ближается полиномом вида  

1

( ) 1
jns

m

j j

xP x
c=

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= − ,⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∏  

то есть для любого 1i n= ,  существует такой по-
лином ( )i i p pP x : → ,Z Q  что для любого px∈Z  

( ) ( )
iB i i i pf x P x
δ

ε| − | < .   

Пусть 2n = ,  тогда 1 1 2 2( ) ( ) ( )f x f x f x= ,  

1 1 2 2( ) ( ) ( )P x P x P x= .  Для любого 2
px∈Z  и 1 2i = ,  

имеют место неравенства  
( ) ( )i i i i pf x P x ε| − | < .  

Оценим разность  

1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 1 1 2 2 2

2 2 1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ( )) ( )( ( ))

( ) ( )

p

p

x x p

p p

f x P x

f x f x P x P x

f x f P x P x f P x

f x P x Cε ε ε

| − | =

=| − | =

=| − − − | ≤

≤| | + | | ≤ .

 

Аналогично для произвольного n  можно пока-
зать, что  

1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
p

n n n n p

f x P x

f x f x P x P x C ε

| − | =

′=| ... − ... | ≤ .
 

Из предыдущих рассуждений следует, что 
для характеристической функции 

1
( ) ( )

i

n
B B ii

f x f x
δ δ=

=∏  

существует полином  

1
( ) ( )n

i ii
P x P x

=
=∏  

такой, что ( ) ( )B pf x P x
δ

ε ′| − | <  для любого n
px∈ .Z   

Пусть ( )E, ⋅  – банахово пространство над 

полем pQ  с нормой ⋅ ,  которая удовлетворяет 
сильному неравенству треугольника, и x y E, ∈ .  
Говорят, что x  ортогонально y  ( )x y⊥ ,  если 

x x yλ≤ − ,  для любого pλ ∈ .Q   
Теорема 1.3 [3, с. 56]. Пусть 

1 2 nx x x E, , ..., , ...∈ .  
(1) Набор 1 2{ }nx x x, , ..., , ...  ортогонален то-

гда и только тогда, когда векторы 1 2 nx x x, , ...,  
ортогональны между собой для любого n.   

(2) Набор 1 2{ }nx x x, , ...,  ортогонален тогда 
и только тогда, когда для любого набора p -ади-
чиских чисел 1 2 nλ λ λ, ,...,  верно равенство  

11
max

n

j j j p jj nj
x xλ λ

≤ ≤
=

= | | .∑  

(3) Набор 1 2{ }nx x x, , ...,  ортогонален тогда и 
только тогда, когда для любого набора p -ади-
ческих чисел 1 2 nλ λ λ, ,...,  верны неравенства  

 1 2 1
n

j j m p m
j m

x x m nλ λ
=

≥| | , = , ,.., − .∑  
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Теорема 1.4. n -Мерные функции Малера  

1( ) 0 1 2 1n
p n i

n

x
x k k k k i n

k
⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪: ∈ , = ,..., , = , , ...∀ = ,⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

Z  

образуют ортонормированный базис пространст-
ва ( )n

p pC → ,Z Q  т. е. любая функция 

( )n
p pf C∈ →Z Q  может быть представлена в 

виде сходящегося ряда  

( ) k
n

x
f x f

k
⎛ ⎞

= .⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

Доказательство. Из определения n -мер-

ной функции Малера 
n

x
k
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 следует, что она яв-

ляется полиномиальной функцией от n  пере-
менных 1 nx x, ...,  степени 1 nk k+ ... + .  Очевидно, 
что любая полиномиальная функция из n

pZ  в pQ  
представима в виде конечной линейной комби-
нации n -мерных функций Малера. Тогда из тео-
ремы 1.2 вытекает, что линейная оболочка n -мер-
ных функций Малера плотна в ( )n

p pC → .Z Q   

В пространстве непрерывных на n
pZ  функ-

ций зададим норму по формуле 
max ( ) pnx p

f f x
∈

= | | .
Z

 

Несложно видеть, что  

1 1

max max 1
n n
p p

n n
i i

x xi ii in p p

x xx
k kk

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∈ ∈⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= = ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏

Z Z
 

и равенство достигается при x k= ,  где 

1( )nk k k= ,..., .  Тогда 1
n

x
k
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 для любого 

1( )nk k k= ,..., ,  0ik ≥ ,  1i n= , .   
Для доказательства ортогональности рас-

смотрим множество векторов 

1{ ( ) 0 1 }n ik k k k i n= ,..., : ≥ , = , .  
Очевидно, что рассматриваемое множество счет-
но. Упорядочим введенное множество при по-
мощи лексикографического порядка. Получаем 
упорядоченную последовательность векторов 

0 1 nk k k, , ..., ,....  Тогда если 0l m, ≥  и l m< ,  то 
существует такое i,  0 i n≤ ≤ ,  что l m

i ik k< .  Отме-
тим, что для любых l m,  таких, что ,l m<  верно  

1

0
ll n
i

mm
i in

kk
kk

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = ,∏  

так как 0
l
i

m
i

k
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ,  если l m
i ik k<  [2].  

Зафиксируем 0r ≥  и возьмем произвольные 
числа 0 1 r pk k k

a a a, ,..., ∈ .Q  Тогда для любого m  

такого, что 0 ,m r≤ ≤  верно  

1 1m m r

j

m m rk k k
n n n

mr

k j
j m n p

x x x
a a a

k k k

k
a

k

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

+⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎝ ⎠

+ + ... + ≥

≥ =∑

 
1

j m

mnr
i

pk kj
j m i i p

k
a a

k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = ⎝ ⎠

= =| | .∑ ∏  

Что по пункту 3 теоремы 1.3 означает ортого-
нальность семейства функций  

0 1 r
n n n

x x x
k k k

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

, , ..., .  

Так как r  выбрано произвольно, то множество 
n -мерных функций Малера ортогонально.  
 

2 Критерий пространства m раз непре-
рывно-дифференцируемых функций p-адичес-
кого векторного аргумента 

Определение 2.1. Пусть m∈ .N  Определим 
множество  

1{( ) если тогда }.m m
p m p i jx x i j x x∇ = ,..., ∈ : ≠ , ≠Z Z  

Для функции p pf : →Z Q  индуктивно опреде-

лим функцию 1m
m p pf +Φ :∇ →Z Q  так, что 

0 f fΦ := ,  а  

1 1

1 1 1 1 1 1 1

1

( )
( ) ( )

m m m

m m m m m m

m m

f x x x
f x x x f x x x

x x

+

− − − − +

+

Φ ,..., , =
Φ ,..., , −Φ ,..., ,

= .
−

 

Функция ( )m
p pf C∈ → ,Z Q  если m fΦ  непре-

рывна на 1m
p
+ .Z  В пространстве m  раз непрерыв-

но-дифференцируемых функций ( )m
p pC →Z Q  

можно определить норму по формуле 
{ }

0
max im i m

f f
= ,

= Φ ,  

где 
1

max ( )
i
p

i i p
x Z

f f x
+∈

Φ = | Φ | .   

Теорема 2.1. Пусть p pf : →Z Q  и 

( )
x

f x
k
⎛ ⎞

= ,⎜ ⎟
⎝ ⎠

 где 0k ≥ .  Тогда  

a)      
1 1 2

1

1 1 ( 2)
1 1

1 ( 1)

1 1max max

1max ... .

m m

m m

m

j k j j m
p m p

j j m
m p

f

j j

j

− −

−

= , = , − −
−

= , − −

Φ =

⎧⎧ ⎧⎪ ⎪ ⎪= ... ×⎨ ⎨ ⎨
| | | |⎪ ⎪⎪⎩ ⎩⎩

⎫⎫⎫⎪ ⎪⎪× ⎬ ⎬⎬
| | ⎪ ⎪⎪⎭ ⎭⎭

  (2.1) 

b)                     
1

1maxm mj k
p

f
j= ,

Φ ,
| |

   (2.2) 

то есть 1
1(max )m

p
m j k j

f O
= , | |

Φ =  и 
1

1max ( )m
p

mj k j
O f

= , | |
= Φ  при k →+∞.  
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Доказательство. Пусть px y, ∈ .Z  Тогда для 
любого n∈N  верна следующая формула [2, c. 138] 

 
0

n

j

x y x y
n j n j=

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= .⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑   (2.3) 

Тогда с учетом предыдущего равенства преобра-
зуем функцию 1 ( )f x y xΦ + ,   

1

1

0

1( )

1 k

j

x y x
f x y x

k ky

x y
j k jy

−

=

⎛ + ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Φ + , = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞

= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
∑

 

1

0

1

0

11
1

11 .
1

k

j

k

j

x yy
j k jy k j

x y
j k jk j

−

=

−

=

⎛ − ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −− ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ − ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −− ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∑

∑
 

С учетом ортогональности двумерных 
функций Малера (теорема 1.4) получаем, что  

1
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Очевидно, что пункт )b  теоремы выполня-
ется для 1 fΦ .   

Покажем, что в общем случае 1 1( )m mf x x−Φ ,...,  
имеет следующий вид  

1 1( )m mf x x−Φ ,..., =    (2.4) 
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Очивидно, что 1 1 2( )f x xΦ ,  удовлетворяет приве-
денной выше формуле. Формула 2.4 верна для 

1k =  и пусть она верна для 1k m= − .  Покажем, 
что она верна для :k m=  
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Следовательно, формула (2.4) верна и для k m= .  
С учетом ортогональности n -мерных функций 
Малера получаем, что  
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С учетом замен, введенных в формуле 2.4, 
получаем доказательство пункта )a .   

В общем случае для любого i s, ∈N  суще-
ствует константа i sC ,  такая, что  
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С учетом предыдущих неравенств получаем  
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Предыдущие неравенства доказывают пункт )b  
для произвольного m fΦ .   

Определение 2.2. Пусть n
pX ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= C  – про-

странство, линейно сопряженное к n
p ,C  m∈ .N  

Будем говорить, что n
p pf : →Z C  является m  раз 

непрерывно-дифференцируемой функцией, и пи-
сать ( )m n

p pf C∈ → ,Z C  если существуют непре-
рывные функции  

( 1)n j m
j pf X+ ⊗Φ : → ,Z  0 ,j m≤ ≤  

удовлетворяющие равенствам 0 f fΦ := ,   
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где 1 j m≤ ≤ ,  
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1 1 1 1( )n n
j j j j j j j jx x x x x x x x+ + + +− = − , − ,..., − .  
Замечание 2.1. Отметим, что функция из 

определения 2.2, вообще говоря, не единственна. 
Например, пусть 2

p pf : →Z Q  и (1)( )f x x=  рав-
няется первой координате аргумента. Тогда  
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Таким образом, 1 fΦ  не определена однозначно.  
Для цилиндрических функций n

p pf : →Z Q  и 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )n nf x f x f x f x= ... ,  где ( )i i p pf x : →Z Q  

для любого 1 ,i n= ,  функцию m fΦ  можно по-
строить следующим образом. Из определения 2.2 
получаем, что 
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Откуда следует, что  
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1 1 2 0 2

( ) ( ) ( )
1 1 2 0 1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

i
i i

i i

i i i
i i

i i

f x x f x

f x x f x

′
′

′<

′
′

′>

Φ , = Φ ×

×Φ , × Φ

∏

∏
        (2.5) 

для любого 1 i n≤ ≤ .   
Из определения 2.2 получаем, что для про-

извольного 1m ≥   
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Предположим, что 
1 1 1( ) ( )

mm i i mf x x... +Φ ,...,  для 
фиксированного 1m ≥  имеет вид  
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где 
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Очевидно, что элементы 1 1 2( )f x xΦ ,  удовлетво-
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mm i i m mf x x x
++ ,..., + +Φ ,..., , =  

1 1 1

1 1

1 1

1

1

1 1

( ) ( ) ( )
0 2 1 1 2

( )
0 1

( ) ( )

( )

m m m

m m

m m

m

m

m m

i i i
i m i m m

i i

i
i m

i i

f x f x x

f x

+ + +

+ +

+ +

+

+

+ +

+ + +
<

+
>

= Φ ×Φ , ×

× Φ ×

∏

∏
 

1

1 1

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )

( )

( )

m m m

i m km im

m m m

i m k km i im m
m m

i i i
k i j j m

i i i
k i j j j

i i

f x x x

f x x x
+

+

>

×Φ ,..., , ×

× Φ ,..., , ,∏  

где 1 1
m mm

i ii
k k m+ + = +∑  и третий, чертвый и 

пятый множители не зависят от 2mx + .   
Для 1m mi i+ =  элемент 

1 11 1 1 2( ) ( )
mm i i m mf x x x
++ ,..., + +Φ ,..., , =  

1

1

1 1

1

( )
0 2

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2

( )

( )

m

m

m m

m m m m

i m km im

i
i m

i i

i i i i
k i j j m m

f x

f x x x x

+

+

+ +

+
<

+ + +

= Φ ×

×Φ ,..., , , ×

∏
 

1 1

( ) ( ) ( )( )m m m

i m k km i im m
m m

i i i
k i j j j

i i

f x x x
+

>

× Φ ,..., , ,∏  

где 1 1
m mm
i ii

k k m+ + = +∑  и третий множитель 

не зависит от 2mx + .  При 1m mi i+ >  получаем, что 

1 11 1 1 2( ) ( ) 0
mm i i m mf x x x
++ ,..., + +Φ ,..., , = .  Таким образом, 

представление для 
1 11 1 1 2( ) ( )

mm i i m mf x x x
++ ,..., + +Φ ,..., ,  

удовлетворяет предположению 2.7. Из чего сле-
дует, что для цилиндрической функции получена 
рекурентная формула для выражения элементов 

1m f+Φ  через элементы m fΦ .  В данном случае 
функция m fΦ  определена однозначно, т. к. ее 
элементы представляются в виде произведения 
однозначно определенных функций i jfΦ ,  где 

j p pf : → .Z Q   
Из полученного выражения для матричных 

элементов 
1

( )
mm i if ...Φ  непосредственно вытекает 

следующая теорема.  
Теорема 2.2.  Пусть C ( )m n

pf ∈ Z  и 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )n nf x f x f x f x= ... ,  где 1 ( )i pf C∈ Z  для 

любого 1i n= , .  Тогда  

1 21 2

1 1

max{

0 },
n

m

i i i n

n n

f

f f f

i i i i m

Φ =

= Φ ⋅ Φ ⋅... ⋅ Φ :

,..., ≥ , + ... + =

      (2.8) 

где 0 i if fΦ :=  для любого 1i n= , .   
Замечание 2.2. Т. к. n -мерная функция Ма-

лера является цилиндрической функцией и для 
любой функции ( )n

pf C∈ Z  имеет место пред-

ставление 
11 0

( )
nn

k kk k
n

x
f x f

k
∞

,...,,..., =

⎛ ⎞
= ,⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  то можем 

определить m fΦ  следующим образом  

 
1

1

1 1
0

( )
n

n

m m k k m
k k n

x
f x x f

k

∞

+ ,...,
,..., =

⎛ ⎞
Φ ,..., = Φ ,⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

причем в данном случае m fΦ  определена одно-
значно.  

Теорема 2.3. Пусть имеет место пред-
ставление  

1

1 0

( )
n

n

k k
k k n

x
f x f

k

∞

,...,
,..., =

⎛ ⎞
= ,⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

где 1( )nk k k= ,...,  и 
1

n i
i

in

xx
kk

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= .⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏  Тогда 

( ) ( )m n
pf x C∈ Z  тогда и только тогда, когда 

1
1 1

1lim max 0
n

n M
k k p mk k j k

p

f
j,...,,..., →∞ = ,

| | = ,
| |

 

где 1max{ }M nk k k= ,..., .   
Доказательство. Функция ( ) ( )m n

pf x C∈ Z  
тогда и только тогда, когда 
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{ }
1

max i
i m

f f
= ,

= Φ < +∞,  

то есть i fΦ < +∞  для любого 1i m= , .  Ряд 

11 0
( )

nn
k kk k

n

x
f x f

k
∞

,...,,..., =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  сходится равномерно 

и абсолютно, значит, для любого 1i m= ,  имеет 

место формула 
11 0

( )
nn

i k k ik k
n

x
f x f

k
∞

,...,,..., =

⎛ ⎞
Φ = Φ .⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

А так как i fΦ < +∞,  следовательно, ряд 

11 0 nn
k k ik k

n

x
f

k
∞

,...,,..., =

⎛ ⎞
Φ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  сходится. Из критерия схо-

димости рядов в пространствах с ультраметрикой 
([3], c. 24) вытекает, что 

1
1

lim 0
n

n
k k ik k

n

x
f

k,...,,..., →+∞

⎛ ⎞
Φ = .⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Тогда с учетом теоремы 2.2 получаем  

1
1

1
1 10

lim

max 0.

n
n

n
n n

k k pk k

i n
i ii i i i i

i n

f

x x
k k

,...,,..., →+∞

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪,..., ≥ , +...+ = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

| | ×

× Φ ... Φ =
 

По теореме 2.1 предыдущее равенство экви-
валентно  

1
1

11 1 10 1 1

lim

1 1max max max 0

n
n

nn n n

k k pk k

i ii i i i i j k j k
p p

f

j j

,...,,..., →+∞

,..., ≥ , +...+ = = , = ,

| | ×

⎧ ⎫⎪ ⎪× ⋅... ⋅ = ,⎨ ⎬
| | | |⎪ ⎪⎩ ⎭

 

которое в свою очередь эквивалентно  

1
1 1

1

1lim max 0

где max{ }

n
n M

k k p ik k j k
p

M n

f
j

k k k

,...,,..., →∞ = ,
| | = ,

| |

= ,..., .

 (2.9) 

Приведенные выше рассуждения верны для лю-
бого 1i m= , .  Очевидно, что если для i m=  вы-
полняется равенство 2.9, то оно выполняется и 
для 1 1i m= , − .  Следовательно, ( ) ( )m n

pf x C∈ Z  
тогда и только тогда, когда 

1
1 1

1lim max 0
n

n M
k k p mk k j k

p

f
j,...,,..., →∞ = ,

| | = ,
| |

 

где 1max{ }M nk k k= ,..., .   
 

3 Условие сходимости ряда Фурье функ-
ций p-адического векторного аргумента 

Напомним определение частичных сумм 
ряда Фурье. Обозначим n

pZ  через G.  Очевидным 
является тот факт, что G  – компактная группа. 
Пусть 0H G  – открыто-компактная подгруп-
па, а 0

N n
N pH p H= ⊂ .Z  С учетом двойственности 

Понтрягина имеем точные последовательности  
H G G G H H G/ , GG H H ⊥/ = .  

Фактор-группа компактной группы по открытой 

подгруппе является конечной. Так как 
( )N G NH G H⊥ ≅ / ,  то ( )N GH ⊥  имеет конечное чис-
ло элементов. Тогда определим частичную сум-
му ряда Фурье функции заданной на n

p .Z   
Определение 3.1. Частичной суммой ряда 

Фурье функции 1( ) ( )n
p pf t C: →Z C  будем назы-

вать функцию  
 

( )

( )( ) (( ))
N G

N k p
k H

S f x f k xχ
⊥∈

= , ,∑  (3.1) 

где 
1

( ) n
j jj

k x k x
=

, = ,∑  jk  – представитель класса 

смежности в p p/Q Z  с нулевой целой частью 
[ ] 0j pk = .  Коэффициенты Фурье находятся по 

формуле ( ) (( ))
n
p

k pf V f t k t dtχ= , ,∫Z  где 
n
p

V ∫Z  – 

интеграл Волкенборна [2, с. 106].  
Более детальное обоснование введенного 

определения можно найти в [4].  
Лемма 3.1. Пусть ( )n

pf C∈ Z  и 

1 1( ) ( ) ( )n nf x f x f x= ... .  
Тогда 

1 nk k kf f f= ...  и 1N N N nS f S f S f= ... ,  где 

ik kf f,  – коэффициенты Фурье, а N N iS f S f,  – 
частичные суммы ряда Фурье.  

Доказательство. Из определения 3.1 полу-
чаем, что  

1 1

( ) (( ))

( ) ( )

n
p

n
p

k pZ

n n

i i p i iZ
i i

f V f x k x dx

V f x k x dx

χ

χ
= =

= , =

= =

∫

∏ ∏∫
 

1

( ) ( )
n i n
p

n

i i p i i k kZ
i

V f x k x dx f fχ
=

= = ... ,∏∫  

где 1( )nk k k= ,..., ,  i p pk ∈ / .Q Z   
Далее рассмотрим частичные суммы ряда Фурье  

( )

1 1( )

( ) (( ))

( )

N G

i

N G

N k p
k H

n n

k p i i
i ik H

S f x f k x

f k x

χ

χ

⊥

⊥

∈

= =∈

= , =

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑ ∏ ∏

( )
1

1( )

1

( )

( )

i

N G

i
N N

n

n

k p i i
ik H

n

k p i i
ik p k p

f k x

f k x

χ

χ

⊥ =∈

=| |≤ ,...,| |≤

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= =

∑ ∏

∑ ∏

( )
1

1

1

1

1 1

( )

( ) ( )

i
N N

n

n
N N

n

n

k p i i
ik p k p

k p k p n n
k p k p

f k x

f k x f k x

χ

χ χ
=| |≤ | |≤

| |≤ | |≤

= ... =

= ... =

∑ ∑ ∏

∑ ∑

1 1( ) ( )N N n nS f x S f x= ... .  
Теорема 3.1. Пусть ( )m n

pf C∈ .Z  Тогда ряд 
Фурье функции f  сходится, если m n≥ .   

Доказательство. По теореме 1.4 имеет ме-
сто представление 
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1 0

( )
n

k
k k n

x
f x f

k

+∞

,..., =

⎛ ⎞
= ,⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  где 1( )nk k k= ,..., .  

Обозначим через { }Nx  остаток деления чис-

ла x  на Np ,  то есть 
1

{ }

0

N
N i

i
i

x x p
−

=

= .∑  Пусть 

{ }1
( 1)

1
0

( )
k j N

Nk
p

k N k j
j

x
r x

j
−

−
−

, − +
=

⎛ ⎞
= .⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  Тогда из [5] известно, 

что частичные суммы ряда Фурье одномерной 
функции Малера имеют вид  

{ }

( ) ( )
N

N k N

x x
S x r x

k k ,

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= + ,⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

а также 
2 1

1maxN
k N j k

p

r p
j

−
,

= , +
= .

| |
  

Рассмотрим частичные суммы ряда Фурье 
функции :f  

1 10 0 1

( )
N N

n
i

N k N k N
k k k k i in

xx
S f x f S f S

kk

⎛ ⎞+∞ +∞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟,..., = ,..., = = ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∏  

1
1

{ }{ }
1

1
0 1

( ) ( )
n

N

NN
n

k k N k N n
k k n

xx
f r x r x

kk

⎛ ⎞⎛ ⎞+∞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

, ,⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟,..., = ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + ... + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑

1

{ }{ }
1

0 1N

NN
n

k
k k n

xx
f

kk

⎛ ⎞⎛ ⎞+∞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟,..., = ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ... +∑  

1

{ }

0 {1 } {1 }\

( )
j

N

N
i

k k N j
k k A n i A j n Ai

x
f r x

k

⎛ ⎞+∞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

,⎜ ⎟
⎜ ⎟,..., = ⊂ ,..., ∈ ∈ ,...,⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∏ ∏  

1

{ }{ }
1

0 1N

NN
n

k
k k n

xx
f

kk

⎛ ⎞⎛ ⎞+∞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟,..., = ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ... +∑  

1

{ }

{1 } 0 {1 }\

( )

: ( ) ( )

j

n

N
i

k k N j
A n k k i A j n Ai

N N

x
f r x

k

A x B x

⎛ ⎞+∞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

,⎜ ⎟
⎜ ⎟⊂ ,..., ,..., = ∈ ∈ ,...,⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ =:⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
= + .

∑ ∑ ∏ ∏  

Очевидно, что ( ) ( )NA x f x→  при N →∞  для 
любого n

px∈ .Z  Покажем, что ( ) 0NB x →  при 

N →∞  для любого n
px∈ .Z   

По теореме 2.3 функция ( ) ( )m n
pf x C∈ Z  то-

гда и только тогда, когда  

1
1 1

1lim max 0
n

n M
k k p mk k j k

p

f
j,...,,..., →∞ = ,

| | = ,
| |

 

где 1max{ }M nk k k= ,..., .  И пусть l  – количество 
элементов в множетсве {1 }n \ A,..., ,  0 l n≤ ≤ .  
Рассмотрим  

1

1

{ }

0 {1 }\

0 {1 }\

( )

( )

j
n

j

n

N
i

k k N j
k k i A j n Ai

k k N j
k k j n A

x
f r x

k

f r x

⎛ ⎞+∞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

,⎜ ⎟
⎜ ⎟,..., = ∈ ∈ ,...,⎝ ⎠

+∞

,
,..., = ∈ ,...,

≤

≤ ≤

∑ ∏ ∏

∑ ∏
 

11
2 1 2 10

1 1max max
i inn

lN
k p j k j kk k p p

p f
j j

+∞
−

= , + = , +,..., =

≤ | | ... ≤
| | | |∑  

1
2 10

1max
M

n

lN
k p lj kk k p

p f
j

+∞
−

= , +,..., =

≤ | | ,
| |∑  

где 1max{ }M nk k k= ,..., .   
Так как m n≥ ,  то для любого {0 }l n∈ ,...,  

имеем 1
2 1lim max 0l

M p
k k p j k j

f→∞ = , + | |
| | = .  Это озна-

чает, что ряд 
1

1
2 10

max l
Mn p

k p j kk k j
f+∞

= , +,..., = | |
| |∑  схо-

дится и его значение не зависит от N .  Это озна-
чает, что  

1
2 10

1max 0 при
M

n

lN
k p lj kk k p

p f N
j

+∞
−

= , +,..., =

| | → , → ∞.
| |∑  

Следовательно,  

1

{ }

0 {1 }\

( ) 0

при

j

n

N
i

k k N j
k k i A j n Ai

x
f r x

k

N

⎛ ⎞+∞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

,⎜ ⎟
⎜ ⎟,..., = ∈ ∈ ,...,⎝ ⎠

→ ,

→ ∞.

∑ ∏ ∏  

Сумма ( )NB x  содержит конечное число членов, 
стремящихся к нулю, при N →∞.  Значит, 

( ) 0NB x →  при N →∞  для любого n
px Z∈ .    

Замечание 3.1. Приведем пример функции 
( )m n

pf C∈ ,Z  m n< ,  ряд Фурье которой не схо-
дится. Пусть 1m = ,  2n =  и 

1 2

1 2

0 1 2

( ) k
k k

x x
f x f

k k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟, = ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= .∑  

Коэффициент kf  удовлетворяет следующему 
условию  

1 1 1[( 2 ) 2] [3 2]N N N
k pf p p+ / /| | = = ,  

где 1

1 21 max{ }

1max
|

N

i k k
p

p
j= , ,

=
|

 и 1

1 2
21 max{ }

1max 2 N

i k k
p

p
j= , ,

= .
| |

  

Из условия определения коэффициентов Малера 
следует, что 2( )pf C∈ ,Z  так как 

1 21 max{ }

1lim max 0k pk i k k
p

f
j→∞ = , ,

| | = .
| |

 

Как было показано в предыдущей теореме, NS f  
можно представить в виде  

1 2

2

1 2

{ } { }
1 2

0 1 2

{ }
1

2
0 1

( )

( )

N N

N k
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N

k k N
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x x
S f x f
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x
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞+∞
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1 1 2

1 2 1 2

{ }
2

1 1 2
0 02

( ) ( ) ( )
N

k k N k k N k N
k k k k

x
f r x f r x r x
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Это означает, что ряд  
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расходится, так как не сходится ряд представ-
ляющий частичную сумму ряда Фурье.  
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