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Введение 
Классический результат Фиттинга состоит в 

том, что класс нильпотентных групп N замкнут 
относительно взятия субнормальных подгрупп и 
произведений нормальных подгрупп. Формации 
Фиттинга, т. е. формации F, замкнутые относи-
тельно взятия субнормальных подгрупп и произ-
ведений нормальных F-подгрупп, стали рассмат-
ривать с развитием теории формаций. В 1970 
году Хоукс поставил проблему об описании раз-
решимых наследственных формаций Фиттинга. 
В работе [1] Хоукс дал описание метанильпо-
тентных наследственных формаций Фиттинга. 
Брайс и Косси в 1972 году [2] доказали, что лю-
бая разрешимая наследственная формация Фи-
тинга является насыщенной. В.Н. Семенчуком 
[3], [4] было получено полное описание разре-
шимых наследственных формаций Фиттинга. 
Оказалось, что любую разрешимую наследст-
венную формацию Фиттинга F можно получить 
из формаций всех разрешимых π-групп (для раз-
личных множеств π простых чисел) с помощью 
операций произведения и пересечения формаций. 

Развивая подход Хоукса, Л.А. Шеметков в 
Коуровской тетради [5] поставил следующую 
проблему. 

Проблема 1. Классифицировать наследст-
венные насыщенные формации F с тем свойст-
вом,  что  любая  группа  ,G AB=   где  A  и B  
F-субнормальные F-подгруппы, принадлежит F. 

В настоящее время такие формации назы-
вают сверхрадикальными формациями. 

Полное решение данной проблемы, в классе 
конечных разрешимых групп, было получено 
В.Н. Семенчуком в работе [6]. В частности, ока-
залось, что любая разрешимая наследственная 

сверхрадикальная формация совпадает с форма-
цией вида ( , ) ,i j I π π∈∩

i J
S S  где I  – некоторое под-

множество из N N×  ( N  – множество всех нату-
ральных чисел, i jπ π  – некоторые множества про-
стых чисел). 

В настоящей работе получено описание не-
пустых сверхрадикальных формаций F с услови-
ем, что любая минимальная не F-группа является 
разрешимой. В частности, оказалось, что все та-
кие формации являются композиционными. 

Известно, что формация всех сверхразре-
шимых групп не является формацией Фиттинга, 
но группы, факторизуемые нормальными сверх-
разрешимыми подгруппами, индексы которых 
взаимно  просты, являются сверхразрешимыми. 
В связи с этим проблему Л.А. Шеметкова можно 
сформулировать следующим образом. 

Проблема 2. Описать наследственные на-
сыщенные  формации F, замкнутые относи-
тельно произведения обобщенно субнормальных 
F-подгрупп, индексы которых взаимно просты. 

В настоящей работе в классе конечных раз-
решимых групп получено полное решение про-
блемы 2 для произвольных непустых наследст-
венных формаций. 

 
1 Предварительные сведения 
Все группы в работе конечны. В дальней-

шем нам потребуются следующие определения и 
обозначения. 

Обозначим через π – некоторое множество 
простых чисел, Gπ  – класс всех π-групп. 

Если F – класс групп и G  – группа, то кора-
дикал GF  пересечение всех нормальных под-
групп N  из G  таких, что / .G N ∈ F  
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Формация – класс групп, замкнутый отно-
сительно фактор-групп и подпрямых произведе-
ний. Формация называется насыщенной, если 

/ ( )G Ф G ∈F , то G∈ F . 
Обозначим через π(F) множество всех про-

стых чисел p , для которых в F имеется нееди-
ничная p -группа. 

В теории классов конечных групп естест-
венным обобщением понятия субнормальности 
является понятие F-субнормальности. 

Пусть F – непустая формация. Подгруппу H  
группы G  называют F-субнормальной, если либо 

,H G=  либо существует максимальная цепь 

0 1 1n nG H H H H H−= ⊃ ⊃ ⊃ ⊃ =…  
такая, что 1( )i iH H− ⊆F  для всех 1, 2,...,i n= . 

Несколько другое понятие F-субнормаль-
ности введено Кегелем. Фактически оно объеди-
няет понятие субнормальности и F-субнормаль-
ности. 

Подгруппу H  называют F-субнормальной в 
смысле Кегеля или F-достижимой, если сущест-
вует цепь подгрупп 

0 1 1n nG H H H H H−= ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ =…  
такая, что для любого 1, 2,...,i n=  либо подгруп-
па iH  нормальна в 1,iH −  либо 1( ) .i iH H− ⊆F  

Формация F называется X-сверхрадикаль-
ной, если любая группа G∈X  такая, что 

,G AB=  где ,A B∈F  и F-субнормальны в ,G  
принадлежит F. 

Если X – класс всех групп, то X-сверхради-
кальная формация является сверхрадикальной. 

GS  – произведение всех нормальных S -под-
групп (разрешимых подгрупп) группы .G  

Формация F называется композиционной, 
если из /Ф( )G G ∈S F  следует, что .G∈ F  

В следующих леммах приводятся известные 
свойства обобщенных субнормальных подгрупп, 
которые сыграли важную роль при доказательст-
ве основных результатов. 

Лемма 1.1. Пусть F – непустая наследст-
венная формация. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

1) если H  – подгруппа группы G  и 
,G H⊆F  то H  – F-субнормальная (F-достижи-

мая) подгруппа группы G ; 
2) если H  – F-субнормальная (F-достижи-

мая) подгруппа группы ,G  то H K∩  – F-суб-
нормальная (F-достижимая) подгруппа K  для 
любой подгруппы K  группы ;G  

3) если H  – F-субнормальная (F-достижи-
мая) подгруппа группы K  и K  – F-субнор-
мальная (F-достижимая) подгруппа группы ,G  
то H  – F-субнормальная (F-достижимая) под-
группа группы ;G  

4) если 1H  и 2H  – F-субнормальные (F-дос-
тижимые)  подгруппы группы ,G  то 1 2H H∩  – 
F-субнормальная (F-достижимая) подгруппа 
группы G;  

5) если все композиционные факторы груп-
пы G  принадлежат формации F, то каждая 
субнормальная подгруппа группы G  F-субнор-
мальна в G;  

6) если H  – F-субнормальная (F-достижи-
мая) подгруппа группы ,G  то xH  F-субнор-
мальна (F-достижима) в G  для любых .x G∈  

Лемма 1.2. Пусть F – непустая формация, 
H  и N  – подгруппы группы ,G  причем N  нор-
мальна в G. Тогда: 

1) если H  F-субнормальна (F-достижима) 
в ,G  то HN  F-субнормальна (F-достижима) в 
G  и /HN N  F-субнормальна (F-достижима) в 

/ ;G N  
2) если  ,N H⊆   то  H   F-субнормальна  

(F-достижима) в G  тогда и только тогда, ко-
гда /H N  F-субнормальна (F-достижима) в 

/ .G N  
Лемма 1.3. Пусть F – формация всех сверх-

разрешимых групп и H – подгруппа разрешимой 
группы G. Тогда следующие утверждения экви-
валентны: 

1) H– F-субнормальная подгруппа группы G; 
2) H  обладает максимальной цепью 

0 1 1n nH H H H H G−= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =…  такой, что 

1:i iH H −  – простые числа, для любого 
1, 2, , .i n= …  
Пусть F – некоторый класс групп. Напомним, 

что группа G  называется минимальной не F-груп-
пой, если G  не принадлежит F, а любая её собст-
венная подгруппа принадлежит F. Множество 
всех таких групп мы будем обозначать ( ).M F  

Минимальная не F-группа также называется 
критической группой. 

Важную роль при доказательстве основных 
результатов работы (теорема 2.3, теорема 2.4) 
играет следующая лемма. 

Лемма 1.4. Пусть F– непустая формация, 
G – разрешимая минимальная не F-группа, то-
гда GF – p -группа. 

Пусть =F N – класс всех нильпотентных 
групп. Минимальную ненильпотентную группу 
называют группой Шмидта. 

В следующей лемме приведем основные 
свойства группы Шмидта. 

Лемма 1.5. Пусть G – группа Шмидта. То-
гда справедливы следующие утверждения: 

1) G – разрешимая бипримарная группа; 
2) [ ] ,p qG G G=  где pG G=F  и qG  – цикли-

ческая группа. 

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



В.Н. Семенчук, В.Ф. Велесницкий 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (13), 2012 60 

Приведем в виде леммы основные свойства 
минимальных несверхразрешимых групп. 

Лемма 1.6. Пусть G – минимальная не-
сверхразрешимая группа. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения: 

1) G  разрешима и | ( ) | 3Gπ ≤ |; 
2) G  имеет единственную нееденичную 

нормальную силовскую подгруппу P; 
3) [ ]G P S= , где / ( )S S Ф G∩ – либо примар-

ная циклическая, либо группа Миллера–Морено. 
В леммах 1.7 и 1.8 получены важные свой-

ства S-сверхрадикальных формаций. 
Лемма 1.7. Пусть F – непустая наследст-

венная S-сверхрадикальная формация. Тогда 
( ) .π ⊆FN F  
Лемма 1.8. Пусть F – непустая наследст-

венная S-сверхрадикальная формация. Если груп-
па Шмидта [ ] ,p qH H H=  где | |qH q= |, принад-
лежит F, то формация F содержит любую груп-
пу [ ] ,p qG G G=  где qG  – циклическая группа. 
 

2 Основные результаты 
Теорема 2.1. Пусть F – непустая наслед-

ственная S-сверхрадикальная формация. Тогда 
любая разрешимая минимальная не F-группа – 
либо группа простого порядка, либо группа 
Шмидта. 

Теорема 2.2. Любая непустая наследствен-
ная сверхрадикальная формация F, у которой 

( ) ,M ⊆F S  является композиционной. 
Напомним, что формация F называется 

формацией Шеметкова, если любая минимальная 
не F-группа – либо группа простого порядка, 
либо группа Шмидта. 

В следующей теореме было получено пол-
ное описание непустых наследственных S-сверх-
радикальных формаций, критические группы 
которых разрешимы. 

Теорема 2.3. Пусть F – непустая наслед-
ственная формация. Тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны: 

1) F – S-сверхрадикальная формация и 
( ) ;M ⊆F S  

2) F – формация Шеметкова. 
В случае, когда F – насыщенная наследст-

венная формация, получаем основной результат 
работы [6]. 

В следующей теореме получено решение 
проблемы 2 для произвольных непустых наслед-
ственных формаций. 

Теорема 2.4. Пусть F – непустая наследст-
венная формация, тогда следующие утвержде-
ния эквивалентны: 

1) формация F содержит любую разреши-
мую группу ,G AB=  где A  и B  – F-суб-
нормальные F -подгруппы и индексы : ,G A  

:G B  взаимно просты; 

2) любая разрешимая минимальная не F-группа 
одного из следующих типов: а) G  – группа просто-
го порядка ,q  где ( )q π∉ F ; б) G  – бипримарная 
p -замкнутая группа ( ( )p Gπ∈ ), pG G= F  и 

( ) ( );Gπ π⊆ F  в) G  – p -группа, где ( ).p π∈ F  
Следствие 2.1. Бипримарная группа G  сверх-

разрешима тогда и только тогда, когда любая её 
силовская подгруппа H  обладает максимальной 
цепью 0 1 1n nH H H H H G−= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =…  такой, 
что 1:i iH H −  – простые числа для любого 

1, 2, , .i n= …  
Очевидно, что любая сверхрадикальная 

формация F содержит любую группу ,G AB=  
где ,A  B  F-субнормальны в G  и имеют взаим-
но простые индексы в .G  Следующий пример 
показывает, что обратное утверждение неверно. 

Пример. Пусть F – формация всех сверхраз-
решимых групп, а πG  – формация всех π -групп, 
где { , }p qπ = , p  и q  – различные простые чис-
ла. Рассмотрим формацию π= ∩X F G . Очевид-
но, что любая минимальная не X -группа являет-
ся либо группой простого порядка, либо бипри-
марной минимальной несверхразрешимой груп-
пой. Согласно лемме 1.6 она является p -зам-
кнутой группой. Тогда из теоремы 2.4 следует, что 
формация X  содержит любую группу ,G AB=  где 
A  и B  – X -субнормальные X -подгруппы, ин-
дексы которых взаимно просты. 

С другой стороны формация X  не является 
сверхрадикальной. Это следует из того факта, 
что для любой сверхрадикальной формации H  
любая минимальная не H -группа – либо группа 
Шмидта, либо группа простого порядка. 

Заметим, что теоремы 2.3 и 2.4 справедли-
вы, если в их условиях понятие F-субнормаль-
ности заменить на понятие F-достижимости. 
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