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Для системы, состоящей из функций 2{ }z ze e, ,  изучаются асимптотические свойства диагональных аппроксимаций Па-

де–Эрмита 2
2 2 1{ ( )}j j

n n jz e ξπ , =; .  В частности, для любого комплексного числа z  найдены асимптотики поведения разно-

стей 2 2 ( )jz j j
n ne z e ξπ ,− ;  при 1 2j = ,  и .n →∞  Полученные результаты дополняют исследования Эрмита, Паде, Перрона, 

Д. Браесса и А.И. Аптекарева, относящиеся к изучению сходимости совместных аппроксимаций Паде для системы 
экспонент. 
 
Ключевые слова: совершенная система функций, совместные аппроксимации Паде, аппроксимации Паде-Эрмита, 
асимптотические равенства, интегралы Эрмита. 
 
We study the asymptotic properties of diagonal Pade–Hermite approximants 2

2 2 1{ ( )}j j
n n jz e ξπ , =;  for a system consisting of func-

tions 2{ }z ze e, .  In particular, we determine the asymptotic behavior of the differences 2 2 ( )jz j j
n ne z e ξπ ,− ;  for 1 2j = ,  and 

n →∞  for any complex number z.  The obtained results supplement research of Pade, Perron, Braess and A.I. Aptekarev deal-
ing with the study of the convergence of joint Pade approximants for systems of exponents. 
 
Keywords: perfect system of functions, joint Pade approximant, Pade-Hermite approximants, asymptotic equality, Hermite in-
tegrals. 

 
 

Введение  
Рассмотрим набор  
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голоморфных в нуле функций или формальных 
степенных рядов. Зафиксируем произвольные 
целые неотрицательные числа 1 2 rn m m … m, , , , .  
Обозначим  
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j
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Известно [1], что при 1 2j r= , ,...,  существуют 
такие многочлены ( )mQ z ,  ( )
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j
nP z ,  mde Q m≤ ,g  
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j
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n m m j n jR z Q z f z P z A z …+ +
, = − = + .  (0.2) 
Если 1r = ,  то согласно теореме Паде [2, 

теорема 1.1.1] многочлены ( )mQ z ,  1( )nP z  опреде-
ляются с точностью до однородной константы, а 
их отношение задает единственную рациональ-
ную функцию  
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1
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которую называют аппроксимацией Паде для 
1( )f z .   

При 2r ≥  дроби 
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Q z
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условиями (0.2) определяются, вообще говоря, не 
однозначно. В случае единственности множества 

1{ ( )}j r
n m jzπ , =  его элементы называют совместными 

аппроксимациями Паде для системы функций 
(0.1). Единственность, в частности, имеет место 
для совершенных систем функций (определение 
и примеры совершенных систем функций см. в 
[1], [3]–[7]). Совершенной, в частности, является 
система экспонент  

( ) j z
jf z eλ= ,  1 2j r= , ,..., ,  

где 1{ }r
j jλ =  – различные комплексные числа [1, 

теорема 2.1]. Без формального определения этот 
факт был установлен еще Ш. Эрмитом [8]. 
Именно при доказательстве трансцендентности 
числа e  Эрмит [8], [9] ввел в рассмотрение инте-
гралы  
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которые при некотором простом числе p  дают 
удобное приближение к набору 1{ } :j r

je =   
 

1 2j jj M
e j r

M M
ε

− = , = , ,..., .  

Интегралы Эрмита (0.3) после небольших 
преобразований [1], [10] приводят к решению 
системы (0.2) для набора экспонент 1{ } :j z r

jeλ
=   
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В первых двух интегралах (0.4) интегрирование 
осуществляется по контуру, идущему в +∞  и 
Re 0z > .  При Re 0z ≤  значения ( )mQ z ,  ( )

j

j
nP z  

находятся с помощью аналитического продол-
жения. В интеграле, определяющем ( )j

n mR z, ,  ин-
тегрирование проводится по любой кривой, со-
единяющей точки 0  и jλ .   

Для одной ( 1)r =  экспоненты ze  явный вид 
числителя и знаменателя ( )n m z eξπ , ;  получил Па-
де [11]. Опираясь на полученные представления, 

Паде доказал, что при n
m

γ→ ,  0 γ≤ ≤ +∞  на 

компактах C  дроби ( )n m z eξπ , ;  равномерно схо-

дятся к ze .  О. Перрон [12] обобщил результаты о 
сходимости ( )n m z eξπ , ;  к ze ,  доказав ее при 
n m+ →∞.  Основываясь на результатах числен-
ного эксперимента, Г. Мейнардус сформулиро-
вал гипотезу об асимптотике поведения разности 

( )z
n me z eξπ ,− ; .  Гипотеза Г. Мейнардуса была 

доказана Д. Браессом [13] (подробнее см. [14]): 
для любого комплексного z  при n m+ →∞   
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Е.М. Никишиным была поставлена задача 
об исследовании сходимости совместных ап-
проксимаций Паде для системы экспонент. Ее 
решение было получено А.И. Аптекаревым [10], 
который доказал, что при n m+ →∞  для любого 

1 2j r= , ,...,  ( )j

j

j
n m z eλ ξπ , ;  сходится равномерно на 

компактах в C  к j zeλ .  Для этого в [10] был уста-
новлен следующий аналог леммы Перрона [12], 
доказывающий сходимость ( )n m z eξπ , ;  к :ze  для 
любых n,  jm   
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где ( )mQ z  – знаменатель совместных аппрокси-

маций Паде к 1{ }j z r
jeλ
= .  Из этого неравенства сле-

дует, что при n m+ →∞  для любого z∈C   
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В данной работе исследуется асимптотика 
поведения совместных аппроксимаций Паде для 
систем из двух экспонент 2{ }z ze e,  при 

1 2n m m= = .  Как уже отмечалось выше, именно 
этот диагональный случай рассматривался Эр-
митом при доказательстве трансцендентности 
числа e.  Основным результатом работы является 
следующая  

Теорема 0.1. Пусть 2{ }z ze e,  – набор из двух 
экспонент. Тогда для любого комплексного z  
при 1 2n m m= =  и n →∞   
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где ( )B ⋅,⋅  – бета-функция Эйлера.  
 

1 Предварительные результаты  
Лемма 1.1. При выполнении условий теоре-

мы 0.1 равномерно по всем z M| |≤  при n →∞   
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Доказательство. Из (0.4) следует, что  
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В интеграле  
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сделаем замену 1x u= − .  В результате получим  
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Тогда  
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Аналогично  
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где ( )Γ ⋅  – гамма-функция Эйлера. Применяя 
формулу Стирлинга нетрудно получить, что при 
n →∞   
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Следовательно, при достаточно больших n  
0 [0 1]u ∈ , .  Воспользовавшись теоремой Тейлора, 
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Тогда, учитывая выбор 0u  и равенство (1.2), по-
лучим  
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где при z M| |≤  с учетом выбора 0u   
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По аналогии с доказательством равенств 
(1.2), (1.3) показывается, что  
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Поэтому из (1.3) и определения 0u  следует нера-
венство  
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Выражая бета-функции через гамма-функции, с 
помощью формулы Стирлинга нетрудно пока-
зать, что при n →∞   
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Из (1.4), (1.5) и (1.6) следует, что равномер-
но по всем z M| |≤  при n →∞   
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Отсюда с учетом определения функции 1( )I z  
получим равенство (1.1). Лемма 1.1 доказана.  

Лемма 1.2. При выполнении условий теоре-
мы 1.1 равномерно по всем z M| |≤  при n →∞   
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        Доказательство. В рассматриваемом случае 
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Учитывая асимптотическое равенство (1.7), 
получаем, что  
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Преобразуем 2
2 ( )R z ,  производя замену 

1x u− =  переменной интегрирования в соответ-
ствующем интеграле. В результате будем иметь: 
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Применяя теорему Тейлора, получаем  
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Теперь, как и при доказательстве леммы 1.1, лег-
ко показать, что  
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Отсюда и из (1.9) следует равенство (1.8). 
Лемма 1.2 доказана.  
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2 Доказательство теоремы 0.1.  
Перейдем непосредственно к доказательст-

ву теоремы 1. Учитывая равенство (0.5) и усло-
вия теоремы, получаем, что при n →∞   

2 ( ) (1 (1))z
nQ z e o−= + .  

Поэтому из (0.2) и лемм 1.1 и 1.2 очевидным об-
разом вытекает справедливость утверждений 
теоремы. Теорема 0.1 доказана.  
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